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SOLUTION  D'UN  PROBLÈME  D'ANALYSE; 

Par  Joseph  LIOU VILLE 


i .  Soient  x  une  variable  indépendante  comprise  entre  deux  limites 
réelles  x,  X,  et  <p(x)  une  fonction  de  x  déterminée,  mais  inconnue, 
qui  ne  devienne  jamais  infinie  lorsque  x  croît  de  x  à  X.  Cela  posé, 
le  problème  que  je  veux  résoudre  est  le  suivant  :  quelle  doit  être  la 
valeur  de  la  fonction  <p  (x)  pour  que  l'on  ait  constamment 


(1)  J     x*(p(x)dx  =  o, 


n  étant  un  quelconque  des  nombres  entiers  o,  i  ,  2,  3,...?  Je  dis 
que  la  fonction  <p  (x)  qui  résout  ce  problème  est  identiquement 
nulle ,  en  sorte  que  l'on  a  <p(x)  =  o  depuis  x=x  jusqu'à  ,r=X. 
En  effet,  si  la  fonction  ip (j:)  n'est  pas  nulle  depuis  x  —  x  jusqu'à 
ar  =  X,  il  faut  que  dans  cet  intervalle  elle  change  de  signe  un  cer- 
tain nombre  de  fois,  sans  quoi  les  éléments  de  l'intégrale  placée  au 
premier  membre  de  l'équation  (1)  seraient  tous  de  même  signe  et  ne 
pourraient  avoir  zéro  pour  somme.  Supposons  donc  que  la  fonction 
<p(x)  change  de  signe  m  fois,  et  soient  x,,  xa, .  .  .  xm ,  les  m  valeurs 

de  x   pour  lesquelles  ce  changement  s'effectue.   Faisons 

-l(x)=(x — x,)(x — x,)...(x — x„)  :  en  développant  le  produit  des  lac- 
Tome  II   —Janvier  i83-.  I 
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teurs  binômes,  40r)  prendra  la  forme  xm-j-A,xm-'-i-...-\-\m_lx+\m. 
Si   donc    on    fait,    dans   lequation    (i  ;,    successivement    ?iz=m, 

n  —  m j  ns=i,   71=0,    et   qu'on  ajoute  membre  à  membre 

les  équations  ainsi  obtenues,  après  les  avoir  multipliées  par  les  facteurs 
respectifs   i  ,  A,,.  .  .  Am_,,  Am,  on  obtiendra 

(2)  J,'^4(x)tp(x)dx  =  o: 

or  l'équation  (2)  est  absurde,  puisque  les  deux  fonctions  <p(x)  et 
4  \x)  changeant  de  signe  en  même  temps,  l'élément  ^(^^(jr)^ 
doit  au  contraire  conserver  toujours  le  même  signe.  Ainsi,  lorsque  x 
croit  de  x  à  X,  il  est  absurde  d'attribuer  à  <p  (x)  une  valeur  autre 
que  zéro,  C.  Q.  F.  D.  Cette  démonstration  subsiste  même  lorsqu'on 
attribue  à  <p  (x)  une  valeur  imaginaire  P  +  Q  \/ —  1 ,  car  alors  l'é- 
quation (1)  se  décompose  en  deux  autres  équations  qui  donnent  sé- 
parément P  =  o,  Q  =  o  (*). 

2.  Si  l'équation  (1)  est  satisfaite,  non  pas  pour  toutes  les  valeurs 
de  n  ,  mais  seulement  pour  les  valeurs  suivantes  o ,  1,2,....  (p — 1) , 
je  dis  que  la  fonction  <p(x)  (supposée  réelle)  change  de  signe  au 
moins  p  fois  ;  car  si  elle  ne  changeait  de  signe  que  m  fois,  m  étant  </?, 
on  arriverait  comme  ci-dessus  à  l'équation  (2)  dont  l'absurdité  vient 
d'être  démontrée.  L'analyse  précédente  est  fondée  sur  un  principe  sem- 
blable à  celui  dont  j'ai  fait  usage  dans  un  de  mes  mémoires  (tome  V'  de 
ce  Journal,  page  253);  mais  il  m'a  paru  qu'il  était  utile  de  donner 
de  ce  principe  une  application  nouvelle  et  simple. 

(*)  Soient  Bo)'B, .  .    .  Bn. . . .  des  constantes  données  à  volonté.  Si  l'on  cherche 

rX 

une  fonction  <p{x)  qui  satisfasse  à  lequation  (3)    /     x"ç(x)dx  =  B„,  n  étant   un 

quelconque  des  nombres  compris  dans  la  série  o,  1,  2,  3,....,  ce  problème 
n'aura  jamais  plusieurs  solutions.  En  effet  si  toutes  les  équations  contenues  dans 
la  formule    (3)  sont  satisfaites  en  prenant  <p(x)=f(x),   on  pourra  poser  en 

général   p(x)  =  f(x)  -+•  <n  {x) ,    et  il  en  résultera  /     x"  n-  {x)  dx  —  o,  et  par 

suite  a-(jr)  =  o ,    ce  qui    démontre    notre    théorème. 
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SOLUTION 

D'une  question  qui  se  présente  dans  le  calcul  des  probabilités; 

Par  M.  É.  MONDÉSIR, 

Élève  ingénieur  des  Ponts-et-Chausse'es. 


Si  une  urne  contient  b  boules  blanches  et  n  boules  noires,  et 
qu'on  en  tire  p  au  hasard,  la  probabilité  de  tirer  parmi  les  boules  res- 
tantes soit  q  blanches ,  soit  q  noires,  n'est  point  altérée  et  reste  la 
même  qu'avant  la  soustraction  des  p  boules. 

Il  y  aura  trois  cas  à  examiner ,  suivant  que  p  sera  à  la  fois  plus 
petit  que  b  et  que  n,  ou  compris  entre  les  deux,  ou  plus  grand  en 
même  temps  que  b  et  que  n. 

i  "  cas  :   p  <  b ,  p  <  n. 

Il  y  aura  dans  ce  cas  (/>+i)  hypothèses  à  faire  sur  la  composition  des 
p  boules ,  savoir  : 

ire  hyp p  blanches , 

2e  hyp.  (p  —  1)  bl. ,  1  noire, 

(p  +   P)"'  hyp p  noires. 

Dans  chacune  de  ces  hypothèses ,  la  probabilité  pour  amener  q 
blanches,  par  exemple,  parmi  les  (b-\-n — p)  boules  restantes  serait, 

[Dans  la   i"  hvnothèse    (^-/>)  (*-/>- 0  •••  [*-/>- (g— 01 
jmns  la  i     nypotùese  ^_^_ —  -_____, 

.  /Dans  la    2«  hypothèse  $=£±yhX±gk  •  -ff-zH-'-fe-O] 
(i)\  JV  (b+n~p)(b+n—p—\)...[ù  +  n—p—(ç—i)y 

-v         ,     ,       .      w,  b{b—\)   [b  —  (o—,)] 

1  Dans  la  (p  4- i  r'hvD    -, - — ; — : ; — -n — — ■ 

Cherchons  maintenant  la  probabilité'  de  chaque  hypothèse.  Soit  j\ 
le  nombre  d'arrangements  possibles  avec  (b  -f-«)  lettres,  en  les  pre- 
nant p  a  p:  ce  nombre  sera 
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N  =  (ô  +  re)(6  +  iï-^0   [6  +  n  —  (p  —  i)]j 

il  exprimera  toutes  les  manières  possibles  de  faire  le  tirage  des  p 
boules,  en  supposant  qu'on  les  tire  de  l'urne  une  à  uue. 

Nous  aurons  d'un  autre  côte  toutes  les  manières  possibles  de  faire 
le  tirage  de  p  blanches,  en  prenant  le  nombre  d'arrangements  de  b 
lettres  php.  Nommons  ce  nombre  A0:  il  sera 

Aa  =  b(b-l)(b-2)    [b-(p-i)]. 

Nous  aurons  A,,  ou  le  nombre  de  manières  possibles  de  tirer 
(p  —  1)  blanches  et  i  noire,  en  observant  que  l'on  peut  former  ce 
nombre  en  prenant  chacun  des  arrangements  de  b  boules  (p —  i)  à 
(p  —  i),  y  ajoutant  chacune  des  n  boules  noires,  et  permutant  cette 
boule  aux  p  places  qu'elle  peut  occuper  dans  chacun  des  arrange- 
ments :   nous  aurons  donc 

A,  =  £(£->) [b-(p  —  2)]p.n. 

Pour  obtenir  A„  prenons  chaque  arrangement  de  b  lettres  (p  —  2)  à 
(p  — 2);  ajoutons-y  chaque  combinaison  de  n  lettres  2  à  2  :  la  permu- 
tation de  la  première  lettre  aux  (p —  1)  places  de  l'arrangement  de 
(p — 2)  lettres  donnera  lieu  à  (p — 1)  arrangements  nouveaux  de 
(p —  1)  lettres,  et  la  permutation  de  la  2œe  lettre  transformera  cha- 
que arrangement  de  (p — 1)  lettres  enp  arrangements  de  p  lettres.  On  a 
évidemment  de  cette  manière  tous  les  arrangements  possibles  de 
(b  —  2)  boules  blanches  et  de  2  boules  noires  :  écrivons  donc 

A,  =  6(6-s)  ...  ib-(p-^p(P-i)^z2}f 

nous  aurons  de  même 

.n(n— i)(«— 2) 


A3  =b{b-i)...[b-(p-4)]p(p-i)(p-*)' 


1.2.3 


A,_,  =  b(b-,)p(P-  1)  "(»-  0-..[«a-, (£ZI3L]! 
A,_,  =  bp   n(n-r)...[n-(P-,)]f 

A,  z=n(n—  i)(n  —  2)  ...  [n  —  (p  —  1)]. 
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A„  exprimant  le  nombre  de  manières  possibles  de  tirer  p  blanches ,  et 
N  le  nombre  de  manières  possibles  de  tirer  p  boules  quelconques ,  A0 
étant,  en  d'autres  termes,  le  nombre  de  coups  favorables  à  la  pre- 

A 
mière  hypothèse,  et  N  le  nombre  de  coups  possibles,  -^  doit  exprimer 

la  probabilité  de  la  première  hypothèse:  de  même  les  probabilités 
des    hypothèses  suivantes    seront  exprimées   par  les    fractions 

A,      Aa  Ap_,      A,, 

w  ¥'  ■  •■  ~ir *  w 

Si  nous  multiplions  la  probabilité  de  chaque  hypothèse  par  la 
probabilité  correspondante  (i),  et  si  nous  faisons  la  somme,  nous 
aurons  pour  la  probabilité  de  tirer  q  blanches  parmi  les  (b  -+-  n — p) 
boules  restantes,  la  série  suivante 

JU  (b-p)(b-p-x)...[b-J}-(q-i)-}  .  (b—p+l)(b+p+\  —  i)...[l>-p+i-(g-i)-\ 
Nj     °(b  +  n-p)...[b+n-p-(q-i)]~t'     \b  +  n-p)...{b  +  n—p  —  (q—l)] 

.       (b—  p  +  2)  {b—p+1  -   l)   ...     [b—  p  +  1  —  (?—■)]       , 

-t"rt»  (b+n-p)  ...  lb  +  n-p-(q-i)-\  -t"    '•• 

J-A  b{b-l)...\b-{q-l)ï  \ 

T     P  (b  +  n_p)    ...  [b  +  n-p-iq-i)]]- 

Remplaçons  dans  cette  série  A„,  A,,.  .  .   Ap,  par  leurs  valeurs,  ainsi 

at     »  ir.  xb{b—i)   ...    [b—  (7—1)] 

que  N  et  remarquons  que  le  facteur  suivant  (6^„)(6+n.l)..  ^+n_(g_l}] 

est  commun  à   tous   les  termes  ;  la  probabilité  cherchée  sera 

b{b—l)  ...  [b~  (q-l)]   .  (      (b  —  q)  ...   [b—  p-(q-   01 

(b  +  n){b  +  n—i)...[b  +  n—(q-i)]\    (b+n  —  q)...[b  +  n—p-(q-i)] 
(b-g)   ...    [b-p  +  l-<q-l)-\ 
V,  (b  +  n  —  q)   ...   [b  +  n—p-(q  —  l)f 

(b  —  q)  ...  [b—p  +  a  — (g— Q]  /  n  "("  —  '). 

T  (/>  -f.  n—  q)  ...  [b  +  n  —  p  —  (q  —  l)]  "^  '        1.2      ~ 

i  {b—q)(b  —  q  —  l) /  n(n—i)...[n—(p—3)] 

~    (b-\-n  —  q)...[b+n  —  p—(q—l)J^"  »-2 

i b   —  q 7i(i2—i)...  [n—  (p  —  a)] 

T      (6-f  77  —  <?)    ...    [A  -H  71—  p—  {q—  1)]^  I 

7i(77—  Q    ...    [«  —  (y,—  !)]  | 

(A+1  — ?)    ...    [6  +  71— />  —  (?—  I)]    J* 
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Examinons  la  signification  et  la  valeur  de  la  quantité  contenue  entre 
les  crochets:  tous  les  termes  de  la  série  ont  un  dénominateur  com- 
mun (b  +  n—q).  .  .[b-\-n—p—{q—i)  ={b+n—q){b+n—q—\) .  .  . 
[h-\-n q  —  (p — i)]:  ce  dénominateur  est  le  nombre  d'arrange- 
ments possibles  avec  {b  +  n  —  q)  lettres  prises  p  à  p  ;  il  ne  diffère  du 
dénominateur  N  que  par  le  changement  de  (b  -f-  n)  en  (b  -f-  n  —  q); 
il  doit  donc  exprimer  le  nombre  de  coups  possibles,  quand  on  tire  p 
boules  d'une  urne  qui  en  contient  (b  -f-  n  —  q). 

Considérons  chaque  expression  de  la  série,  à  part  ce  dénominateur 
commun,  par  exemple  l'expression 

(b  —  q)  ...  [b—  p+2  —  {q—  l)]p(p- 
on  peut  l'écrire  ainsi 

{b-q)(b-q-l)...[b-q-(p-?>ÏÏp{p-i)n-^. 

Comparée  à  l'expression  A,,  on  voit  que  cette  formule  n'en  diffère 
que  par  le  changement  de  b  en  (b  — q);  elle  doit  exprimer  toutesles 
manières  possibles  de  tirer  (p  —  i)  boules  blanches  et  2  noires  d  une 
urne  qui  contient  (b — q)  boules  blanches  et  n  noires.  On  verrait  de 
même  que  les  autres  expressions  contenues  entre  les  crochets  ne 
diffèrent  des  autres  expressious  A,,,  A,,  etc.,  que  par  le  même  change- 
ment de  b  en  {b  —  q).  La  sommede  ces  expressions,  sauf  leur  déno- 
minateur commun  ,  indique  donc  toutes  les  manières  possibles  de 
tirer  p  boules  d'une  urne  qui  contient  (b  —  q)  blanches  et  n  noires, 
comme  la  somme  des  expressions  A0,  etc.,  indique  toutes  les  manières 
possibles  de  tirer  p  boules  d'une  urne  qui  contient  b  blanches  et  n 
noires.  Cette  somme  d'expressions  est  donc  égale  à  son  dénominatenr 
commun,  et  la  série  entière  comprise  entre  les  crochets  égale  à  l'u- 
nité, ce  qui  réduit   la  probabilité  cherchée  à 


est-a-dire  à  ce  qu'elle  était  avant  le  tirage  de  p  boules. 
ame  cas.  p  >•   b  et  <  n. 
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Dans  ce  cas,  au  lieu  des  (p  -f-  i)  hypothèses  du  cas  précédent,  nous 
n'en  aurons  que  (b -\-  i)  :  les  probabilités  de  ces  hypothèses  formées 
comme  précédemment  seront 

;-  a.= {*(*-, . .  .5.a.  ,(n-,xH-a). .  ■/(nT.,I;3;[:,T;/r-^}N-> 

N  l     v  y  v  ;  ^  1.2. 3.  ..{p  —  6  +  2)        jN' 

Nn>-     1°/'  ;  jn> 

£   A    =  {«{/i— i)(ii  — a). ..[«  —  (/»— i)]}  ^-; 

dans  ces  diverses  hypothèses,  les  probabilités  de  tirer  q  blanches  sont 

Ve  hyp.. .   o, 
ae  hyp. . .   o, 


f„  -4-  i)"byp  g(y-i)...3.a.i . 

(6-4-iVhvD  6(6-,)...[6-(y^,)] 

En  multipliant  respectivement  ces  hypothèses  l'une  par   l'autre,  et 
faisant  la  somme ,  nous  aurons  pour  la  probabilité  cherchée 

1   JA  ?(?—  ')••    3.2.i .  (g  +  Qy...2 

N  |     «  (b+n-p)...[bi-n— p-{q—  i  )]  "rrt'+I  (6+ra— p)...[b+n  — p—  (q—  i)] 

_I_A  (7  +  a)(y+Q...3 .  .    6(6  —■)...  [6  -  (g  -  ,)  , 

<+'(b+n-p). .  .[b+n  -p-tt-i)]-*"-  ■  ■  ~t~*\b+n-p)...£b+n-p-(q-i)-]]  > 

Or  remarquons    qu'on   peut    mettre   en    facteur    commun 

b{b  —  l)   ...   [b  —  (q—  i)]         , 

,>,   .■    . "rv;,  „ — : n>  chaque  terme  contenant  en  numérateur  le 

(6  +  n)  .  .  .  \J>  -f-  n  —  {q  —  i)  ]  t 
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produit  de  la  suite  des  nombres  depuis  b  jusqu'à  i  ,  ou  jusqu'à  2,  etc., 
et  au  moins  jusqu'à  [ô-fo-0],  et  en  dénominateur  la  suite 
(b  +  n)...[b  +n-(p  -iïï(b+n-p).:.[b+n-p-((/-*)\-- 
écrivons  donc  pour  la  probabilité  demandée 

1_ ; -n  (n-i)(n— 2)...  [n-(^-0]     )• 

+  n—  p—{q—  i)J 


La  série  comprise  entre  les  crochets  se  compose  de  (b  —  q  4-  1  ) 
termes  correspondants  aux  (6  —  7+  r)  hypothèses  possibles  sur  la 
composition  de  p  boules  tirées  d'une  urne  qui  contiendrait  (b  —  q) 
blanches  et  n  noires,  et  en  employant  ainsi  le  raisonnement  applique 
déjà  dans  le  cas  précédent,  on  voit  aisément  que  cette  série  doit  se 

réduire   à    1 ,   puisque  d'un   côté  le  dénominateur   commun 

b+n  —  q)...[b  +  ?i  —  q  —  (p—iy]  exprime  toutes  les  manières 
possibles  de  tirer  p  boules  d'une  urne  qui  en  contient  (b+  n  q)  , 
que  de  l'autre  la  somme  des  numérateurs  exprime  exactement  la 
même  chose.  La  probabilité  cherchée  est  donc,  comme  dans  le  1"  cas, 
la  même  qu'avant  le  tirage  de  p  boules. 

5me  cas.  p  >   b     et     >•  ». 

Le  nombre  d'hypothèses  possibles  sur  la  composition  des  p  boules 
sera  alors  égal  à  un  certain  nombre  (A-f-  1)  =  {b+n— p-\-  1)  :  nous 
obtiendrons  toujours  la  probabilité  des  diverses  hypothèses  comme 
précédemmenl  ,    et  nous  aurons  pour  les  valeurs  de  ces  probabilités 

1  (  n(n—  1).  ..[n—(p  —  b—  Q]  )  i 

-a„=  jé(A-i)...3.a.i.(*+  .)../> r;i737r(~7^7       /»' 

1  (  ,    ,    .  n(n—i)..-  \n  —  {p  —  b)]\i 
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■'    a            (1,1           ,        i,u          ,;             n{n—  Q...  [n  —  (p  —  b  +  i)])i 
îfA,=  {*(*-!)... 3(4-1).*.. * ,.3.3...(/,.-*  +  a) Jn- 

'a  ïu,i         ^        cl         w       t_l_v  w(n— 1). .  .  [n— (p— 6+*— 3)]  1 1 

sAi_,  =  j*(*-.)...(*-.)(*-*+3)...jP-T-I1— ^—--p— —  js, 

1    .  (,„  ,         ...         ,    ,      ,  n(n— i)...[n— (p— 6+/-— 37],! 

NAA_|8={*(*-.,)...*(*-*  +  2).../>      ,,2,3...(/>_&  +  ArT)-lN' 

ï  f  ni'n—  1).  .  An — (p — b+  fc — i)  1  »  i 

a  A,    ={*(*-o...(HO(*-*+0.../>    -    1i3...(/=T*:TT)— }«8 
dans  ces  diverses  hypothèses,  les  probabilite's  de  tirer  q  blanches  sont 

i"  hyp o, 

2e  hyp.  .  ..  o, 


/      i     \i*u\,  ?(?  —  ')•  .-3.2.1 

W-r-1-»        nyP-    (b  +  n  —  p)...  [b+n  —  p  —  (q  —  l)]' 

tt_l-¥V'»'>,vn  *(*-,)■■■[*  -(g-  Q] 

^-r-i;      njp.  {b  +  n_p)      lb  +  n_p_{q_i)y 
Nous  aurons  donc  pour  la  probabilité  cherchée 

l  f  A g(?~  Q...3.2.I  (g  4-  Qy...3.2 

Ni     \b+n-p)...[_b+n-p-(q-i)^    ^'(b  +  n-p)...(b  +  n-p-(q-J) 

k  (î  -  Q-.  .  [X-  —  (y  —  0]  1 


•+■ +  A* 


(6-f.„_/,)...[é  +  n_/,_(y_I)]| 


_  &(&— i)...y(y— Q...3.2.1  n(/i-i)...[/i-(/;-A+y-i)] 

(b+n).    .  (b+n—p) . . .  [b+n-p—fri)f     i^'-f    ,  .2  3.  ..(/>  —  *+ y) 

,  6  (&  —  Q-  ••  (g  +  ')?■■  -3.2 _  n(n— Q...  [w-(p-6+y)] 

T  (6  +  1») .  .  .(*  +  «-/>)  -  •  .  [*+«— f-(g—  01  '  -2.3.  .  .  (p—b+q+  0 

+ 

6(6- ,)..,(* +,)*.,.[*- (y-,)]  n(/z-i)...|>(jp-6+*-0  ] 

^  (b+n).  .  .(b  +  n-p).  .  .[b+n-p-(q-i)]{0~  T  '"^     1  .2.3.  .  .(/,—  6  +  *)  "  . 

Le  facteur  -r— — - — :-"  \  ~  ^ — -i^L  est  évidemment  commun  à  tous 

(b  +  n)... [b  +  n  —  (q—  1)] 
les  termes  de  la  série,  car   [k  —  (q — i)]  =  &-f-n —  p  —  (q — 1) 
=  [b  —  (q  —  1)]  —  (p  —  n),   est   plus    petit   que   b —  (q — 1);   on 

Tome  II.  —  Jakvieb   i83-.  2 
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peut  donc  mettre  ce  facteur  en  évidence ,  et  écrire  la  série  ainsi  qu'il 

suit 

ft(fl-i)...[6-(g-0]f  (&  —  ?)..  -3.2.  ■  ,,  n(n-i)...fn-(/>-&+g-Q] 

(6+/i)...[A  +  n-(7-i)]t(6+n-y)..-[*+«-i»-(?-0]  i  .2.3. .  .(*>—&+?) 

(&-g)...3.a n(i?-i)...[n-(f-&+-01„ 

~*~  (h+n— g).  '. .  [6+n-^p^(g—  >T]V       ï>"V    i  .2. 3.  ..(/>—£  + g  4- i) 

+       (A+«-y)...(*+«-p-(y-i)r       ?       ;"/i.2.3...(/;-ô  +  ?+2) 

{b  -g).  ..lb  +  n-p  —  (g-Q]„,  ,,  ,  ,,       /i(«-Q...[»-(p-^-l)]     1 
+      (b+n-rl)...[b+n-p-{q-i)t~  "*"   >'"P   i. a. 3... (/>-*  +  *)       Ç 

La  série  comprise  entre  les  crochets  se  compose  évidemment  de 
[b-\-n — p —  (q —  i)]  termes  ou  de  (/■ — <jf +  0  termes,  chacun  des 
termes  exprime  la  probabilité  d'une  des  [b  +  n —  q — p  -+-  î)  hy- 
pothèses que  l'on  peut  faire  sur  la  composition  de  p  boules,  que  l'on 
tire  d'une  urne  qui  en  contient  (b  -\-  n  —  q),  dans  le  cas  où  p  est  à  la 
fois  plus  grand  que  {b  —  q)  et  que  n;  or,  comme  la  somme  des  pro- 
babilités de  toutes  les  hypothèses  possibles,  doit  être  égale  à  i  ,  il 
s'ensuit  que  la  probabilité  cherchée  est  réduite  au    premier  facteur 

-. —  — : ^-± % |r  comme  dans  les  deux  cas  précédents. 

[b  +  n)...[b  +  n  —  (g  —  i)]  r 

Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  est  encore  vrai  pour  une 
urne  qui  renfermerait  des  boules  de  plusieurs  couleurs  :  on  le  démontre- 
rait en  séparant  les  boules  en  deux  groupes ,  dont  l'un  renfermerait  les 
boules  d'une  même  couleur,  et  l'on  prouverait  que  la  probabilité  de  ti- 
rer une  boule  de  cette  couleur  n'est  point  changée:  on  ferait  de  même 
pour  les  autres  couleurs.  Ce  théorème  peut  donc  être  énoncé  ainsi  dans 
toute  sa  généralité  :  Si  une  urne  renferme  des  boules  de  plusieurs 
couleurs,  et  qu'on  en  tire  au  hasard  un  certain  nombre,   la  probabi- 
lité d'amener,  parmi  les   boules  restantes,    q    boules  d'une   couleur 
quelconque,  n'est  point    changée  par  cette  soustraction   et   reste  la 
même   qu'auparavant.    Il    est    tout-à-fait   semblable    à    celui    dont 
M.  Poisson  s'est  servi  dans  son  mémoire   sur  l'avantage  du  banquier 
au  jeu  de   trente  et  quarante  {Annales  de   Chimie  et  de  Physique , 
t.  XIII ,  p.  177-178),  et  on  le  regardera  peut-être  comme  évident  à 
priori,  mais  il  était  bon  d'en  vérifier  analytiquement  l'exactitude. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


NOTE 

Sur  les  points  singuliers  des  Courbes 
Par  M.  PLUCKER. 


Une  courbe  quelconque  étant  proposée  ,  je  désignerai 

i°.  Par  n  son  degré,  ou  le  nombre  de  ses  points  d'intersection  avec 
une  ligne  droite; 

2°.  Par  /«sa  classe  (mot  introduit  par  M.  Gergonne)  ou  le  nombre 
de  ses  tangentes,  passant  par  un  même  point; 

3°.  Par  x  le  nombre  de  ses  points  doubles; 

4°-  V&v  y  celui  de  ses  points  de  rebroussement  ; 

5°.  Par  u  le  nombre  de  ses  tangentes  doubles  ;   et  enfin 

6°.  Par  v  celui  de  ses  tangentes  (ou  points)  d  inflexion. 

Dans  ce  qu'on  va  lire,  je  supposerai  en  outre  que  la  courbe  n'a  ni 
points  multiples ,  ni  tangentes  multiples. 

I.  Pour  toutes  les  courbes  algébriques  quelconques,  il  existe  une 
équation  générale  et  unique,  qui  lie  entre  eux  les  nombres  i°.  des 
points  doubles  (jc)  ,  2°.  des  points  de  rebroussement  (  j) ,  5°.  des  tan- 
gentes doubles  (communes  à  deux  branches  différentes  de  la  courbe)  (u), 
et  4°  des  points  d'inflexion  (u).  Cette  équation  est  la  suivante  : 

{y— jf— 9(1;— r)I[6(^4-jr)+4(u+x)— 45]+756(f-: jr)  (u— x)-\-li^(u— xy=  o. 

II.  Les  courbes  générales  d'un  degré  quelconque,  n'ont  ni  point 
double  ni  point  de  rebroussement.  Pour  elles  on  obtient,  en  posant 

y  =  o     et     oc  =  o , 

■y4  —  54v3  —  56uv*  +  405^*  -f  j56uv  -f-  324V  =°  • 

III.  On  obtient  pour  les  courbes  générales  d'une  classe  quelconque 
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(qui  n'ont  tangentes  doubles  ni  points  d'inflexion)  l'équation  analogue 
suivante  : 

ji  _  54/3  —  56x/a  +  4o5>*  +  756xj  +  324.x-*  =  o. 
IV.  Si  le  nombre  des  points  de  rebroussement  est  égal  à  celui  des 
points  d'inflexion  ,  le  nombre  des  points  doubles  est  nécessairement 
égal  à  celui  des  tangentes  doubles.  De  plus  la  courbe  est  coupée  alors 
par  une  ligne  droite  en  autant  de  points  qu'il  y  a  des  tangentes  de  la 
courbe  aboutissant  à  un  même  point.   On  a  simultanément 

v  =  y  ,     u  =  x,     n  =  m,     7.x  -f-  3/  =  n{n  —  2). 

Pour  obtenir  les  différents  cas  où  les  courbes  d'un  degré  donné  n  sont 
de  la  même  classe,  on  n'a  qu'à  résoudre  la  dernière  équation  en  nom- 
bres entiers,  en  satisfaisant  en  même  temps  à  la  condition 

1    J     <         1      .      a 

V.  Dans  le  cas  général ,  on  a 

(y  —y)—  5  (m  —  n), 

{u  —  x)  =  f  (m  —  rc)  (m  -f-  n  —  g) , 

équations  simples ,  qui  donnent  encore  la  suivante  : 


(m  .+_  „)  _  6  (^r|)  =  9- 


VI.  L'un  des  deux  nombres  n  et  m  étant  donné    l'on  peut  prendre 
l'autre  entre  les  deux  limites  déterminées  par  les  deux  équations 

m_n(?i  —   1) ,      n  J]  m(ni  —   1  )  ; 

excepté  toutefois  qu'on  n'a  jamais  ni  m=?i(n- 1  )-i    ni  n=/n(;«-i)-i . 
On  a  généralement , 

m  =  n(n  —   1)  —  ix  —  5y, 

n  =  m(in —   1)  —   qu  —  3v. 

VII.  Enfin  l'on  a  les  quatre  équations  suivantes  : 

v  =  5n(n  —  2)  —  6x  —  &y, 
y  =  5m(m  —  2)  —  6u   —  8v  , 

u='-  n[n  — 2)(na  —  9)— [n  (u  — i)  -  G\(ix+Zy)-\-ix{x—  \)+&xj ■+\j{f—  0  , 
xt=i\m(m — ?.)(m* — 9)— [m(m — 1) — 6~]{2u-{-3v)-{-2u(u  -  \)+&uv+\v{v  —  1). 
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L'interprétation  géométrique  de  ces  équations  est  facile.  Ainsi,  la 
première  d'entre  elles,  par  exemple,  indique  que,  si  par  une  détermi- 
nation spéciale  des  constantes  de  l'équation  générale  d'un  degré  quel- 
conque, la  courbe  correspondante  acquiert  des  points  doubles  ou  de 
rebroussement,  le  nombre  des  points  d'inflexion  diminue  de  six  unités 
pour  chaque  point  double  et  de  huit  pour  chaque  point  de  rebrousse- 
ment. J'ajouterai  que  sur  les  six  points  d'inflexion  qui  disparaissent , 
il  y  a  deux  de  réels  et  quatre  d'imaginaires,  si  c'est  un  point  double 
proprement  dit  et  supposé  réel,  qui  les  remplace;  mais  que  tous 
sont  imaginaires,  si  c'est  un  point  conjugué.  Dans  le  cas  d'un  point 
réel  de  rebroussement,  il  y  a,  sur  les  huit  points  d'inflexion  qui 
disparaissent,  deux    de    réels    et    six  d'imaginaires. 

VIII.  Les  courbes  des  degrés  3 ,  4?  5,  offrent  les  différents  cas  sui- 
vants, les  seuls  possibles,  par  rapport  au  nombre  des  points  et  tan- 
gentes singulières ,  dont  il  est  question  ici. 
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On  peut  dans  les  tableaux  qui  précèdent  changer  réciproquement 
ri  en  m ,  x  en  u ,  y  en  v . 

IX.  En  représentant  une  courbe  par  une  équation  entre  deux 
coordonnées  ordinaires,  on  la  regarde  comme  engendrée  par  le  mou- 
vement d'un  point,  dont  les  différentes  positions  sont  données  par 
l'équation.  Soient  p  et  q  des  fonctions  linéaires  des  deux  coordon- 
nées et 

"\{pt  4)  =  û  —  o, 

1  équation  d'une  courbe  quelconque,  ou  algébrique,  ou  transcendante. 
On  sait  qu'un  point  double  de  la  courbe  est  alors  indiqué  par  les 
deux  équations  suivantes 

da  dn 

De  plus  ce  point  double  est,  ou  l'intersection  de  deux  branches  réelles 
de  la  courbe,  ou  un  point  conjugué,  ou  enfin  (en  général)  un  point 
de  rebroussement,  selon  qu'on  a 


/  d-z  \      d'à    d'il  /d'ny    d'à    d'à         /  d-a\*      d'n    d'à 

\dpdq)        dp'  "    dq^0'    \djdq)  ~~d]T>  '  ~dq^<-°  '  \dJTq)  ~ "If*  '  ~dq* 


De  ces  équations  l'on  déduit  facilement  pour  les  courbes  du  troi- 
sième degré,  le  théorème  suivant  que  j'ai  démontré  avec  d'autres 
théorèmes  semblables,  dans  un  autre  endroit  :  «  Les  trois  asymptotes 
étant  données,  le  lieu  géométrique  des  points  de  rebroussement  de 
ces  courbes  est  l'ellipse  maximum,  inscrite  au  triangle  formé  par  les 
trois  asymptotes;  le  lieu  des  points  conjugués  est  l'intérieur,  et  le 
Heu  des  points  doubles,  proprement  dits,  l'extérieur  de  cette  ellipse 
maximum.  » 

X.  L'équation  générale  de  la  ligne  droite  renferme  deux  constan- 
tes, que  nous  supposons  y  entrer  au  premier  degré  seulement.  Nous 
désignerons  deux  fonctions  linéaires  quelconques  de  ces  deux  cons- 
tantes par  /•  et  s.  Alors  des  valeurs  données  de  r  et  s  déterminent 
une  ligne  droite  unique,  et  l'équation 

*(r,  s)  =  <t  =  o, 
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en  y  considérant  /'  et  s  comme  variables,  représente  une  courbe: 
cette  courbe  est  regardée  comme  enveloppée  par  une  ligne  droite  eu 
mouvemeut ,  dont  les  différentes  positions  sont  données  par  l'équation 
précédente.  Pour  une  tangente  double  l'équation  de  la  courbe  doit 
subsister  simultanément  avec  les  deux  équations  suivantes 

d*  _  d*   _ 

dr    ~  '        ds  ~ 

De  plus ,  cette  tangente  double  touche  deux  branches  réelles  de  la 
combe,  ou  elle  est  isolée  de  la  courbe  (conjuguée),  ou  enfin  elle 
touche  la  courbe  dans  un  point  d'inflexion,  selon  qu'on  a 

/  d'i-  \a <^+      dJ*  /  </'*y        d'*      d2+  /d  +  y        d'+     d'+  _ 

Paris,    12    mars   i836. 
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SECOND  MÉMOIRE 

Sur  le  développement  des  fonctions  ou  parties  de  fonctions 
en  séries  dont  les  divers  termes  sont  assujettis  à  satisfaire 
à  une  même  équation  différentielle  du  second  ordre 
contenant  un  paramètre  variable  ; 

Par  J.  LIOU VILLE 


Dans  un  premier  mémoire  sur  ce  sujet  (*) ,  j'ai  eu  pour  but  de 
trouver  par  un  procédé  direct  et  rigoureux  la  valeur  de  la  série 

(i)         2      -^fx 

dans  laquelle  le  signe  2  s'étend  à  toutes  les  racines  réelles  et  positives 
d'une  certaine  équation  transcendante  <sr(r)  =  o;  V  est  une  fonction 
de  oc  et  du  paramètre  r,  assujettie  à  satisfaire  à  la  fois  l'équation  dif- 
férentielle 

<4I) 

dans  laquelle  les  fonctions  g ,  k,  l  de  a?  sont  supposées  positives,  et 
(*)  Tome  I,r  de  ce  Journal ,  page  253. 
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aux  conditions  définies 


d\ 


(3)        Ç.  —  hV  =  o     pour     x  =x, 


(4)        g  +HV  =  o     pour     *=X. 


les  coefficients  constants  à,  H  sont  positifs,  nuls  ou  infinis:  lors- 
qu'on a  hz=co  ,  1  équation  (3),  dont  on  peut  diviser  les  deux  membres 
par  h,  se  réduit  à 

V  =  o     pour     x  =  x  ; 

de  même ,  lorsqu'on  aH  =  oo,  l'équation  (4)  se  réduit  à 

•  V  =  o     pour     x  =  X  : 

enfin  f(x)  est  une  fonction  arbitraire  de  x,  assujettie  pourtant  aux 
conditions  suivantes 

(5)         7^  —  hf{x)  =  o     pour     x  =  x , 
(«)         ^  +  H/(*)  =  o     pour     *=X. 

La  fonction  V  se  présente  utilement  dans  la  théorie  de  la  chaleur 
et  dans  une  foule  de  questions  physico-mathématiques  ;  et  M.  Sturm 
en  a  développé  les  propriétés  avec  beaucoup  de  soin  dans  ses  deux 
mémoires  sur  les  équations  différentielles  et  sur  les  équations  aux 
différences  partielles  (*).  A  l'aide  de  ces  propriétés  que  j'ai  moi-même 
étudiées  dans  le  mémoire  cité  plus  haut  et  dans  une  note  particulière, 
j'ai  fait  voir  que  la  valeur  de  la  série  (1),  lorsque  cette  série  est  con- 
vergente, ne  peut  qu'être  égale  à  ^(.r),  du  moins  quand  la  variable  x 
reste  comprise  entre  les  limites  x ,  X.  Dans  cette  hypothèse  de  la  con- 
vergence de  la  série  (j)  et  entre  les  limites  x,  X  de  x ,  on  a  donc 

(*)  Tome  I"  de  ce  Journal,  page  106  et  page  173. 
Tome  II. — Janvier    i83".  3 
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L'équation  <ar(r)=  o  dont  le  paramètre  r  dépend  n'a  pas  de  racines 
négatives ,  comme  on  le  reconnaît  à  l'inspection  seule  de  cette  équa- 
tion. Elle  n'a  pas  non  plus  de  racines  imaginaires;  c'est  ce  que 
M.  Poisson  a  prouvé  depuis  long-temps  par  uu  procédé  très  ingénieux. 
Mais  il  est  bon  d'observer  que  la  méthode  dont  j'ai  fait  usage  pour 
sommer  la  série  (i)  n'exige  en  aucune  manière  la  connaissance  du 
théorème  de  M.  Poisson.  Si  l'équation  <nrrr)  =  o  avait  des  racines 
imaginaires,  on  n'en  liendrait  pas  compte  dans  le  second  membre  de 
l'équation  (7) ,  et  cette  équation  subsisterait  encore  et  se  démontrerait 
par  la  même  analyse.  Pour  l'exactitude  de  la  démonstration  que  j'en 
ai  donnée,  il  suffit  en  effet  que  les  diverses  fonctions  V, ,  Va,.  .  .  qui 
répondent  aux  racines  réelles  et  positives  r, ,  i\ , .  .  .  de  l'équation 
-zzr(r)=o  jouissent  des  propriétés  que  M.  Sturm  a  reconnu  leur  appar- 
tenir. Au  surplus,  la  réalité  de  toutes  les  racines  de  l'équation 
••ar(r)  =  o  résulte  des  propriétés  mêmes  de  ces  fonctions  V, ,  V,,.  .  . 
qui  répondent  aux  valeurs  réelles  et  positives  du  paramètre  r  :  c'est 
ce  que  je  prouverai  à  la  fin  du  présent  mémoire. 

Si  nous  revenons  à  la  série  (1),  nous  voyons  qu'elle  doit  être  encore 
l'objet  d'une  recherche  nouvelle  dont  l'importance  a  été  signalée  par 
M.  Sturm  dans  son  dernier  mémoire  (*)  :  il  s'agit  de  prouver  que  cette 
série  (1)  est  convergente;  et  j'ai  eu  le  bonheur  d'y  parvenir  il  y  a 
quelque  temps,  du  moins  dans  le  cas  très  étendu  où  les  fonctions 
g,  k,  f(x)  et  leurs  dérivées  premières  et  secondes  conservent  tou- 
jours des  valeurs  finies,  lorsque  x  croît  de  x  à  X.  Ma  démonstration  , 
quoique  très  simple,  sera  sans  doute  appréciée  par  les  géomètres  qui 
ont  traité  des  questions  semblables  et  qui  savent  combien  en  général 
elles  offrent  de  difficultés.  Elle  consiste  à  prouver  que  si  l'on  désigne 
par  n  un  indice  très  grand,  par  u„  la  valeur  absolue  du  n"me  terme  de 
la  série  (1)  et  par  M  un  certain  nombre  indépendant  de  n  et  facile  à 

calculer,  on  a    un<C  —  •  Or,  la  série  qui  a  pour  terme  général   —   est 

convergente  ;  donc  a  fortiori  la  série  (1)  l'est  aussi ,  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. On  peut  trouver  en  outre  une  limite  supérieure  de  l'erreur 


(*)  Tome  Ier  de  ce  Journal,   page  4"- 
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commise  lorsque  l'on  prend   pour    valeur  de  f(x)  les  n  premiers 
termes  de  la  série  seulement. 
La  convergence  de  la  se'rie 


Ve—f^gVf{x)dx 


P  gY'dx 

où  l'on  suppose  t  >  o ,  et  qui  représente  l'état  variable  des  tempéra- 
tures dans  une  barre  hétérogène,  résulte  aussi  de  notre  analyse; 
cette  dernière  série  est  même  plus  facile  à  traiter  que  la  série  (1),  et 
c'est  par  elle  que  nous  commencerons. 

En  terminant  cette  introduction,  je  dois  dire  qu'ayant  communi- 
qué mon  travail  à  M.  Sturm,  il  a  trouvé  presque  sur-le-champ  une 
seconde  démonstration  de  la  convergence  de  la  série  (ij,  aussi  simple 
que  la  mienne,  et  fondée  sur  ses  propres  principes. 

IL 

Cherchons  d'abord  à  exprimer  en  série  convergente  la  fonction  Y  , 
qui  satisfait  à  l'équation  indéfinie  (2)  et  aux  conditions  définies  (3), 
(4).  Pour  cela  désignons  par  À-'  ce  que  devient  k  lorsqu'on  y  pose 
x  =  x ,  et  faisons 

P'    =flTfjl-ër)p.dx, 


Quel  que  soit  le  paramètre  r,  on  satisfait  évidemment  aux  équations 
(2)  et  (3)  en  posant 

V  =  p*  +  p,  +.  •  •+  p,  +-•  •  •  ; 

A  désigne  une  constante  dont  la  valeur  est  tout-à-fait  arbitraire ,  et 

3.. 
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que  l'on  peut  prendre  égale  à  l'unité,  ou  mieux  encore  égale  à  -~,, 

pour  avoir  une  expression  de  V  qui  convienne  même  au  cas  où  /?=oc  . 
En  adoptant  cette  dernière  valeur  de  A ,   on  a  ,  pour  x  =  x, 

_  i  dV h 

l  +  h  '    dx  i  -f-  h  ' 

dV 

en  général  ces  valeurs  de  V  et  j-   sont   différentes    de  zéro;  V   se 

,,.,,,  ,  •      ,        dV  dV 

réduit  a  zéro  lorsque  h  =  co  ,  mais  alors  —r  =  i  •  au  contraire  -p-  =o , 
*  «.r  dx 

quand  hz=o,  mais  alors  on  a  V==  i.  On  voit  par  là  que  la  fonction 
V  ne  devient  identiquement  nulle  pour  aucune  valeur  déterminée 
de  r,  tant  que  x  reste  indéterminée. 

La  série  p„  -}-/>,  +  etc.  est  convergente  :  prenons  en  effet  les  di- 
vers termes  de  cette  série,  abstraction  faite  de  leurs  signes,  et  dési- 
gnons les  par  P„ ,  P,,  etc.;  représentons  par  P  et  G  les  valeurs  abso- 
lues les  plus  grandes  des  deux  fonctions  P0  et  / — gr  pour  des  valeurs 
de  x  croissantes  depuis  x  jusqu'à  X;  représentons  aussi  par  k0  la 
plus  petite  valeur  de  k.  En  remplaçant  partout  sous  le  signe  f  (dans 
les  intégrales  multiples  P0,  P,,  etc.)  /  —  grparG,  P0  par  P,  k  par  kùf 
les  valeurs  de  ces  intégrales  augmenteront  évidemment.  On  aura 
donc 

GP       (*  -  x)* 

p  <"  C9L\    (*  —  s)4 

*    *^    \/t.  J     '    I-2.3.4' 

'    <    \*„/     '    1.2.3. ..an' 

Or  la  série  qui  a  pour  terme  général 

/GP\»  _     (* -  x)" 

est  convergente;  donc  à  fortiori  les  séries  P0-f-P,+ etc.  et  p+p,-\-elc. 
sont  aussi  convergentes,  ce  qu'il  fallait  démontrer.  De  plus  l'erreur 
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commise ,  lorsque  l'on  prend  pour  V  les  n  premiers  termes  seule- 
ment de  la  série  p0  -\-p,  -+-.  etc.,  est  plus  petite  que  la  quantité 

\  ka  J         1 . 2 . 3 .'.  .  2/1 

dont  il  est  aisé  de  trouver  une  limite  supérieure. 

On  peut  obtenir  d'une  autre  manière  une  limite  supérieure  de  la 
valeur  absolue  de  l'erreur  R„  commise  en  prenant 

V  =  pa  +  p,  +. ..+  />—,. 
En  effet ,  l'équation  (a)  et  la  condition  (5)  sont  satisfaites  en  posant 

(8)     v  =  P.  +  /;£/;  (i  -  srr>v^; 

Si,  dans  le  second  membre  de  celte  équation,  on  remplace  V  par  sa 
valeur  que  fournit  précisément  ce  même  second  membre ,  on  trouve 
ensuite 

V  =  p.  +  P,  4'fjrp!  (I  -  §r)  dxf^fl  (l  -  gr)V>dx  : 

remplaçant  de  nouveau ,  dans  le  second  membre  ,  V  par  sa  valeur 
(8),  et  continuant  indéfiniment  cette  opération,  conformément  à  la 
méthode  connue  des  approximations  successives,  on  a  enfin 

V  =  p.  +  p,  +•••+/>„-,  +  R„, 
le  reste  R„  étant  exprimé  par  l'intégrale  multiple 

dans  laquelle  le  signe  f  se  trouve  211  fois. 

La  fonction  V  ne  devenant  jamais  infinie,  il  est  clair  qu'elle  est 
susceptible  d'un  maximum  absolu  W:  en  remplaçant,  dans  l'inté- 
grale multiple  ci-dessus,  V  par  W,  l  —  gr  par  G,  k  par  k„,  on  en 
augmentera  donc  la  valeur  numérique  :  d'après  cela  on  a 

\ A0  /         I . 2 . 3 . . . an  ' 
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ce  qu'il  fallait  trouver  et  ce  qui  démontre  de  nouveau  la  convergence 

de  la  série  p0  -\-p,  +  etc. 

Jusqu'ici  nous  avons  laissé  le  paramètre  r  indéterminé.  Mais  si 
l'on  veut  satisfaire  à  la  condition  (4),  il  faudra  prendre  pour  ce  pa- 
ramètre une  quelconque  des  racines  de  l'équation 

—   -f-  HV  =  o     pour     x  =  X , 

laquelle,  en  mettant  pour  V  sa  valeur,   devient 

|^  +  â^~,''•••+H(^0+P,  +•••)=  o     pour     X  =  X: 

cette  équation  est  celle  que  nous  avons  désignée  par 

fur  (r)  =  o  , 

dans  notre  premier  mémoire.  Les  quantités  pa}  plt  etc.,  et  leurs 
dérivées  étant  essentiellement  positives  lorsqu'on  prend  r<o,ilen 
résulte  que  cette  équation  n'a  pas  de  racines  <  o.  M.  Sturm  a 
prouvé  et  tout-à-1'heure  nous  prouverons  aussi  qu'elle  a  un  nombre 
infini  de  racines  positives  r,,  r%>. . .  qui  sont  de  plus  en  plus  grandes 
et  croissent  jusqu'à  l'infini.  Quant  aux  racines  imaginaires,  nous 
n'avons  pas  besoin  de  nous  en  occuper  pour  le  moment. 

III. 

On  peut  transformer  l'équation  (2)  de  plusieurs  manières  et  arri- 
ver ainsi  à  d'autres  développements  de  la  fonction  V.  Pour  le  mon- 
trer, je  fais  par  exemple 

z  désignant  une  nouvelle  variable  qui  croît  depuis  o  jusqu'à  un  cer- 
tain maximum  Z=  /    \JSjdx,  lorsque  x  croît  depuis  x  jusqu'à  X. 

Je  prends  cette  variable  z,  au  lieu  de  x,  pour  variable  indépendante, 
et  l'équation  (2)  devient 
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ou  bien 


*-^-K'VP-Vî)v=o, 


Maintenant  si  l'on  pose 

V  =  OU, 

ô  étant  =  — —  ,  le  coefficient  de   -7-  sera  égal  h  zéro  dans  l'équation 

y/et 

transformée,  laquelle,  en  faisant  r=  f>* ,  et 

sera  de  la  forme 

(9)  S  +  ^  =  *& 

quant  aux  équations  (5)  et  (4),  si  on  leur  applique  les  mêmes  trans- 
formations ,  elles  prendront  la  forme 

(io)  -j-  —  h'U  =  o     pour     z  =  o, 


dz 

du 

Z- 


(lI)  <£  +  H'U  =  o     pour     z  =  Z, 


h' ,  H'  désignant  deux  constantes  différentes  de  /z,   H  et  qui  ne  sont 
pas  assujetties  comme  ces  dernières  à  la  condition  d'être  positives. 

L'équation  (g)  étant  de  même  forme  que  l'équation  (2),  on  pour- 
rait l'intégrer  de  la  même  manière  :  en  désignant  par  A  une  constante 
arbitraire,  et  posant  p0  =  A(i  -f-  h'z)  ,  puis  en  général 


p.+,  =    f*dzpo(X  —  ?%)pndz, 


on  aurait  en  série  convergente 

V  =  p0  +  p,  ■+-. . .+  p.  +. .. 

Mais  il  est  préférable  de  procéder  de  la  manière  suivante. 
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En  mullipliaut  par  sin  fzdz  les  deux  membres  de  l'équation  (9), 
puis  intégrant  et  observant  que 

(sin  fz  ~  -f-  p'U  sin  pz)  dz  =  d  (sin  pz  -j_  —  pU  cos  pz) , 
on  a 

sin  p  z-r  —  fU  cos  pz  =  A  -j-J      AU  sin  pzafc. 

Eu  posant  z  =  o,   on   trouve  la  valeur  de  la  constante  arbitraire 

A  = pU  :  la  valeur  de  U,  pour  z  =  o,  est  tout-à-fait  arbitraire 

à  moins  que  l'on  ait  h'— ce  ,  auquel  cas  elle  est  nécessairement  nulle; 
en  excluant  d'abord  ce  cas  particulier,  nous  la  supposerons  égale  à 
l'unité,  ce  qui  nous  donnera  A  =  —  /  ;  en  même  temps,  nous  dé- 
signerons par  A',  U'  ce  que  deviennent  A,  U  lorsqu'on  y  change  z 
en  z'  ;  et  nous  aurons 

/    AU  sin  fzdz  =f    A'U'sin/z'cfe'. 

L'équation  précédente  deviendra  donc 

(12)       sin  fz  -z pU  cos  pz  =  — p  +  (   A'U'  sin  pz'dz'. 

En  multipliant  l'équation  (g)  par  cos  fzdz,  intégrant  et  observant  que, 
pour  z  =  o,  on  a  [d'après  la  condition  (10)]  , 

^  =  A'U  =  h', 

dz 

on  obtiendra  de  même 

(i5)       cos  f>z  -g  -f-  pU  sin  fz  —  h!  -f-  f  "A'U'  cos  fz'dz'. 
Des  deux  équations  (12)  et  (i5),  on  tire 

(14)     U  =  cos  pz  -f-  ^5J?  +  - ffW  sin  p  (z—z')dz't 
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et 
(i5)        -jr  =  —  f  sin  fz  -f-  A'  cos  pz  +/    A'U'  cos  p(z —  z')éÊs'. 

Si  maintenant  on  change  z  en  g',  U  se  changera  en  U'  :  on  pourra, 
dans  le  second  membre  de  l'équation  (i  4)  >  mettre  au  lieu  de  U'  sa  va- 
leur, et  en  continuant  ainsi  comme  au  n°II,  on  obtiendra  la  valeur 
de  U  exprimée  par  une  série  d'autant  plus  convergente  que  f  sera  plus 
grand. 

IV. 

Lorsque  p  n'est  pas  très  grand,  on  trouve  sans  difficulté,  par  les 
méthodes  de  M.  Sturm  ,  les  valeurs  de  z  qui  rendent  V  un  maximum 
et  les  valeurs  correspondantes  de  V.  11  est  donc  facile  de  trouver  alors 
la  limite  supérieure  que  nous  avons  désignée  au  n°  II  par  la  lettre  W. 
Mais  l'emploi  des  méthodes  de  M.  Sturm  étant  trop  pénible  quand  p 
est  très  grand  ,  voici  comment  on  peut  y  suppléer. 

Soit  Q  la  plus  grande  valeur  que  U  puisse  prendre  lorsque  z  varie 
de  o  à  Z ,  et  L  la  plus  grande  valeur  de  A  dans  le  même  intervalle; 
nous  considérons  les  quantités  Q  et  L,  abstraction  faite  de  leur  signe. 
La  valeur  absolue  de  l'intégrale 

J'  A'U' sin  p(z  —  z')dz', 

dans  laquelle  z  est  compris  entre  o  et  Z  ,  est  donc  toujours  moindre 
que  LQ  /  "  dz'   et  a  fortiori  moindre  que  LQZ.   D'un  autre  côté  le 

maximum  de     cos  pz  -\ ^-^     est     y  i  +  (— J  :  donc  le  second 

membre  de  l'équation  (10)  est  constamment  plus  petit  que 


ce  qui  exige  que  l'on  ait 


Tome  II.—  Jasvier  IS3;. 
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Pour  des  valeurs  de  p  plus  grandes  que  LZ ,  il  vient  donc 


v/'+(r)' 

e 

Lorsque  Ton  prend  le  paramètre  p  suffisamment  grand  et  tel  que  l'on 
ait 

P  >  2LZ, 

ce  que  nous  admettrons  désormais,  il  vient  par  conséquent 


q  <  y,  +  0. 


Mais  on  a  V  =  OU,  et  par  suite  V  <  0Q,  si  0  désigne  le  maximum 
absolu  de  6  :  donc  pour  des  valeurs  de  p  suffisamment  grandes,  et  en 
considérant  seulement  la  valeur  absolue  de  V ,  on  a 


V<20V/,  +0: 


semblablement,  si  l'on  désigne  par  F  ou  F,  le  maximum  d'une  fonction 
donnée  de  x ,  savoir,  /(oc)  ou  J,(jc),  on  aura  pour  de  très  grandes 
valeurs   de  p , 


V/'s  gV/(*)rfr  <4F.G.  0*.  (X-x).  [,  +  (!)•], 

v/xXv/'^)^<ziF'-G-0a^x-x)-[1  +  (7)J]: 

G  représente  ici,  comme  au  n°  II,  le  maximum  de  g. 

V. 
Occupons-nous  maintenant  de  l'intégrale  /     gV*dx ,  qui  entre  en 
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dénominateur  dans  le  terme  ge'néral  de  la  série  (1).  En  remplaçant  la 
variable  x  par  la  variable  z,  on  a 


/;^=/oV|u^; 


dx 
mais,  d'après  les  valeurs  de  ô  et  de  -r,  savoir 


•-è'-*-^ 


«*  I  =  '■ 


Il  vient  donc 


(16)  /  X  g'Vdx  =   TZ  UV&. 


Posor 


yVU'sin  f(z  —  z')rfz'  =  *, 
l'équation  (14)  prendra  la  forme 

(17)  L    =    COS  fZ  H ?_    _f_     _  ; 

il  est  clair  que  pour  des  valeurs  de  p  suffisamment  grandes  la  frac- 
tion -   devient  plus  petite  que  tout  nombre  donné,  et  il  est  même 

aisé  de  se  convaiucre  qu'elle  possède   alors  une  valeur   numérique 
inférieure  à 


2LZ     /  /A'v 

Maintenant ,  en  mettant  au  lieu  de  U  sa  valeur,  l'équation  (16:  devient 
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comme  on  a  d'ailleurs 

z  ,  Z     ,      sin  2çZ 


4e    ' 


T    cos"  pr^/z  =  -  + 

/Z    .  ,  Z  sin  2çZ 

il  en  résulte  que  l'intégrale  (  ^    gV'dx  a  une  valeur  de  la  forme 

-  représentant  une  quantité  que   l'on   rendra  aussi  petite  que   l'on 
voudra  et  par  exemple  plus  petite  que  la  moitié  du  premier  terme 


[■  +  0]- 


en  prenant  p  suffisamment  grand  :  pour  des  valeurs  de  p  très  grandes, 
on  a  donc 


/>rf*>5[,  +  0]. 


VI. 

Revenons  maintenant  aux  formules  (14)  et  (i5),  lesquelles  peuvent 
s'écrire  ainsi 

U  =  cos/»z(i   —  -f^A'V'smpz'dz') 

+  sin  fz(-  -h  -   T'à'U'  cos  çz'dz'), 
jjH  =  —  sinpz(p  —  (jA'U'  sinpzW  ) 

+  cospzfh'  +    /^ VU'  cïwpzW)  : 

nous  en  déduirons  aisément  la  valeur  de  -77  +  II'U  relative  a;  =  Z, 
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et  en  égalant  cette  valeur  à  zéro  (conformément  à  la  condition  (11)): 
nous  aurons  l'équation  dont  les  valeurs  de  p  dépendent.  En  posant 

P  =  h'  +  H'  +/>U'(cos/s'-  2Lï2ii)A', 

P'  =  *ï  +/oZA'U'  ÇLSUL  +  sin  f,'  )  <#, 

cette  équation  sera 

P  cos  pZ  —  (f>  —  P')sinfZ  =  o, 

d'où  l'on  tire 

P 
S 


(18)  lang  pZ  =  m 


y  = —, ,  courbes  dont  la  seconde  a  pour  asymptote  l'axe  des  abs- 


P  et  P'  sont  deux  fonctions  de  p,  la  première  paire,  la  seconde 
impaire  :  les  racines  de  l'équation  (18)  sont  donc  deux  à  deux 
égales  et  de  signes  contraires,  ce  qui  doit  être,  puisque  l'on  a  posé 
r  =  />*,  d'où  résulte  p  =  rb  yr  :  il  est  aisé  de  voir  en  outre  que 
l'équation  (18)  a  une  infinité  de  racines  réelles  :  on  s'en  convaincra 
en  regardant  p  comme  une  abscisse  variable,  et  construisant  les 
deux  courbes  qui  ont  respectivement  pour  équations  y  ==  tang  /> Z  , 
P 

v 
cisses. 

Les  grandes  valeurs  de  p  ou  \/r  s'obtiennent  sans  difficulté  puisque 
l'équation  (18)  résolue  donne 

P 

fZ  =  (n  —  1)77  -f-  arc  tang  — — ^ , 

n  désignant  un  nombre  entier  quelconque  que  nous  supposerons  très 
grand.  Cette  expression  générale  de  />  fournit,  à  très  peu  près  , 

.  r       (."  —  0  «■ 
/>     ou      \  r  = - , 

ou  plus  exactement , 

,r  (n  —  1)*      ,  P„ 

pou      \'r  =  — ^-  -f-  ,„     ",,    , 
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Pa  étant  =  h!  ■+■  H'  +  -  f    A.dz.  Je  ne  m'arrêterai  pas  à  démontrei 

2  J    o 

cette  dernière  formule  dont  nous  n'aurons  jamais  besoin. 
En  général  les  grandes  valeurs  de  \/r  sont  de  la  forme 

(71—   1>        ,         . 
f       OU         V    T   =    ~~    H-    /.  , 

/.  désignant  uue  très  petite  quantité.  Quand  on  donne  à  n  une  valeur 
déterminée  très  grande,  la  racine  correspondante  est  précisément  la 
n,emt  des  racines  r, ,  ra , . . . .  rangées  par  ordre  de  grandeur.  Pour 
constater  ce  fait,  il  suffit   d'observer  que  lorsque    p   est  très  grand 

(auquel  cas  on  a  à  très  peu  près   f  —  ~~Ë~J'  ^   se  réd">*  se"~ 

siblement  à 

U  =  cos  fz  =  cos  - y —  : 

par  suite  V  devient 

(n  —  i  )  xï 


V  =  — —   cos 

et  s'évanouit  précisément  (n —  i)  fois  lorsque  z  croit  de  o  à  Z,  c'est- 
à-dire  lorsque  .r  croit  de  x  à  X.  En  vertu  d'un  théorème  de  M.  Sturm, 
cette  valeur  de  V„  est  donc  celle  qui  répond  à  la  n"—  racine  rn.  D'a- 
près cette  démonstration  qu'il  serait  ai=é  de  rendre  plus  rigoureuse 
en  tenant  compte  des  quantités  infiniment  petites  qui  ont  été  négli- 
gées ,  on  a  pour  un  indice  n  très  grand 

Vr.  —  — z H  ».  —  y  ^ z Z  +  '«  ' 

et  par  suite 

puisque  tt  est  >  5  ,  et  que  —  j  -f-  î» ,  n'a  jamais  une  valeur  considé- 
rable. De  la  résulte  finalement 
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VII. 

En  combinant  ensemble  les  deux  inégalités 

v/xXgV/(^Wx<4F.G.0-.(X-x)[iH-(;0'], 

/?•***!  D:+(tJ]- 

que  nous  avons  obtenues  l'une  au  n°  IV  ,  l'autre  au   n°  V ,  il  vient 


v/s  eW*)* 


X 

i6F.G.©'.(X  — x) 


< 


"tfa: 


le  terme  général  de  la  série  formant  le  second  membre  de  l'équation 


(19)  «  =  2      -     — ^ 

a  donc  uue  valeur  absolue  plus  petite  que 
16F.G.©3.  (X  —  x)e-". 


or,  quand  on  suppose  t  >  o,  la  série  qui  a  pour  terme  général  cette 
dernière  quantité  est  évidemment  convergente  :  donc  à  fortiori  la 
série  (19)  est  aussi  convergente. 

Lorsqu'on  ai  =  o,  la  série  (19)  se  change  dans  la  série  (1),  et  il 
faut  une  antre  démonstration.  En  multipliant  par  f(x)  les  deux 
membres  de  l'équation  (2) ,  on  en  déduit 

ëVf{x)dX=UNf(oc)dx  -  yd{k^): 
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intégrant  ensuite  à  partir  de  x  =  x  jusqu'à  x  =  X,  il  vient 

Une  double  intégration  par  parties  donne 
Mais  à  la  limite  x  de  a;  on  a 
d'où  resuite,  en  éliminant  A, 


/Wï-v|»  =  . 


cette  même  quantité 


/ws-v-q? 


est  nulle  aussi  à  l'autre  limite  X  par  une  raison  semblable.  D'après 
cela ,  on  obtient 

moyennant  quoi  l'équation  (20)  se  réduit  à 
ft(x)dx  repi'ésentant  la  fonction 
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Le   terme  général  de  la  série  (i)  peut  donc  être  mis  sous  la  forme 

Yf*  yf'{x)dx 
TôZ  : 

r  /        gV'dx 

en  supposant  que  ce  terme  général  soit  le  «""'(«  étant  un  indice  très 
gr.md)  et  désignant  par  un  sa  valeur  absolue  ,  il  suffira  maintenant 
de  combiner  les  inégalités 

v/"v/(*)<fa<4F,.G.e-.(X-x)[,  +  0], 

/>*>£,+(£)'],   ,.>.£, 

et  de  poser 

i6F,.G.0°.Z.(X  — x)  _  M 
_  _   M, 

pour  en  conclure  un  <    — .  Or  la  série  qui  a  pour  terme  général  — ; 

est  convergenle:  donc  la  série  (i)  l'est  aussi,  ce  qu'il  fallait  prouver. 
De  plus  l'erreur  commise  en  égalant  f{x)  à  la  somme  des  n  premiers 
termes  de  cette  série  est  moindre  que 


M2 


(?)• 


quantité  dont  il  est  aisé  de  trouver  une  limite  supérieure  et  dans  la- 
quelle (A  prend  successivement  toutes  les  valeurs  entières  comprises 
entre   n  et  oo  . 

La  valeur  de  u  fournie  par  la  série  placée  au  second  membre  de 
l'équation  ^19)  représente  au  bout  du  temps  t,  dans  une  barre  hé- 
térogène, la  température  du  point  dont  l'abscisse  est  x(*).  La  vitesse 

de  refroidissement —  est  donc  exprimée  par  la  série 


Ve-".r.J  ^   gy/{x 


)dx 


Ç     gV'dx 


(*)    Tome  1"  de  ce  Journal,  page  4  il. 
Tome  II.  —  Jaktier  1837. 
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Pour  des  valeurs  positives  de  t,  la  convergence  de  cette  série   ré- 
sulte évidemment  de  l'analyse  précédente. 

On   démontrerait  de  la  même  manière  la    convergence  des  deux 


V  cos  (l  \/ r)f\\jlx)dx  V  sin  (l  V  r)  f'^    g\'f(x) 


/       g\'dx  f        gVV.r 

qui  servent  à  résoudre  plusieurs  problèmes  de  mécanique. 

Nous  avons  dans  tout  ce  qui  précède  considéré  les  deux  constantes 
h',  H'  comme  ayant  des  valeurs  finies.  Quand  une  d'elles  est  infinie, 
on  doit  donc  un  peu  modifier  notre  analyse  ;  mais  les  modifications 
qu'il  faut  y  apporter  sont  tellement  légères  que  je  regarde  comme 
entièrement  inutile  de  les  développer  ici. 

VIII. 

Revenons  maintenant  à  l'équation  <sr(/)  ==  o  qui  détermine  le  pa- 
ramètre r,  et  prouvons  que  cette  équation  a  toutes  ses  racines  réelles. 
Pour  cela  rappelons  un  lemme  que  j'ai  démontré  dans  mon  pre- 
mier mémoire  (*),  et  que  Ion  peut  énoncer  ainsi  :  soit  V '„  une  quel- 
conque des  Jonctions  V, ,  Va ,  etc. ,  qui  se  déduisent  de  V  en  j  rem- 
plaçant r  successivement  par  les  racines  réelles  r,,  r%,  etc.,  de 
l'équation  <sr  (r)  =s  o  :  si  une  fonction  <p  (.r)  est  telle  qu'on  ait 


/x 
\,<p(x)dx  =z  o, 


f  indice  n  restant  indéterminé ,  cette  jonction  <p(x)  sera  égale  à  zeio 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  x  et  X. 

Ce  lemme  ne  cesse   pas  d'être   exact    quand  la  fonction   <p(x)  est 
imaginaire  et  de   la  forme  f(x)  -+-  \/ — i.F(x);  car  alors  l'équation 


(*)  Tome  I"  de  ce  Journal ,  page  261. 
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(2  [)  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 

f*V.f{x)dx  =o,    f*VaT(x)dx  =  o, 

qui  donnent  séparément  f(x)  =  o,  F(ar)  =  o  et  par  suite  <p(„r;=o. 
Maintenant  soit,  s'il  est  possible,  r'  une  racine  imaginaire  de  l'é- 
quation <ar(r)  =  o  et  V  la  valeur  de  V  correspondante  :  aucune  des 
différences  r' —  /, ,  /•'  —  rt,...  ne  sera  nulle:  par  une  formule  con- 
nue on  aura  donc,   quel  que  soit  l'indice  n  , 

f    gV'V.rtx  =  o, 

d'où  l'on  conclura  gV'  =  o,  et  par  suite  V'  =  o,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  x  comprises  entre  x  et  X.  Or  cela  est  absurde  :  en  effet  on 
peut  toujours  se  donner  arbitrairement  et  supposer, par  exemple,  égale 

à  l'unité,  pour  x=x,  soit  la  valeur  de  V,  soit  celle  de  -j-  ,    ces   deux 

valeurs  étant  assujetties  à  la  seule  relation  -, KS'  =  o  ;    d'où  il 

résulte  que  pour  des  valeurs  de  x  très  rapprochées  de  x  et  un  peu 
plus  grandes,  la  fonction  V  est  différente  de  zéro.  Donc  l'équation 
<ar(r)  =  o  n'a  pas  de  racines  imaginaires,  C.  Q.  F.  D. 
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Extrait  d'une  lettre  de  M.  Teïiquem  a  M.   Liouyili.e. 


«  Il  me  semble  que  dans  la  discussion  générale  des  courbes  du  second 
ordre,  nos  auteurs  élémentaires  négligent  à  tort  un  cas  assez  impor- 
tant: c'est  celui  où  B* —  4AC  devient  rfc  oc  :  alors  l'ellipse  se  réduit 
à  une  droite  de  grandeur  finie  ou  à  deux  droites  parallèles,  et  l'hy- 
perbole à  une  droite  illimitée  ou  à  deux  droites  parallèles.  On  a 
égard  à  cette  réduction  dans  la  Mécanique  Céleste  (liv.  H,  p.  197, 
à  la  fin  du  n°  27).  Elle  se  présente  aussi  dans  la  discussion  de  la  sur- 
face qu'on  obtient,  lorsque  dans  l'équation  générale  en  x,  y ,  on 
considère  les  cinq  coefficiens  comme  des  fonctions  données  d'une  troi- 
sième variable.  Quelles  que  soient  ces  fonctions,  les  sections  parallèles 
au  plan  xy ,  sont  des  coniques  dont  la  construction  exige  que  l'on 
admette  l'équation  B' — 4^C  =  rboo.  L'omission  de  cette  équation 
entraîne  d'autres  imperfections  :  ainsi  l'on  dit  que  la  parabole  est  la 
limite  d'une  ellipse  variable  qui  a  un  sommet  et  un  foyer  voisin 
fixes,  et  dont  le  centre  décrit  une  droite  en  s 'éloignant  du  foyer  fixe; 
mais  si  le  centre  s'en  approche,  en  prenant  la  direction  opposée,  on 
obtient  successivement  un  cercle,  une  droite  limitée,  une  hyperbole 
qui  coupe  la  parabole  limite,  ensuite  une  droite  tangente  à  cette  pa- 
rabole, et  finalement  une  série  d'hyperboles  extérieures  à  la  parabole 
et  qui  vont  sans  cesse  en  se  rétrécissant  et  finisseut  par  se  confondre 
avec  cette  courbe,  de  sorte  que  la  parabole  doit  être  considérée 
comme  ayant  à  l'infini  deux  centres,  l'un  dans  son  intérieur  et  l'autre 
à  l'extérieur.  Cette  considération  est  souvent  utile  pour  se  rendre 
compte  de  diverses  transitions  de  fonctions:  on  peut  s'en  servir  aussi 
pour  démontrer  que  des  deux  paramètres  qui  correspondent  à  un 
système  de  diamètres  conjugués,  l'un  reste  fini  et  l'autre  devient  infini 
lorsque  l'ellipse  ou  l'hyperbole  deviennent  des  paraboles;  on  ne 
démontre  ordinairement  cette  proposition  que  pour  les  axes  princi- 
paux.  » 

Paris,  4  octobre   i836 
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NOTE 

SUR  LES  ÉQUATIONS  INDÉTERMINÉES  DU   SECOND   DEGRÉ. 

Formules  d'Euler  pour  la  résolution  de  l'équation.... 
Cr2-f-  A=y2. —  Leur  identité  avec  celles  des  algébristes 
indiens  et  arabes.  —  Démonstration  géométrique  de  ces 
formules. 

Par  M.  CHASLES. 


L'un  des  faits  les  plus  étonnants  que  nous  présente  l'histoire  des 
sciences,  et  l'un  des  plus  importants,  comme  monument  de  l'ancienne 
civilisation  de  l'Orient,  est  sans  contredit  la  résolution  des  équations 
indéterminées  du  deuxième  degré,  que  contient  le  traité  d'algèbre  de 
Brahmegupta  (*). 

Diophante,  dont  les  six  livres  de  Questions  arithmétiques  qui  nous 
sont  parvenus,  roulent  sur  l'analyse  indéterminée,  a  résolu  beaucoup 
d'équations  du  second  degré,  à  deux  ou  plusieurs  inconnues.  Dans 
toutes,  ce  grand  analyste  de  l'école  d'Alexandrie  a  montré  beaucoup 
d'adresse  et  de  génie  ;  mais  ses  solutions  sont  diverses,  appropriées  à  des 
questions  particulières,  et  ne  mettent  pas  sur  la  voie  des  méthodes 
générales  dont  cette  partie  de  l'analyse  était  susceptible.  Aussi  a-t-il 
fallu  en  quelque  sorte  a  créer  de  nouveau  dans  les  temps  modernes, 
fermât  en  est  regardé  comme  le  premier  inventeur;  et  les  questions 
qu'il  a  proposées  ou  résolues,   mais  dont  malheureusement  les  solu- 

(*)  Algebra,  wilh  arilhmetic  and  mensuration ,  Jrom  the  sanscrit .  of  Brahme- 
gupta and  Bhascara,  translaled  bj  Colebrooke,    in-4°  ,  1817. 

Tome  II ,   FEvr.icr.    1837.  6 
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tions  ne  nous  sont  pas  parvenues,  ont  depuis  occupe  les  plus  célèbres 

géomètres. 

La  question  qui  paraît  être  plus  particulièrement  l'origine  de  la 
théorie  des  équations  indéterminées  du  second  degré,  est  telle  de 
trouver  les  valeurs  de  x,  rationnelles,  en  nombres  entiers,  qui  ren- 
dent le  binôme  Cr*  +  i  un  carré,  ou  eu  d'autres  termes,  c'est  de 
résoudre  l'équation  Gr*  +  i  =  y*,  en  valeurs  rationnelles  et  entières 
de  x  et  de  j. 

Cette  question  avait  été  proposée,  en  quelque  sorte  comme  défi, 
aux  géomètres  anglais.  Lord  Brouncker  et  Wallis  la  résolurent,  en 

donnant  à  x  et  à  y  des  expressions  cénérales  de  la  forme   ,  et 

a  m-  —  c 

— -.  Frénicle  trouva  aussi  cette  solution.    Et  Ozanam,   ainsi  que 

m'  —  c  ' 

Prestel .  la  donnèrent  comme  ayant  été  celle  de  Fermât. 

Mais  ces  géomètres  n'aperçurent  pas  toute  l'importance  de  l'équa- 
tion Car* -j-  i  =Jl,  qui  était  indispensable  pour  la  résolution  en 
nombres  entiers,  de  l'équation  plus  générale  Cx1  =±=  A  =y*,  à  laquelle 
se  ramène  la  résolution  de  toutes  les  autres  équations  indéterminées 
du  second  degré.  C'est  à  Euler  qu'est  due  cette  double  remarque,  qui 
a  été  l'origine  des  progrès  de  l'analyse  indéterminée.  Cependant  <(  il 
est  naturel  de  croire  que  Fermât,  qui  s'était  principalement  occupé 
de  la  théorie  des  nombres  entiers ,  sur  lesquels  il  nous  a  d'ailleurs 
laissé  de  très  beaux  théorèmes,  avait  été  conduit  au  problème  dont  il 
s'agit  (  la  résolution  de  l'équation  Gr*  +  i  ^=^J'i)  par  les  recherches 
qu'il  avait  faites  sur  la  résolution  générale  des  équations  de  la  forme 
Ca?a+A=j'a,  auxquelles  se  réduisent  toutes  les  équations  du  second 
degré  à  deux  inconnues  (*)  »  Mais  la  perte  des  manuscrits  de  Fer- 
mat  a  retardé  de  près  d'un  siècle  la  résolution  des  équations  indé- 
terminées du  second  degré,  qui  est  due  à  Euler,  et  que  Lagrange  a 
complétée  aussitôt,  en  ce  qui  regarde  la  condition  de  nombres  entiers. 

La  solution  d'Euler  pour  l'équation 

Cx'  -f-  A  =  y" 

(*)  Nous  citons  ici  textuellement  les  paroles  de  Lagrange  (  parag.  VIII ,  des 
additions  aux  Éléments  iV  Algèbre  d'Euler). 
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suppose,  d'une  part,  que  l'on  connaisse  un  premier  système  de  ra- 
cines x' ,  y,  de  cette  équation,  et  ensuite  qu'on  sache  résoudre  l'é- 
quation 

Lx"  ■+-   i  =  y\ 

Soient  a  et  b  les  racines  de  cette  équation:  les  expressions  des  racines 
de  la  proposée  seront 

x  =  ay'  +  bx' , 

y  =  Cax'  -f-  by'. 

Telle  est  la  solution  qu'Euler  a  obtenue  par  des  considérations  ana- 
lytiques. 

Eh  bien!  cette  solution,  dont  aucune  trace  ne  s'est  trouvée  dans 
Diophante,  qui  a  échappé  aux  recherches  d'habiles  géomètres  mo- 
dernes pendant  près  d'un  siècle,  et  qui  enfin  a  fait  honneur  au  grand 
Euler,  cette  solution,  dis-je,  se  trouve  dans  les  ouvrages  indiens, 
depuis  plus  de  douze  siècles,  et  a  probablement  une  origine  encore 
plus  reculée.  On  conçoit  d'après  cela,  qu'un  célèbre  analyste  ait  pu 
dire  dernièrement,  que  si  les  ouvrages  mathématiques  hindous  que 
de  savants  orientalistes  de  l'Angleterre  nous  ont  fait  connaître  depuis 
une  vingtaine  d'années,  eussent  été  apportés  en  Occident  60  ou  80 
ans  plus  tôt,  «  leur  apparition,  même  après  la  mort  de  Newton  et 
m  du  vivant  d'Euler,  aurait  pu  hâter  parmi  nous  les  progrès  de  l'ana- 
»  lyse  algébrique  (*").   » 

Bien  que  la  solution  des  géomètres  indiens  soit  la  même  que  celle 
d'Euler,  on  verra  peut-être  avec  intérêt  sous  quelle  forme  ils  la  pré<^ 
sentent.  Elle  fait  l'objet ,  dans  l'ouvrage  de  Brahmegupta ,  de  deux 
règles  seulement,  qui  y  sont  énoncées  de  la  manière  la  plus  concise 
et  la  plus  générale.  Eu  voici  le  sens ,  exprimé  en  langage  algébrique  : 

Première  règle.  Pour  la  résolution   de  l'équation  - 

Cx*  +  ]   =  ra. 


(1*)  Histoire  des  Sciences  mathématiques  en  Italie,  t.  I"  p.   i33. 

G.. 
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On  prend  un  sjstème  de  racines  de  l'équation 

Cx*  ±  A  =  y, 

où  A  est  indétermine';  soient  l  et  g  ces  racines,  de  sorte  que  l'on  ail 
C/*  =fc  A  =g%  les  racines  de  la  proposée  seront 

Cl-  +  g*        ■.  ilg 

y  =  — ^£,     et    x  »  -** 

Remplaçant  A  par  g*  —  Cl3,  et  faisant  l=i,  on  aura  précisément 
les  expressions  trouvées  par  Fermât,  Brouncker,  etc. 
Seconde  règle.  Pour  la  résolution  de  l'équation 

Gra  zfc  A  =  y% , 

quand   on  connaît  un   premier  système  de  racines  L ,  G  de  cette 
équation  : 

On  prend  un  sjstème  de  racines  de  l'équation 

Car*  -f-  k  =  f  ; 

soient  l  et  g  ces  racines  ; 

Les  expressions  générales  des  raciales  de  la  proposée  seront 

x  =  Lg  +  /G, 

y  =  CLZ  +  G£  (*). 


(*)  Pour  donner  un  exemple  du  style  et  de  la  forme  des  ouvrages  mathéma- 
tiques des  Indiens,  qui  sont  encore  peu  connus,  nous  rapportons  ici  le  texte 
même  de  Brahmegupta,  suivant  la  traduction  de  M.  Colebrooke.  On  y  verra 
combien  il  serait  difficile  de  les  comprendre,  si  des  applications  numériques  ne 
venaient  au  secours  du  lecteur. 

La  résolution  des  équations  indéterminées  du  second  degré,  est  l'objet  des 
sections  VI  et  VII  de  l'algèbre  de  Brahmegupta  ,  appelée  Cultaca. 
$  Dans  la  section  VI,   intitulée:   Equation  involving  a  factura ,  on  résout  l'é- 
quation &.x  +  By  -f.  C  =  Dxj. 
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Après  ces  deux  règles,  qui  sont  identiques  à  la  solution  d'Euler, 
Brahrnegupta  donne  plusieurs  règles  particulières  pour  les  cas  où  A 
et  C  sont  des  carres,  ou  bien  sont  le  produit  de  carres  par  d'autres 
nombres.  Et  il  résout  ensuite  plusieurs  e'quations  doubles. 


La  règle  est  ainsi  énoncée,  dès  le  début  et  sans  aucune  explication  prélimi- 
naire : 

o  61.  Rule  :  The  (product  of)  multiplication  of  the  factum  and  absolute 
»  number,  added  to  the  product  of  the  [coefficients  of  the)  unknown,  is  divided  by 
»  an  arbitiarily  assumed  quantity.  Of  the  arbitrary  diviser  and  the  quotient, 
»  wbichever  is  greatest  is  to  be  added  lo  the  least  (coefficient) ,  and  the  least  to 
»  the  greatest.  The  two  (sums)  diviaed  by  the  (coefficient  of  the)  factum  aie 
..  reversed.  >• 

C«î  qui  signifie  que  les  racines  de  l'équation  proposée  sont  de  la  forme 


B4-C-D+A-B 


La  section  VII ,  où  l'on  résout  l'équation  Cx*  ±  A  =  y* ,  est  intitulée  :  Square 
affecled  by  coefficient ,  et  commence  ainsi  : 

«  65-66.  Rule  :  A  root  (is  set  down)  two-fold  ,  and  (another,  deduced)  froin 
»  the  assumed  square  multiplied  by  the  multiplier  ,  and  increased  or  diininished 
»  by  a  quantity  assumed.  The  product  of  the  first  (pair),  taken  into  the  mul- 
»  tiplier,  with  the  product  of  the  last  (pair)  added,  is  a"  lasl"  root.  The  sum 
»  of  the  products  of  oblique  multiplication  is  a"  first"  root.  The  addilive  is  the 
»  product  of  the  like  additive  or  subtractive  quantilics.  The  roots  (sofound), 
»  divided  by  the  (original)  additive  or  subtractive  quantity,  are  (roots  answe- 
»  ring)  for  additive  unity.   » 

Puis  vient   un  exemple  numérique,  et  ensuite  la  seconde  règle,  que  voici  : 

«  68.  Rule  :  Putting  severally  the  roots  for  additive  unity  under  roots  for 
>•  the  gken  additive  or  subtractive,  ''last"  and  "first"  roots  (thence  deduced 
»  by  composition)  serve  for  the  given  additive  or  subtractive.    » 

Nous  avons  donné  ci- dessus  le  sens  de  ces  deux  règles,  dont  la  première  s'ap- 
plique à   l'équation  Cx2  -f-  i  =j"',  et  la  seconde  à  l'équation  Cx-  zz  A  =jr*. 

Les  mots  entre  parenthèses,  dans  le  texte  anglais,  ont  été  ajoutés  par  M.  Co- 
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Eq  parlant  des  géomètres  qui,  après  Diophante,  et  depuis  Fermât 
jusqu'à  Lagrange,  ont  concouru  au  perfectionnement  de  l'analyse 
indéterminée,  nous  nous  sommes  renferme  dans  les  citations  histo- 
riques que  l'on  a  coutume  de  faire  au  sujet  de  cette  partie  de  l'algè- 
bre. Mais  il  parait  qu'on  a  toujours  commis  sur  ce  point  une  omis- 
sion, qu'il  est  d'autant  plus  à  propos  de  réparer  ici,  eu  parlant  de 
l'analyse  indienne,  que  cette  omission  porte  précisément  sur  une 
solution  qui  nous  paraît  dériver  des  ouvrages  hindous;  solution  qui 
aurait  suppléé  ces  ouvrages,  et  aurait  mis  aussitôt  sur  la  voie  des 
découvertes  réservées  à  Euler  les  géomètres  qui  en  auraient  eu  con- 
naissance. Nous  voulons  parler  de  quelques  questions  d'analyse  indé- 
terminée ,  résolues  par  Fibonacci  (appelé  communément  Léonard  de 
Pise)  dans  son  traité  d'algèbre,  ouvrage  original,  resté  manuscrit  au 
grand  regret  des  géomètres.  Ces  questions  ont  été  reproduites  pat- 
Lucas  de  Burgo,  dans  sa  Summa  de  Arithmetica,  Geometria ,  etc. , 
et  par  Cardan  dans  son  traité  d'Arithmétique  (*). 

Celle  qui  se  rapporte  à  l'équation  Cx'rt  A  =J**,  et  qui  en  contient 
virtuellement  la  solution  donnée  par  Euler.  est  celle-ci  :  étant  donné* 
deux  nombres  carrés ,  diviser  leur  somme  en  deux  autres  nombres 
carrés ,  ou  en  d'autres  termes 

Résoudre  en  nombres  rationnels  ,  l  équation 

x%  +  J*  =  A, 


lebrooke.  Ou  voit  quelle  difficulté  présentait,  par  sa  concision  extrême,  le  texte 
original 

Bhascara  est  moins  concis  que  Bralnnegupta,  il  dit  en  plusieurs  paragraphes 
ce  que  celui-ci  avait  exprimé  en  un  seul  ;  mais  il  n'est  guère  plus  intelligible. 
INous  parlerons  dans  un  autre  écrit  des  différences  notables,  sous  le  rapport 
scientifique,  que  nous  avons  remarquées  dans  la  partie  géométrique  des  deux 
ouvrages,  et  qui  nous  portent  à  regarder  Bralnnegupta  comme  ayant  été  supé- 
rieur à  Bhascara,  qui  n'est,  par  rapport  à  lui,  qu'un  scoliaste  qui  ne  l'a  pas 
toujours  compris. 

(i)  Vièle  est  le  premier  qui  ait  démontré  les  formules  de  Fibonacci ,  pour  l'é- 
quation x'  -f- y*  ~  A ,  au  commencement  du  livre  IV,  de  ses  Zélétiques,  Peu 
de  temps  après,  Alexandre  Anderson  s'est  occupé  de  la  même  question;  mais 
.seulement  pour  donner  une  démonstration  géométrique  des  formules  de  Diophante. 
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quand  on   connaît  un  premier  système  de  racines ,  x1 ,  y1   de  cette 
équation. 

On  prendra  deux  nombres  quelconques  a,  b,  dont  la  somme  des 
carrés,  soit  un  carré  c";  ce  qui  peut  se  faire  d'une  infinité  de  ma- 
nières. [Le  premier  nombre  a  étant  pris  arbitrairement,  le  second 

sera  de  la  forme   -(—  —  n)    ]• 

On  a  donc 

x'1  -+■  yH  =  A  , 

et 

aa  +  b'  =  c'. 

D'après  cela,  les  expressions  générales  des  racines  de  l'équation 
proposée  seront 

-r    —  "?'  +  bx' 

x  _         c 

ax    —  b1/ 
j  c 

Telle  est    la  solution   rapportée  sans  démonstration  et  appliquée  à 
plusieurs  exemples  numériques  par  Lucas  de  Burgo  et  Cardan  (*). 
Ces  formules  auraient  dû  attirer  l'attention  des  analystes ,  ne  fût-ce 


(*)  Lucas  de  Burgo  et  Cardan  annoncent  que  cette  solution  est  de  Léonard 
de  Pise;  et  le  premier  ajoute  qu'elle  se  trouve  dans  son  Traité  des  nombres 
carrés,  et  qu'elle  y  est  de'monti  e'e  par  la  considération  des  figures  géométriques. 
Ce  traité,  malheureusement,  n'existe  plus  (Montucla ,  Histoire  des  Mathéma- 
tiques, t.  II  ,  Additions,  p.  7 15).  M.  Cossali  l'a  rétabli  avec  succès,  d'après  les 
fragments  qui  s'en  trouvent  dans  Lucas  de  Burgo  (Colebrooke,  Btahmegupla  and 
Bhascara  ,  Algebra ,  Dissertation -,  p.  LVII).  Mais  il  n'a  pas  rétabli  la  démons- 
tration géométrique.  (Voir  Origine,  trasporto  in  ftalia,  primi progressi  in  essa 
dell'  Algebra,  t.  I",  cl».  V,  p.  96). 

M.  Colebrooke  ,  en  parlant  des  questions  d'analyse  indéterminée,  traitées  par 
Lucas  de  Burgo,  cite  un  passage  de  la  Summa  de  Arithmetica,  où  il  est  ques- 
tion de  Fibonacci  ;  mais  ce  n'est  pas  celui  où  est  résolue  l'équation  y'-j-j-' —  A 
et  où  il  est  dit  que  Fibonacci  employait  des  considérations  de  géométrie.  M.  Co- 
lebrooke paraît  n'avoir  pas  remarqué  ce  passage ,  ni,  surtout,  l'analogie  que  pré- 
sentent les  formules  de  Fibonacci  avec  celles  de  Brahmegupta. 


44  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

que  par  la  différence  qu'elles  présentent  avec  la  solution  de  Dio- 
phante  Celle-ci  en  effet,  exposée  algébriquement  et  sous  la  forme  la 
plus  générale,  conduit  aux  formules  suivantes 

(m*  —  i)  x  -f-  iny 

n'  -f-  i  ' 

2nx'—  (n>  —  \)jr 

J    —  n'  +  i  ' 

qui  ne  contiennent  qu  une  indéterminée  h ,  et  qui,  ne  faisant  point 
usage  de  l'équation  auxiliaire  «*  +  &'  =  £',  ne  sont  pas  propres  à  la 
solution  de  la  question  en  nombres  entiers.  On  voit  donc  quel  avan- 
tage présentaient  les  formules  des  géomètres  italiens. 

On  reconnaît,  à  la  première  vue  de  ces  formules,  toute  leur  ana- 
logie avec  celles  d'EuIer  et  de  Brahmegupta,  dont  elles  ne  sont  qu'un 
cas  particulier.  Mais  ce  qu'il  y  a  de  remarquable  c'est  que,  de  ce  cas 
particulier,  on  peut  s'élever  naturellement  et  sans  aucune  difficulté 
au  cas  général,  ainsi  que  nous  le  verrons,  de  sorte  que  cette  équa- 
tion, si  elle  avait  fixé  les  regards  des  géomètres,  les  aurait  conduits 
depuis  long-temps  à  la  solution  générale,  propre  à  la  condition  de 
nombres  entiers,  telle  que  nous  la  trouvons  chez  les  Indiens,  et  telle 
que  Euler  l'a  découverte  dans  le  siècle  dernier. 

Nous  avons  dit  que  cette  solution  de  Lucas  de  Burgo  et  de  Cardan, 
nous  paraissait  dériver  de  celle  des  Indiens.  En  effet,  Fibonacci,  qui 
l'a  fait  connaître  en  Europe,  avait  rapporté  ses  connaissances  mathé- 
matiques de  chez  les  Arabes;  c'est  donc  à  eux  que  paraît  due  cette 
solution;  or,  les  Arabes,  placés  entre  l'Inde  et  l'Egypte,  avaient 
emprunté  leur  science  des  Grecs  d'Alexandrie  et  des  Hindous.  Le> 
Grecs,  comme  nous  le  voyons  par  les  solutions  de  Diophante,  n'ont 
poiut  connu  celle  dont  il  est  question.  Elle  est  donc  venue  des  Hin- 
dous (*) .  qui  la  possédaient  depuis  plusieurs  siècles.  Les  ouvrages  des 


J  La  manière  dont  Lucas  de  Burgo  et  Cardan  disposent  sur  le  papier,  les 
quantités  connues,  pour  effectuer  le  calcul  des  racines  cherchées,  a  la  plus 
grande  ressemblance  avec  la  manière  des  Indiens,  et  dénote  l'origine  de  leur 
méthode. 

Les   Indien?   placent  lés  d'eux  racines  données  x' , y  ,  l'une  à  côté  de  l'autre 
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Arabes,  qui  nous  sont  connus  en  trop  petit  nombre,  et  auxquels  on 
a  fait  peu  d'attention ,  parce  qu'on  a  cru  n'y  trouver  qu'un  faible 
écho  de  l'École  grecque,  doivent  inspirer  plus  d'intérêt,  aujourd'hui 
que  l'on  y  reconnaît  des  traces  prononcées  d'un  autre  foyer  de  lu- 
mières. 

Les  ouvrages  indiens  ne  contiennent  aucune  démonstration.  A  la 
faveur  de  cette  circonstance,  quelques  écrivains,  encore  tout  pleins 
de  l'étonnement  que  leur  avait  causé  la  vue  des  théories  savantes  et 
des  questions  difficiles  qu'ils  renferment,  et  peut-être  un  peu  préoc- 
cupés de  l'intérêt  des  Grecs  qui  n'avaient  point  eu  de  rivaux  jusqu'ici, 
ont  cru  pouvoir  attribuer  les  découvertes  analytiques  des  Hindous  à 
quelques  rencontres  dues  au  hasard,  et  provoquées  seulement  par  des 
essais  isolés  et  faits  sans  méthode  ni  intelligence.  Mais  une  telle  opi- 
nion ne  pouvait  se  soutenir,  et  nous  devons  reconnaître  dans  les 
ouvrages  indiens  les  vestiges  d'une  science  depuis  long-temps  cul- 
tivée, et  parvenue,  dans  de  certaines  limites,  à  une  grande  perfec- 
tion. 

Nous  n'avions  nullement  l'intention  de  chercher  à  rétablir  quel- 
ques démonstrations  qui  pourraient  répondre  aux  théories  algébriques 
des  Hindous,  quand  une  remarque  à  laquelle  nous  a  conduit  l'exa- 
men de  la  partie  géométrique  que  contiennent  leurs  ouvrages,  nous 
a  mis  sur  la  voie  d'une  solution  géométrique  des  équations  indéter- 
minées du  second  degré,  qui  donne  précisément  les  formules  de 
Brahmegupta.  Cela   nous  a   fait  supposer   que  c'était  aussi    par  des 


sur  une  ligne  horizontale;  et  au-dessous  d'elles  sur  une  seconde  ligne  horizon- 
tale, ils  placent  les  deux  racines  a,  b,  de  l'équation  auxiliaire,  de  sorte  que  x' 
et  a  sont  sur  une  ligne  verticale,  et  y  et  b  sur  une  seconde  ligne  verticale.  Puis 
ils  multiplient  l'une  par  l'autre  ,  les  deux  x  et  a  qui  sont  sur  la  première  ligne 
verticale,  et  ensuite  les  deux  autres.  Ils  font  la  différence  des  deux  produits  ,  et 
la  divisent  par  c;  c'est  l'une  des  racines.  Pour  former  l'autre,  ils  multiplient  les 
quatre  nombres  en  croix,  et  font  la  somme  des  deux  produits,  qui,  divisée  par 
c,  donne  la  seconde  racine. 

Les  géomètres  italiens  opèrent  de  même,  i\  ce  n'est  qu'ils  placent  l'une  à  cote 
de  l'autre,  les  deux  racines  x'  et  a,  et  au-dessous  d'elles  les  deux  jr'  et  b.    Ils 
emploient,   comme  les  Indiens,  l'expression  de  multiplication  en  croix. 
Tome  U.  —  FtïRiEr.   1837.  7 
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considérations  géométriques  que  cet  auteur  était  parvenu  à  cette 
solution;  et  en  effet,  on  sait  que  les  Indiens,  et  à  leur  imitation  les 
Arabes,  employaient  toujours  concurremment  la  géométrie  et  l'ana- 
lyse (*),  celle-ci  pour  résoudre  leurs  questions  géométriques;  et  la 
première  pour  démontrer  leurs  règles  d'analyse,  et  interpréter  et 
peindre  aux  veux  les  résultats  de  l'algèbre.  Cela  nous  expliquerait 
aussi  la  présence ,  dans  les  ouvragesdeBrahmegupta.de  cette  partie 
géométrique,  à  laquelle  on  a  fait  peu  d'attention,  et  sur  laquelle, 
«énéralement  on  s'est  mépris,  je  crois,  en  la  regardant  comme  formant 
les  éléments  de  géométrie  des  Hindous  ou  du  moins  le  résultat  des 
connaissances  géométriques  dont  ils  se  servaient.  Dans  un  autre  écrit, 
j'entrerai  dans  quelques  développements  à  ce  sujet,  en  donnant  l'in- 
terprétation des  propositions  de  géométrie  de  Brahmegupta  dont  on 
n'a  point  encore  parlé,  et  qui  avaient  besoin  d'être  devinées.  Si  je  ne 
me  trompe,  elles  roulent  presque  toutes  sur  une  seule  théorie  géomé- 
trique ,  qui  est  celle  du  quadrilatère  inscrit  au  cercle,  et  résolvent  la 
question  de  construire  un  quadrilatère  inscriptible,  dont  l'aire,  les 
diagonales  et  plusieurs  autres  lignes,  ainsi  que  le  diamètre  du  cercle, 
soient  exprimés  eu  nombres  rationnels. 

C'est  dans  cette  question  même  que  nous  avons  trouvé  une  mé- 
thode géométrique  pour  la  résolution  des  équations  indéterminées  du 
second  degré,  méthode  que  nous  supposons  avoir  pu  être  celle  de 
Brahmegupta.  Nous  l'exposerons  dans  l'écrit  dont  nous  venons  de 
parler;  mais  ces  considérations  nous  ont  conduit  à  une  méthode  plus 
directe  et  pins  élémentaire.  C'est  celle  que  nous  allons  présenter. 

Question.  Connaissant  un  premier  système  de  racines  x' ,  y1 ,  de 
l'équation  ce*  +  y*  =  A ,  on  demande  de  trouver  d'autres  racines 
rationnelles  de  cette  équation. 

Solution  géométrique.  Que  l'on  forme  un  triangle  rectangle  COD , 
qui  ait  pour  côtés  de  l'angle  droit  OC  =  x',  OD=j',  la  question 
sera  de  construire  sur  l'hypoténuse  CD  un  autre  triangle  CFD,  dont 
les  côtés  CF ,  FD  soient  rationnels. 


(*)  Colebrooke  ,  Algebra  of  Brahmegupta  and  Bhascara  ;  Introduction  histo- 
rique, p.  i5  ;  Libri,  Histoire  des  Sciences  mathématiques  en  Italie ,  t.  I",  p.  i^fi 
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Prolongeons  les  côtés  CO ,  DF,  jusqu'à  leur  rencontre  en  A;  on  a 
le  triangle  CAD,  dans  lequel  les  perpendiculaires  DO,  CF,  sont  en 
raison  inverse  des  côtés  CA,  DA.  Si  donc  ces  côtés  sont  rationnels, 
la  perpendiculaire  CF,  qui  est  l'une  des  racines  de  l'équation  propo- 
sée, le  sera  aussi;  le  segment  DF,  qui  est  l'autre  racine,  sera  auss1 
rationnel,  suivant  son   expression  connue  en  fonction  de  trois  côtes 

(FD  =  AP+2CAUD~"~)-  0r  °"  a  CA  =  AO  -f-  CO  ;  CO  est  rationnel , 
par  hypothèse;  donc  il  faut  que  AO  soit  rationnel.  Donc  la  question 
se  réduit  à  construire  sur  le  côté  DO  un  triangle  rectangle  AOD,  dont 
les  côtés  soient  rationnels.  On  sait  former  un  tel  triangle  d'une  infi- 
nité de  manières,  par  la  formule  suivante,  très  connue  et  fort  usitée 
en  analyse  et  en  géométrie 


»+*{?-'-)" 


, /OU 
*\  n 


*)'■{*)* 


(*)  Cette  formule  est  d'un  grand  usage  dans  les  ouvrages  de  Brahniegupta  et 
de  Bhascara  Elle  est  une  généralisation  des  deux  règles  imaginées  par  Pytliagore 
et  Platon,  pour  construire  sur  un  côté  donné  un  triangle  rectangle  en  nombres 
rationnels  et  entiers. 

Si  le  côté  donné  est  un  nombre  impair,  il  faut  supposer  n  =  i  ,  et  l'on  a  la 
règle  de  Pytliagore  ;  si  le  coté  est  pair,  on  suppose  n  r=  2 ,  et  l'on  a  la  règle  de 
Platon. 

C'est  d'après  Proclus  (In  primum  Euclidis  elemenloritm  librum  commeniarw- 
rum  Libri  IV,  proposition  47),  que  l'on  attribue  ces  deux  règles  à  Pytliagore 
et  à  Platon;  mais  Boece,  antérieur  de  près  d'un  siècle  à  Proclus,  donne  la  se- 
conde dans  le  second  livre  de  sa  Géométrie  ,  comme  étant  d'Archytas,  célèbre 
pythagoricien ,  dont  Platon  avait  suivi  les  leçons  en  Italie. 

1- 


48 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

•ÔD 


c'est 


-à-dire  qu'on  prendra  le  côté  OA  égal  à  \  Q— n),  et  l'hypo- 
ténuse AD  é»ale  à  \  ( (-  n )  >  n  étant  un  nombre  arbitraire. 

Ayant  construit  ce  triangle  AOD,  on  abaissera  du  point  C  la  per- 
pendiculaire CF  sur  son  hypoténuse,  cette  perpendiculaire  CF,  et 
le  segment  DF  qu'elle  détermine,  seront  les  deux  racines  cherchées. 

Ainsi  la  question  est  résolue  par  une  construction  géométrique. 


Pour  passer  de  cette  solution  géométrique  aux  formules  de  l'ana- 
lyse, il  suffit  de  chercher  les  expressions  de  CF  et  DF,  en  fonction 
des  lignes  qui  servent  à  construire  ces  racines. 

La  comparaison  des  triangles  semblables  ACF,  ADO,  donne 


CF  =  DO.  ~,     AF 


*<>•  a- 


Oi 


DF  =  AD  —  AF,     et     AC  =  AO  +  OC; 

on  conclu l  de  là 


DO  .  AO  +  DO .  OC 


Telles  sont  les  expressions  des  racines  de  l'équation  proposée:  elles 
sont  rationnelles,  puisque  CO  et  DO  le  sont  par  hypothèse,  et  OD, 
DA  par  construction. 

Pour  donner  à    ces  formules   la  forme   de  celles  de    Léonard  de 
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Pise,  faisons 

CO=.r',    0D=/,    CF  =  x,     DF=j, 
OA  =  a,      AD  =  c; 

il  viendra 

X  —  -  , 

ax  —y 

On  a  entre  a,  c  et  y'  la  relation 

c1  —  a*  =  /'•; 
ou 

aA  +  £  =  1. 

Représentons  -  par  -,  —  par-;    les  trois  indéterminées  a,  £,  3,, 
seront  liées  par  l'équation 

a»  +  £•  —  >'; 

et  les  formules  deviendront 

^  —  5L±££ 
x  —         y        , 


J 


Elles  sont  les  mêmes  que  celles    d'Euler,    pour  le  cas   particulier 
x*+j'=A. 

Il  est  facile  dépasser  de  là  à  la  résolution  de  l'équation  G\r'-f-/3=A. 

En  effet ,  dans  l'équation  x*  -+-  j%  =  A,  et  dans  les  deux  équations 
de  condition 

x>>  +  y*  _  A  f 

a1  -f-   £*  =  3,', 
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remplaçons  x par  x  v/C,  x'  parx'  \  C,  a  par  a  \/C;  elles  dc\  tendront 

Cr'  +  J  '  =  A  , 

Car"  -f-  y"'  =  A  • 

a'  -f-  S*  z=  y. 

Et   les  expressions  des  racines  x  et  y ,  trouvées  ci-dessus,    devien- 
dront 

y 


G 

tx'  - 

-  £/ 

V 

*J 

'  -u 

Zx' 

Car'  —  Cr' 

y  =  — : — — ; 

y 
Ce  sont  les  racines  qui  répondent  à  1  équation 

Car1 +7*=  A. 

-Ûamtenant,  ces  racines  rendant  identique  cette  équation,  quelles 
que  soient  les  valeurs  des  deux  nombres  C  et  A,  on  peut  les  supposer 
négatives;  de  sorte  que  l'équation  peut  prendre  la  forme 


et 

ses  racines 

deviennent 

X  : 

±A 

— y' > 

«y  -f-  Ei» 

~       y      ' 
_  c*x  +  cy 

Nous  donnons  le  sigue  -f-  à  la  valeur  de  y,  parce  que  cette  variable 
n'entrant  qu';;u  carré  dans  f  équation,  son  signe  est  indifférent. 
Les  équations  de  condition  pour  x' ,  y' ,  et  pour  et,  £,  y,  sont 


Car*  ±  A 
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C'est-à-dire  que  x'    et  y'  sont  un  système  de  racines   de  l'équation 
proposée ,    et    -  ,  - ,    sont  un    système    de    racines    de    1  équation 

Cx2  -f-  i  =Ja- 

Nous  avons  donc  obtenu  précisément  la  solution  de  Brahmegupta 
et  d'Euler,  et  nous  l'avons  déduite,  ainsi  que  nous  lavions  annoncé, 
de  pures  considérations  de  géométrie,  qui  n'ont  demandé  aucune 
connaissance  de  l'algèbre. 

Mais  nous  devons  observer  que  l'introduction  du  coefficient  C,  et 
le  changement  de  son  signe,  dans  l'équation  de  condition  primitive 
a.1  -f-ê*=  y*,  dont  nous  savions  construire  géométriquement  les 
racines  rationnelles,  exige  que  nous  sachions  résoudre  l'équation 
Cr*-f-  i  =  y2 ,  qui  remplace  cette  équation  primitive. 

Pour  résoudre  cette  équation,  il  se  présente  deux  procédés  D'abord 
nous  pouvons  nous  servir  de  la  même   formule 

4/n*rca  -f-  (m2  —  n2)2  =  (m2  -f-  n%)* , 

qui  nous  a  déjà  servi  pour  former  les  racines  de  l'équation  tf*+£*=c*. 
A  cet  effet,  nous  l'écrirons  sous  la  forme 

Im'n' (m'+n1)^ 

("*'  —  n'y   "+"    '  (m'-fn1)'  » 

faisons  n=  V'C,  il  vient 

4fr"'         .  _   («'  +  Q» 

(m1— C)1  "*■         ~   (m>—  C)" 

comparant  cette  identité  à  l'équation 

Cx1  -f-  i  =  r«, 
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ou  voit  que  les  racines  de  celle-ci  sont  de  la  forme 

2m  wa'-f-  C 

X  —  m'  —  C     y  —  m'—C 

a  C 

Consequeniment,  les  valeurs  de  -et  -,  dans  lequation  de  condition 

Ca*  -j- £'=>*,  seront 

m  im  £  m^-f-  C 

v    ~"~   m5 —  C     y  m* — C 


La  seconde  manière  d'obtenirces  valeursde  -  et  - ,  résulte  des  for- 

y        y 

mules  mêmes  que  nous  avons  trouvées  pour  les  racines  de  l'équation 

C^'±A  =  j'. 

a       S 

En  effet  ces  formules,  si  l'on  y  regarde   -,  -comme  les  inconnues, 

J  »  y>     y 

donueront  des  valeurs  rationnelles  de  ces  quantités,  qui  seront  des 
racines  de  l'équation  Cr'  ■+-  i  —y*,   en  fonction  de  deux  systèmes 
de  racines  de  l'équation  Gr*=fcA=7a. 
Voici  quelles  sont  ces  valeurs 

»'  __   */  —J*       €_ jf  —  Cxx' 

y       y — Ca?v    y        y  —  Cx'--' 

x,yetx',y',  sont  deux  systèmes  quelconques   de  racines  de  l'é- 
quation Cx*  =fc  A  =  y*.  On  peut  supposer  x'  ==  —  x,  et  7'  =  y. 

a  C 

Alors   les  valeurs  de  -  et  -  deviennent 

y  y 

a-    _  7.XJ  C  J^  -+-  Cx~ 

-/        y  —  Cx1  '    y        y  —  Cx5  ' 

Ce  sont  les  racines  de  l'équation   Cx*  -f-  1  =y' ,   en  fonction  d'un 
système  de  racines  de  l'équation  Cx*dz  A  =  y%. 

Dans  celle-ci  A  est  arbitraire  ;  on  pourra  donc  prendre  pour  x  et 
y  deux  nombres  quelconques  ,  et  alors  A  se  trouvera  déterminé. 
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Cela  nous  donne  lieu  aux  deux  observations  suivantes  : 
D'abord  x  et  y  pouvant  être  quelconques,  faisant  x  =  i ,  et  rem- 
plaçant y  par  m ,  on  a  pre'cise'ment  les  expressions  de  -,  -  que  nous 
avions  trouvées  ci-dessus. 

En  second  lieu,  si  l'on  considère  xeljr  comme  racines  de  l'équa- 
tion Cx*  zh  A  —ym,  et  qu'on  remplace^*  —  Cx%  par  A ,  les  expres- 
sions de  -  et  -  deviennent 
y        y 

«   _  .    2xj      £  y'  -f  Cr1 

y  Zt  A        y  ±Â 

Ces  expressions  répondent  parfaitement  à  la  première  des  deux  rè- 
gles qui  comprennent,  dans  Brahmegupta,  la  résolution  des  équa- 
tions indéterminées  du  second  degré. 

On  pourrait  donc  supposer,  jusqu'à  un  certain  point,  que  ce  sont 
des  considérations  géométriques,  analogues  à  celles  que  nous  avons 
employées,  qui  ont  conduit  le  géomètre  indien  à  la  solution  de  ce 
problème  d'analyse;  ajoutons,  pour  justifier  une  telle  supposition, 
que  c'est  dans  la  partie  géométrique  même  de  l'ouvrage  de  Brahme- 
gupta ,  que  nous  avons  puisé  l'idée  de  recourir  à  la  géométrie  ,  pour 
résoudre  les  questions  précédentes;  ce  que  nous  exposerons  dans  un 
autre  écrit. 

Nous  avons  appliqué  d'abord  la  solution  géométrique  à  l'équation 
particulière  x'-f-_r,=  A,  pour  montrer  comment  on  pouvait  s'élever 
naturellement,  et  sans  calcul,  de  ce  cas  particulier  au  cas  général,  et 
pour  prouver  qu'ainsi  que  nous  l'avions  avancé,  la  solution  de  Lucas 
de  Burgo  et  de  Cardan  comprenait  virtuellement  les  formules  d'Eu- 
ler.  Mais  la  solution  géométrique  peut  s'appliquer  directement  à 
l'équation  CxM~i~y*=  A. 

Pour  cela,  x'  et  y'  étant  les  deux  racines  données,  on  construira 
le  triangle  rectangle  COD ,  en  prenant  CO=x'\/C,  et  DOss/';  de 
manière  qu'on  aura 

œ-t-  ÔD  =  A 


Tome  II.  -Fétbieb  i83;. 
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Soit  un  second  triangle  rectangle  CFD ,  on  aura 

CF  -f-  DF*  =  DC  =  A. 

Donc ,  si  l'on  prend 

x  =  Vh  «  '  =  DF- 

on  aura 

Cr*  -f-  7»  =  A  ; 

de  sorte  que  x  et  y  seront  deux  racines  cherchées ,  pourvu  toutefois 
que  x  soit  rationnelle ,  ce  qui  exige  que  CF  soit  de  la  forme  a  \/C. 
Or  on  a  dans  le  triangle  CAD 

CF      _   CA_ 
DO  DA' 

donc  CF  aura  la   forme  a\/C,  si  CA  est  égal  à  nS/Q,,   et  DA  un 
nombre. 
Or 

CA  =  CO  +  OA  =  a:'  ^C  +  OA. 

Il  faut  donc  que  OA  soit  de  la  forme  a  \/C:  c'est-à-diie  qu'il  faut 
construire  sur  le  côté  DO  un  triangle  rectangle  dont  le  second  côté 
OA  soit  a  \/C,  et  dont  l'hypoténuse  soit  rationnelle.  Ce  qu'on  fait 
par  la  formule 

4m*«*  +  (m*  —  n%)%  =  (m*  -f-  *?)*  > 
ou 

4m'n'.OD  Qp  —  (m'4  n)\ô"p' 

{rn1  —  /;")*  (m1 — na)*' 

où  l'on  fait  n*  =  C ,  ce  qui  donne 


4c^od       ôd*  =  ^L+S!  ôd'. 


Ainsi  Ton  prendra 


OA  =  ~  V'C,     et     DA  =     ;  ■    „  .OD. 
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De  sorte  que  OA  et  DA ,  ont  les  valeurs  voulues. 

D'après  cela,  CF  aura  une  expression  de  la  forme  N  \/C,  et  DF 
sera  rationnel ,  parce  que  son  expression  connue  dans  la  géométrie 
élémentaire,  ne  contient  que  les  carrés  des  deux  côtés  CD,  CA. 

CF 
Ainsi  — =  et  CD  seront  rationnelles,  or  ce  sont  les  racines  de  1  é- 
,   l/C 

quation  Cr*  -\-y*  sa  A  :  cette  équation  est  donc  résolue  géométri- 
quement. 

Cherchant  les  expressions  des  lignes  CF  etDF,  comme  nous  l'avons 
déjà  fait,  on  obtiendra  les  formules  d'Euler. 

Remarquons  que  cette  solution  consiste  uniquement  à  construire 
le  triangle  AOD ,  dont  le  côté  OA  soit  de  la  forme  a.\/C,  et  dont 
l'hypoténuse  DA  soit  rationnelle,  égale  à  G.  Cela  répond  en  analyse, 
à  résoudre  l'équation 

C*'  -f-  ÔD  =  6* , 

ou 

—   4-    i   =   — 

ôd1  ôb'  ' 

ou 

Gr*  -f-  i   =  y*. 

Les  considérations  géométriques  montrent  donc  bien  comment 
cette  équation  auxiliaire  s'introduit  dans  la  question,  et  y  joue  le 
rôle  important  que  Rrahmegupta  et  Euler  lui  ont  reconnu 
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MÉMOIRE 

Sur  la  classification  des  transcendantes  et  sur  l'impossibilité 
d'exprimer  les  racines  de  certaines  équations  en  fonction 
finie  explicite  des  coefficients  ; 

Par  J.  LIOUVILLE. 

(Lu  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris ,  le  8  juin  i835.) 


INTRODUCTION. 


Les  six  opérations  fondamentales  de  l'arithmétique,  savoir,  l'addi- 
tion, la  soustraction ,  la  multiplication,  la  division,  l'élévation  aux 
puissances  entières  et  positives,  l'extraction  des  racines,  lorsqu'on  les 
applique  à  de  simples  lettres ,  représentant  des  nombres  tout-à-fait 
indéterminés ,  donnent  naissance  aux  fonctions  algébriques  les  plus 
élémentaires  ;  mais  elles  sont  loin  de  comprendre  toutes  les  quantités 
renfermées  sous  cette  dernière  dénomination.  En  effet  le  mol  fonction 
algébrique,  dans  le  sens  que  les  géomètres  lui  attribuent  aujourd'hui, 
s'applique  à  toute  quantité  déterminée  par  une  équation  d'un  degré 
quelconque,  dont  les  coefficients  sont  rationnels  par  rapport  à  la  va- 
riable indépendante.  L'équation  à  laquelle  satisfait  une  fonction  de 
cette  espèce  prend  à  son  tour  le  nom  d'équation  algébrique.  Or  on 
sait  que  les  équations  algébriques  se  partagent  en  deux  grandes  clas- 
ses. Quelques-unes,  telles  que  les  équations  des  quatre  premiers  de- 
grés ,  sont  résolubles  par  radicaux ,  ou,  autrement  dit,  la  fonction  dont 
elles  déterminent  la  valeur,  peut  être  écrite  eu  employant  un  nom- 
bre limité  de  fois  les  signes  -\-,  — ,  etc. ,  adoptés  par  les  géomètres 
comme  indiquant  les   six   opérations   arithmétiques    dont  j'ai    parlé 
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plus  haut.  Mais  dès  qu'on  s'élève  à  l'équation  complète  du  cinquième 
degré,  et  à  fortiori  aux  équations  complètes  de  degré  supérieur,  il 
arrive  que  leur  résolution  générale  est  impossible  à  moins  qu'on  ne 
veuille  recourir  aux  séries  et  aux  intégrales  définies;  d'où  il  faut 
conclure  que  les  fonctions  algébriques  sont  de  deux  sortes,  les  unes 
exprimables  et  les  autres  non  exprimables  par  des  combinaisons  de 
radicaux.  Le  problème  si  fameux  de  la  résolution  des  équations  algé- 
briques consiste  à  distinguer  ces  deux  genres  de  fonctions  dans  cha- 
que cas  particulier  :  on  est  loin  de  l'avoir  résolu,  et  ce  n'est  même 
que  par  des  démonstrations  très  délicates  et  très  compliquées,  que  l'on 
est  parvenu  à  établir  l'impossibilité  des  racines  de  l'équation  du  cin- 
quième degré  en  quantités  purement  radicales. 

Si  nous  considérous  actuellement,  outre  les  fonctions  algébriques, 
les  exponentielles  et  les  logarithmes,  ce  qui  comprend,  comme  cas 
particuliers,  d'une  part  les  arcs  de  cercle  et  leurs  sinus,  d'autre  part 
les  puissances  à  base  variable,  dont  l'exposant  est  irrationnel,  imagi- 
naire ou  variable,  en  combinant  à  notre  gré  les  signes  relatifs  à  ces 
opérations  algébriques  ou  transcendantes,  nous  obtiendrons  toutes  les 
fonctions  finies  explicites,  fonctions  dont  le  caractère  propre  consiste 
d'après  cela,  en  ce  qu'on  peut  en  écrire  la  valeur  à  l'aide  d'un  nom- 
bre limité  d'opérations  algébriques,  exponentielles  et  logarithmiques. 
Une  fonction  finie  implicite,  sera  au  contraire  une  fonction  déter- 
minée par  une  ou  plusieurs  équations  finies,  non  résolubles  explici- 
tement. 

Mais  ici  l'on  voit  naître  une  question  semblable  à  celle  qui  s'est 
présentée  tout-à-1'heure,  quand  nous  parlions  des  fonctions  algébri- 
ques. En  effet,  on  a  cru  d'abord  que  toutes  les  équations  algébriques 
se  résoudraient  à  l'aide  de  radicaux;  et,  d'après  cette  idée,  on  a 
cherché  long-temps  à  en  obtenir  les  racines  sous  la  forme  indiquée. 
Les  efforts  réitérés  des  plus  grands  géomètres  n'ayant  conduit  à 
aucun  résultat  général ,  on  a  été  porté  ensuite  à  soupçonner  que  le 
problème  proposé  était  impossible,  au  moins  pour  l'équation  com- 
plète du  cinquième  degré  et  des  degrés  supérieurs ,  et  on  est  parvenu 
à  établir  en  toute  rigueur  cette  impossibilité  :  semblablement,  quand  il 
s'agit  d'équations  transcendantes,  il  est  naturel  de  chercher  d'abord  à 
les  résoudre,  en  exprimant  les  inconnues  par  des  fonctions   finies 
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explicites  des  coefficients,  et  comme  on  ne  peut  pas  y  réussir  dans  la 
plupart  des  cas,  il  faut  en  second  lieu  prouver  que  les  valeurs  des 
inconnues  ne  sont  pas  exprimables  par  cette  sorte  de  fonctions.  Dès- 
lors  on  aura  épuisé  complètement  la  question  dans  le  sens  où  elle  était 
proposée;  car  tout  ce  que  peut  faire  une  méthode,  c'est  de  conduire 
à  la  solution,  quand  cette  solution  est  possible,  ou  d'en  prouver  sans 
équivoque  l'impossibilité 

Dans  le  mémoire  que  j'ai  l'honneur  de  soumettre  au  jugement  de 
l'Académie,  je  suis  bien  loin  d'avoir  envisagé  la  chose  sous  un  point 
de  vue  aussi  étendu.  Je  me  suis  contenté  de  traiter  certaines  équations 
particulières,  et  par  un  procédé  direct  et  uniforme,  qu'il  serait  facile 
de  présenter  d'une  manière  abstraite  et  générale ,  je  suis  parvenu  soit 
à  les  résoudre,  soit  à  démontrer  l'impossibilité  de  leurs  racines  en 
fonction  finie  explicite  des  coefficients. 

J'ai  considéré,  par  exemple,  l'équation  qu'on  obtient  en  égalant  le 
logarithme  de  l'inconnue  au  produit  de  cette  inconnue  par  un  para- 
mètre indéterminé  :  la  racine  de  l'équation  ainsi  formée  n'est  point 
exprimable  explicitement  sous  forme  finie,  en  fonction  de  ce  para- 
mètre indéterminé  :  on  ne  peut  l'obtenir  qu'en  série  ou  en  intégrale 
définie.  La  même  chose  arrive  dans  la  plupart  des  cas,  et  spéciale- 
ment pour  l'équation  de  laquelle  dépend  en  Astronomie  le  problème 
de  Kepler  ou  le  calcul  de  l'auomalie  excentrique  en  fonction  de 
l'anomalie  moyenne:  l'anomalie  excentrique  n'est  donc  point  expri- 
mable par  une  fonction  finie  explicite  de  l'anomalie  moyenne.  Cela 
s'accorde  avec  le  théorème  énoncé  par  Lambert  dans  les  Mémoires  de 
Berlin  (année  1767);  mais  il  était  plus  facile  d'énoncer  ce  théorème 
que  de  le  démontrer. 

Dans  certains  exemples  choisis,  que  je  traite  en  détail,  l'équation 
transcendante  proposée  est  résoluble,  et  ma  méthode  en  fait  trouver 
la  racine.  Le  principe  de  cette  méthode  paraît  avoir  la  généralité 
désirable:  toutefois  pour  qu'on  pût  donner  une  théorie  complète  de 
la  résolution  des  équations  transcendantes  en  quantités  finies  explicites, 
il  faudrait  que  l'on  eût  étudié  avec  plus  de  soin  qu'en  ne  l'a  fait 
jusqu'ici,  la  théorie  des  équations  différentielles  ordinaires.  Il  faudrait 
surtout,  qu'étant  donnée  une  équation  différentielle  d'un  ordre  quel- 
conque, on  pût  décider  par  une  règle  certaine,  si  elle  a  ou  n'a  pas 
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une  intégrale  algébrique,  et  quelle  est  la  valeur  exacte  de  cette  inté- 
grale, lorsqu'on  en  a  démontré  l'existence. 

L'analyse  établit  un  rapport  singulier  entre  la  détermination  ,  sous 
forme  finie  explicite,  des  racines  des  équations  transcendantes,  et  la 
détermination,  sous  cette  même  forme,  des  intégrales  indéfinies  des 
fonctions  d'une  seule  variable.  Non-seulement,  comme  je  viens  de 
l'expliquer,  la  difficulté  principale  de  la  théorie  consiste  dans  l'un  et 
l'autre  cas  à  déterminer  les  solutions  algébriques  de  certaines  équa- 
tions différentielles;  mais  l'analogie  entre  ces  deux  classes  de  ques- 
tions se  soutient,  pour  ainsi  dire,  jusque  dans  les  derniers  détails, 
tellement  que  la  méthode  dont  je  me  sers  dans  cet  écrit  peut  être 
regardée  comme  une  simple  extension  ou  mieux  comme  une  appli- 
cation nouvelle  delà  méthode  dont  j'ai  fait  usage  dans  le  vingt-troi- 
sième cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique,  pour  découvrir  la 
forme  dont  l'intégrale  d'une  fonction  algébrique  donnée  est  suscep- 
tible, lorsqu'on  peut  en  obtenir  la  valeur  en  quantités  finies  expli- 
cites. 

Dans  le  Journal  de  l'École  Polytechnique,  comme  dans  le  présent 
mémoire ,  et  dans  plusieurs  autres  relatifs ,  soit  à  l'intégration  d'une 
classe  de  fonctions  transcendantes,  soit  à  l'impossibilité  des  fonctions 
elliptiques  sous  forme  finie,  soit  à  l'intégration,  sous  forme  finie,  des 
équations  différentielles  linéaires,  on  fait  un  continuel  usage  de  la 
classification  des  transcendantes,  dont  je  crois  avoir  le  premier  montré 
l'utilité.  D'après  cette  classification ,  une  fonction  transcendante  de 
première  espèce,  est  celle  où  les  signes  relatifs  aux  opérations  trans- 
cendantes, portent  sur  de  simples  fonctions  algébriques,  tandis  que 
dans  une  transcendante  de  n'em'  espèce  les  signes  dont  il  s'agit 
peuvent  porter  sur  toutes  les  quantités  d'espèce  inférieure.  Cette 
classification  paraît  d'abord  bien  peu  de  chose ,  et  néanmoins  je  ne 
vois  pas  qu'il  soit  possible  de  s'en  passer  dans  les  recherches  relatives  à 
l'intégration  des  formules  différentielles  et  à  la  résolution  des  équa- 
tions sous  forme  finie  explicite.  En  rédigeant  donc  ce  nouvel  écrit , 
j'ai  dû  profiter  de  l'occasion  pour  exposer  dans  le  plus  grand  détail 
les  principes  sur  lesquels  cette  classification  est  fondée  ,  car  jusqu'ici 
Je  m'étais  pour  ainsi  dire  contenté  de  l'indiquer,  vu  qu'il  n'était  pas 
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nécessaire  de  l'approfondir  davantage  dans  les  questions  dont  je  m'oc- 
cupais alors. 

Voici  l'énoncé  succinct  des  problèmes  qu'il  a  fallu  résoudre  pour 
éclaircir  entièrement  les  idées  à  ce  sujel. 

D'abord  je  passe  en  revue  les  diverses  fonctions  simples  dont  la 
combinaison  dans  un  ordre |  quelconque  produit  toutes  les  quantités 
Unies  explicites.  Ces  fonctions  simples  sont  de  trois  sortes,  algébriques, 
logarithmiques,  exponentielles:  le  logarithme  d'une  variable  x,  sa- 
voir logj:,  et  l'exponentielle  la  plus  simple  ex  ne  peuvent  en  aucune 
manière  s'écrire  en  indiquant  sur  la  variable  x  un  nombre  limité 
d'opérations  algébriques.  Ce  théorème  était  connu  depuis  long-temps; 
mais  on  avait  coutume  de  le  démontrer  en  s'appuyant  sur  la  nature 
du  développement  des  fonctions  algébriques  en  série.  Après  l'avoir 
établi  d'une  manière  entièrement  rigoureuse,  je  passe  à  des  proposi- 
tions plus  générales:  je  fais  voir,  par  exemple,  que  la  fonction  log  x 
ne  peut  être  écrite,  sous  forme  finie  explicite,  par  aucune  combinaison 
quelle  qu'elle  soit  des  signes  exponentiels  et  des  signes  algébriques, 
et  de  même  la  fonction  e1  n'est  équivalente  à  aucune  fonction  pure- 
ment algébrique  et  logarithmique.  Il  résulte  de  là  que  les  fonctions 
exponentielles  et  les  fonctions  logarithmiques  sont  essentiellement 
différentes  entre  elles,  en  sorte  que  les  signes  dont  nous  faisons  usage 
dans  notre  classification  des  transcendantes  sont  réellement  réduits 
au  moindre  nombre  possible. 

Nous  avons  dit  tout-à-l'heure  qu'une  fonction  transcendante  de 
seconde  espèce  était  celle  où  les  signes  exponentiels  et  logarithmi- 
ques se  trouvaient  appliqués  sur  des  transcendantes  de  première  es- 
pèce; mais  comme,  dans  certains  cas,  cette  complication  de  la  fonc- 
tion n'est  qu'apparente,  puisque  le  logarithme  d'une  exponentielle 
qui  semble,  par  exemple,  appartenir,  d'après  cette  définition,  à  la 
seconde  espèce,  n'est  en  réalité  quune  simple  fonction  algébrique,  il 
est  visible  qu'avant  de  classer  la  fonction  dont  on  s'occupe  ,  il  faut 
d'abord  en  supposer  l'expression  simplifiée  autant  que  possible.  Aussi 
dans  un  des  paragraphes  de  notre  mémoire ,  traitons-nous  cette  ques- 
tion :  Étant  donnée  une  fonction  finie  explicite  de  x,  comment  pourra  - 
t-on  reconnaître  d'une  manière  certaine ,  à  quelle  espèce  cette  fonction 
appartient  ? 
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La  méthode  dont  nous  proposons  de  faire  usage  pour  résoudre  le 
problème  dont  on  vient  d'écrire  l'énoncé  nous  prouve  en  outre  qn  il 
existe  (quelque  grand  que  soit  le  nombre  n)  des  transcendantes  de 
nime  eSpece>  irréductibles  à  une  espèce  inférieure;  en  effet,  si  l'on 
considère  les  quantités  successives  loglog\r,  logloglog.r,  etc.,  on 
les  trouve  de  seconde,  de  troisième  espèce,  etc.,  sans  que  jamais 
elles  puissent  s'abaisser. 

L'existence  des  fonctions  finies,  véritablement  implicites ,  se  prouve 
d'une  manière  semblable,  en  faisant  voir  que  certaines  équations  finies 
ne  se  résolvent  pas  explicitement,  et  c'est  aiusi  que  je  me  trouve  ra- 
mené au  problème  de  la  résolution  des  équations  dont  j'ai  parlé  plus 
haut. 

Enfin,  je  m'occupe  des  fonctions  diverses  que  l'on  rencontre  dans 
les  éléments  :  toutes  ces  fonctions  peuvent  être  écrites  sous  forme 
finie  explicite  :  par  conséquent  ma  classification  leur  est  immédiate- 
ment applicable.  J'ai  surtout  étudié  avec  soin  la  quantité  formée  en 
élevant  une  base  variable  à  une  puissance  irrationnelle,  et  j'ai  fait 
voir  que  cette  quantité  doit  être  rangée  parmi  les  transcendantes  de 
seconde  espèce ,  tandis  qu'elle  se  réduirait  à  une  simple  expression 
algébrique,  si  l'exposant  était  rationnel. 

Les  propositions  contenues  dans  mon  Mémoire  ont  beaucoup 
d'analogie  avec  celles  dont  on  s'occupe  dans  la  théorie  des  nombres; 
mais  tandis  que,  dans  cette  dernière  théorie,  on  considère  spéciale- 
ment les  valeurs  numériques  des  fonctions ,  nous  nous  attachons  au 
contraire  à  leur  forme  analytique  par  rapport  à  certaines  variables 
x,  /,  etc. ,  sans  faire  en  général  aucune  attention  à  la  nature  des 
coefficients  constants  que  ces  fonctions  renferment.  La  considéra- 
tion des  valeurs  successives  que  nos  fonctions  peuvent  prendre,  lors- 
qu'on fait  croître  x,  y,  etc. ,  d'une  manière  continue,  nous  est  d'une 
grande  utilité  dans  nos  calculs  et  multiplie  beaucoup  les  moyens  de 
transformation.  Néanmoins  les  géomètres,  qui  voudront  se  livrer 
à  des  recherches  semblables  aux  nôtres,  verront  que  la  matière  est 
encore  très  délicate,  et  qu'il  faut  partout  un  soin  extrême  pour 
donner  aux  raisonnements  cette  rigueur  absolue,  indispensable  dans 
un  pareil  sujet. 

Tome  II.  —  Février  iS3-.  q 
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§1». 

Des  Jonctions  algébriques  ,  logarithmiques  et  exponentielles. 

1.  Dans  les  recherches  de  calcul  intégral,  lorsqu'il  s'agit  d'obtenir 
des  solutions  exprimées  sous  forme  finie ,  on  a  souvent  besoin  de  la 
classification  des  transcendantes,  dont  j'ai  d'abord  montré  l'usage  au 
paragraphe  Ier  de  mon  Mémoire  sur  les  fonctions  elliptiques  (*).  Aujour- 
d'hui je  me  propose  de  considérer  cette  classification  en  elle-même, 
indépendamment  des  applications  dont  elle  est  susceptible.  Je  serai 
ainsi  conduit  à  traiter  plusieurs  questions  incidentes  qui  se  présentent 
naturellement  et  dont  il  était  bon  de  donner  une  solution  exacte.  L'a- 
nalyse employée  dans  mon  travail  est  très  simple  et  surtout  très 
uniforme.  Je  me  suis  attaché  à  donner  aux  raisonnements  cette  ri- 
gueur absolue  sans  laquelle  les  théorèmes  du  genre  de  ceux  que  je 
démontre  ici  deviennent  insignifiants;  et  peut-être  sous  ce  rapport, 
ai-je  droit  d'espérer  un  moment  d'attention  de  la  part  des  géomètres. 

Avant  d'entrer  en  matière,  je  poserai  quelques  définitions  assez 
généralement  connues,  mais  qu'il  sera  ulile  de  rappeler  pour  bannir 
toute   équivoque. 

Un  polynôme  A-f-Bar-f-Cr*  •+-•••  -f-rLr<"  ,  dans  lequel  /a  désigne- 
un  nombre  entier  positif,  et  où  les  coefficients  A,  B,  C,  ...H,  sont 
des  quantités  constantes,  est  ce  qu'on  nomme  une  fonction  entière 
de  x  du  degré  fx. 

On  sait  qu'un  pareil  polynôme  peut  toujours  se  décomposer  en 
facteurs  simples,  sous  la  forme 

R(x  —  a)"  (x  —  b)n. .  .(x —  c)f , 

m,    n,...p,   désignant  des  nombres  entiers  positifs,   et  a,  b,...C, 
les  racines  inégales  de  l'équation 

A  +  Bx  +  Cx>  +.  . .  +Hxf  =  o. 


(*)  Journal  de  l'École  Polytechnique  ,  Cahier  XXIII ,  page  ,\i. 
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Une  fonction  est  rationnelle,  quand  on  l'obtient  en   divisant  l'un 
par  l'autre  deux  polynômes  entiers  U ,  V. 

Toute  fonction  rationnelle  y  ou  X  pourra   donc  se  mettre  sous  la 

forme 

X  =  M  (x  —  a)*  (x  —  b):...  -x  —  c)y , 

M  désignant  une  constante;  et,  £,.  .  .y,  des  nombres  entiers  positifs 
ou  négatifs,  et  a,  B,. .  ,c,  les  racines  inégales  des  équations  U  =o  , 

V  =  0. 

Si,  dans  un  même  calcul,  on  doit  employer  à  la  fois  deux  fonctions 
rationnelles  X=L  Y  =  ^r,  on  nommera  a  ,  b  . .  ..c ,  les  diverses 

racines  inégales  des  quatre  équations  U  =  o,  V  =  o,  W  =  o,  T  =  o, 

et  l'on  écrira 

X  =  M(x—a)*(x  —  by...(x  —  c)r, 
Y  =  ÎS  (x  —  cCf  (x  —  bf...(x  —  c)V  , 

M  et  N  étant  des  constantes.  Mais  alors  a,  /3,  .  .  .  y,  x  ,  $' ,  ...  y' , 
seront  regardés  comme  représentant  des  nombres  entiers  positifs, 
négatifs  ou  nuls  :  on  aura  par  exemple  a  =  o,  si  le  facteur  x  —  a  ne 
doit  se  trouver  ni  au  numérateur,  ni  au  dénominateur  de  X. 

Je  nomme  fonction  algébrique  de  x  toute  fonction  u  qui  peut  être 
regardée  comme  la  racine  d'une  équation  de  la  forme 

P«"  +  Qwn  -'  +  ...  +  Ru  +  S  =  o, 

?i  étant  un  nombre  entier  positif,  et  les  lettres  P,  Q,  .  .  .R,  S,  re- 
présentant des  fonctions  entières  de  x.  Il  importe  peu  que  l'équation 
soit  ou  non  résoluble  par  radicaux.  Si  donc  on  dénote  par  <tr(ar) 
la  racine  de  cette  équation ,  la  quantité  u  =  <5r(x)  représentera  une 
fonction  algébrique  quelconque ,  et  au  moyen  de  ce  signe  <Gr'\X) 
toutes  les  fonctions  algébriques  pourrout  être  regardées  comme 
explicites. 

Ces  déGnitions  s'étendent  d'elles-mêmes  aux  fonctions  de  plusieurs 
variables.  En  les  rapprochant  des  théories  exposées  dans  les  livres 
élémentaires,  on  voit  que  l'on  doit  regarder  comme  algébriques 
toutes  les  fonctions  où  la  variable  x  est  engagée  avec  des  constantes 

9  •• 
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seulement  par  addition,  soustraction ,  multiplication,  division,  éléva- 
tion aux  puissances  entières  et  positives,  extraction  de  racines,  c'est- 
à-dire  toutes  les  fonctions  que  l'on  écrit  sous  forme  finie,  à  l'aide 
des  simples  signes  des  six  opérations  fondamentales  que  je  viens 
d'indiquer;  mais  la  l'éciproque  n'est  pas  vraie,  par  la  raison  qu'en 
se  bornant  à  ces  mêmes  signes,  les  racines  de  la  plupart  des  équations 
de  la  forme 

seraient  impossibles  en  quantités  finies  :  en  effet,  si  les  équations  des 
quatre  premiers  degrés  sont  résolubles  par  radicaux,  l'équation  gé- 
nérale du  cinquième  degré ,  n'est  pas  résoluble  de  cette  manière. 

De  là  deux  classes  de  fonctions  algébriques,  les  unes  exprimables, 
et  les  autres  non  exprimables  par  des  radicaux;  mais,  dans  les  recher- 
ches de  calcul  intégral,  ces  deux  classes  de  fonctions  jouissent  à  peu 
près  des  mêmes  propriétés,  et  il  y  a  rarement  de  l'avantage  à  les 
distinguer  dans  le  discours,  et  à  les  représenter  par  des  notations  diffé- 
rentes. 

2.  iNou-seulement  les  fonctions  algébriques  se  partagent  en  deux 
grandes  classes;  mais  chacune  de  ces  classes  peut  encore  se  subdiviser 
en  espèces  distinctes.  En  considérant  les  fonctions  exprimables 
par  radicaux,  j'ai  proposé  (*)  de  les  nommer  irrationnelles  de 
première  espèce  lorsque  les  radicaux  dont  elles  se  composent  portent 
sur  des  fonctions  rationnelles,  irrationnelles  de  seconde  espèce  quand 
ces  mêmes  radicaux  portent  sur  des  quantités  rationnelles  ou  sur  des 
irrationnelles  de  première  espèce,  et  ainsi  de  suite.  Par  exemple,  les 

trois     fonctions  irrationnelles   que    voici     \^x ,    x -\-  \  i -\-   \/x, 


v/ 


x -\-  V  i  +  Vx,  appartiennent  respectivement  à  la  première,  à 
la  seconde  et  à  la  troisième  espèce.  Il  est  aisé  de  comprendre  que  la 
torme  la  plus  générale  d'une  irrationnelle  de  première  espèce  se 
compose  d'une  partie  rationnelle  et  d'un  nombre  quelconque  de 
radicaux  ajoutés  entre  eux  et  portant  sur  diverses  quantités  ration- 


(*)  Journal  de  l'École  Polytechnique  ,  XXIIe  cahier,    page  128. 
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nelles  :  si  donc  P,   désigne  une  fonction  quelconque  irrationnelle  de 
première  espèce  ,  la  valeur  de  P,  sera  de  la  forme 

p,  =  p  +  v/Q  +  >/R  +  •  •  ■  +  v/s, 

P,  Q,  R,...S  désignant  des  expressions  rationnelles.  Et  l'on  peut 
déterminer  semblablement  la  forme  la  plus  générale  de  chaque  espèce 
d'irrationnelles.  Mais  cette  distinction  des  fonctions  algébriques  en 
classes  et  en  espèces  que  j'ai  cru  devoir  indiquer  en  deux  mots  comme 
étant  quelquefois  utile,  n'est  point  indispensable  pour  noire  théorie. 
Ce  qu'il  est  essentiel  de  ne  pas  oublier,  c'est  que  le  mol  fonction  al- 
gébrique s'applique  à  toutes  les  fonctions  u  déterminées  par  une  équa- 
tion de  la  forme 

pwn  _j_  Qwn_.  +-  .  .4.  R«  -f-  S  =  o, 

P,  Q,...R,  S  désignant  des  polynômes  entiers  en  oc.  Dire  qu'une 
fonction  algébrique  u  est  donnée  c'est  dire  que  l'on  possède  l'équa- 
tion à  coefficients  entiers  qui  la  détermine  ou  du  moins  une  expres- 
sion irrationnelle  qui  permette  de  remonter  à  cette  équation  par  la 
méthode  développée  dans  les  traités  d'Algèbre. 
3.   On  dit  que  l'équation  algébrique 

pMn  4.  QMn_.  4..  .  .4-  RM  4.  S  =  o 

est  irréductible  lorsque  nulle  de  ses  racines  ne  peut  satisfaire  à  une 
équation  moins  élevée  dont  les  coefficients  soient  également  des  fonc- 
tions entières.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  équa- 
tion soit  irréductible  ,  c'est  que  son  premier  membre  ne  se  décompose 
pas  en  facteurs  rationnels  par  rapport  à  x  etj. 
Posons 

P«r.    _|_    Q^n-,     4..  .  .+    RM    +    S    =    U 

et  soient  u,,  u%,  us. .  .  ,un  les  racines  de  l'équation  U  =  o  :   ces  ra- 
cines jouiront  des  propriétés  fondamentales  suivantes. 

On  ne  pourra  avoir  ni  ut  =  0  ,  ni  u,  =  u%;  car  si  deux  racines  de 
l'équation  étaient  égales  entre  elles,  son  premier  membre  se  décompo- 
serait en   deux  facteurs  rationnels  par  la  méthode  connue  ;  et  il  en 
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serait  de  même  si  l'une  des  racines  était  nulle,  puisque  cette  dernière 
circonstance  exige  qu'on  ait  S=o,  ce  qui  rend  le  polynôme  Pwn+etc. 
divisible  par  u. 

Si  l'une  des  racines,  savoir  u, ,  satisfait  à  une  seconde  équation  al- 
gébrique V  =  o,  irréductible  ou  non  ,  de  même  forme  que  la  propo- 
sée,  toutes  les  autres  racines  u%,  û3,...ua  satisferont  aussi  à  cette 
seconde  équation.  En  effet,  pour  que  les  deux  équations  U  =  o,  V=o 
aient  une  racine  commune,  il  faut  que  les  deux  polynômes  U  ,  V 
possèdent  un  commun  diviseur.  Or  si  ce  commun  diviseur  n'était  pas 
égal  à  U,  à  un  coefficient  près  indépendant  de  l'inconnue  u,  la  fonc- 
tion u  se  décomposerait  en  deux  facteurs  rationnels,  ce  qui  est  ab- 
surde. Donc  V  est  divisible  par  U.  ou  du  moins  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

,r  UW 

1  =  TT' 

K  dépendant  de  x  seule ,  tandis  que  W  est  une  fonction  entière  de  x 
et  u  ou  de  x  seule  :  par  conséquent  les  valeurs  u  =  ul,  u  =  u3, 
u  =  u3,.  .  ,u  =  um  qui  donnent  U=o  donnent  aussi  V=  o.  Toutes 
ces  propriétés  des  équations  irréductibles  subsisteront  évidemment 
si  u  devient  une  fonction  de  plusieurs  variables  x,  y,  s,  etc.,  pourvu 
que  les  coefficients  P,  Q,...R,  S  ne  cessent  pas  d'être  exprimés 
par  des   fonctions  entières  de  ces  variables  indépendantes. 

4.  Après  les  fonctions  algébriques  viennent  les  fonctions  logarith- 
miques dont  la  plus  simple  logx  est  ce  qu'on  nomme  le  logarithme 
népérien  de  x.  La  propriété  principale  de  la  fonction  log  x,  pour  le; 
recherches   de   calcul    intégral,    est  renfermée   dans   l'équation.... 

dx 
f/logj:=  — ,  d'où  l'on  déduit,  abstraction  faite  de  la  constante  arbi- 
traire, logx=  /  — .  On  pourrait  même  partir  de  cette  dernière 
égalité  comme  d'une  définition  et  dire  qu'on  nomme  log  x  la  fonc- 
tion de  x  qu'on  obtient  en  intégrant  —  et  assujétissant  l'intégrale  à 
s'évanouir  pour  x=i  ,  de  telle  sorte  qu'on  a,  dans  la  notation  de 
Fourier  ,  logx=/  —,  Quant  aux  logarithmes  dont  la  base  n'est 
pas  le  nombre  e=  2,7 18....,  ils  se  déduisent  des  logarithmes  népé- 
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riens  en  multipliant  ceux-ci  par  un  nombre  constant  convenable.  Ils 
ne  forment  donc  point  une  classe  nouvelle  de  fonctions  par  rapport  à 
la  variable  x. 

En  désignant  par  X,  Y  deux  polynômes  entiers  premiers  entre  eux 
et  de  la  forme 

a  -\-  bx  +  cx%  +  •  •  ■  +  hxm, 

X 
le  quotient  =■  représentera  une  fonction  algébrique  rationnelle  quel- 
conque de  x.  Cela  posé ,  je  dis  qu'on  ne  peut  pas  avoir 

logx  =  y. 

En  effet,  si  l'on  différentie  cette  équation,  puis  qu'on  chasse  le  dé- 
nominateur Y%  on  obtient 

-  =  YX  —  XY', 

X 

X',  Y'  représentant  les  dérivées  -7-  ,  -r-  conformément  à  la  nota- 
tion de  Lagrange  dont  nous  ferons  un  continuel  usage.  Il  résulte  de 
là  que  Y  doit  être  divisible  par  x  un  certain  nombre  n  de  fois  et  que 
par  conséquent  X  ne  doit  pas  l'être ,  puisque  X  et  Y  sont  premiers 
entre  eux.  Faisons  donc  Y  =  Zx",  Z  étant  un  nouveau  polynôme  non 
divisible  par  x  :  nous  en  conclurons 

Y'  =  nZx"-'  +  Z'x\ 

Je  substitue  cette  valeur  et  celle  de  Y  dans  l'équation  précédente  qui 
devient  : 

Z'x"-'  ==  ZK'x'  —  nZXx—'  —  XZ'x", 

et  qu'on  peut  ensuite  écrire  ainsi 

«XZ  =  .r(ZX'  —  XZ')  —  Z*x", 

forme  sous  laquelle  l'absurdité  de  cette  équation  devient  manifeste , 
car  le  second  membre  est  divisible  par  x  et  le  premier  ne  l'est  pas , 
puisque  les  facteurs  qui  le  composent  sont  tous  les  deux  non  divisibles 
par  x. 
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rdx 
On  peut  aller  plus  loin  et  démontrer  que  l'intégrale   j  —  ou  log  x 

n'est  point  exprimable  algébriquement  en  x,  de  telle  sorte  qu'il 
n'existe  aucune  fonction  algébrique  de  la  lettre  x  qui  soit  équivalente 
à  lo»  x.  En  effet,  s'il  existe  une  telle  fonction,   désignons-la  parj-  : 

nous  aurons  f—  =  ?',  et  y  devra  satisfaire  à  une  certaine  équa- 
tion algébrique 

(,)  /(.r,jr)  =  o, 

f(x,  y)  désignant  une  quantité  de  la  forme 

Pr  +  Qr— +•••+  Br  4- s 

dans  laquelle  les  coefficients  P,  Q,. .  .R,  S  dépendent  de  x  seule  et 
représentent  des  polynômes  entiers.  11  est  permis  de  supposer  l'équa- 
tion (i)  irréductible:  en  effet,  si  y  pouvait  satisfaire  à  une  autre 
équatiou  semblable  et  de  degré  <^n ,  c'est  celle-là  que  nous  devrions 
employer  au  lieu  de   l'équation  (O. 

ruisqu  on  a    /   —  =.  y  ,  on  a  aussi 

"-    =  ciy. 
x  J 

En  différentiant   l'équation   (i)  et  remplaçant  -~-    par  -  ,  il  vient 

(2)  ocf'^x,  y)  +  f[{x,  y)  =  o. 

Pour  que  l'équation  —  =  dy  soit  exacte,  il  faut  et   il  suffit  que  les 

équations  (1)  et  (2)  aient  lieu  en  même  temps  quel  que  soit  x.  Mais 
l'équation  (1)  étant  irréductible,  on  sait  que  si  lune  de  ses  racines 
satisfait  à  l'équation  (2)  les  autres  y  satisferont  aussi.  Désignant  donc 
par  j',  ,  ?a, . .  .yn  les  n  racines  de  l'équation  f{pc,y)  =  o  résolue  par 
rapport  à  y,  nous  voyons  que  si  la  différentielle  de  l'une  de  ces  racines 

est  égale  à  — ,  les  différentielles  de  toutes  les  autres  seront  de  même 
égales  à  — .  Il  résulte  de  là  que  si  la  quantité   f  —  est  algébrique, 
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on  aura  à  la  fois 

dx  ,  dx  ,  dx  , 

d'où  l'on  tire 

~  =  dJt  +  dj,  +  .  .  .4-  djn; 

et  par   conse'quent ,   abstraction  faite  de  la  constante  arbitraire ,  il 
viendra 

f  dx  _  jr.  +j-, +---  +  J-.I  _  Q_ 

J     x    ~  n  ~~  nV 

/dx 
—  sera  une  fonction  rationnelle  de  x  ,  ce  dont  j'ai 

déjà  prouvé  l'impossibilité. 

La  quantité  logx  n'est  donc  point  une  fonction  algébrique  de  x;  et 
il  en  est  de  même  de  la  quantité  log  F  i^x) ,  quelle  que  soit  la  fonction 
algébrique  F(x).  En  effet  si  l'on  avait  log  F  (x)  =J\x),  f(x)  étant 
une  autre  fonction  algébrique,  en  posant  F(x)  =  z,  ce  qui  donne 
pour  x  une  valeur  algébrique  en  z  telle  que  ,r  =  <&(z),  on  en  dédui- 
rait logz=y  [-îër(s)]  ,  c'est-à-dire  log  s  =  une  Jonction  algébrique 
de  z,  ce  qui  est  absurde. 

5.  La  fonction  inverse  de  log.r  donne  l'exponentielle  e* ,  dont  la 
définition  par  conséquent  est  comprise  dans  l'égalité  log  (ex)  =  x.  Il 
est  aisé  de  démontrer  que  ex  n'est  point  exprimable  algébriquement 
en  x ,  car  si  l'on  avait  ex  =  F  (x),  F  (x)  désignant  une  fonction  algé- 
brique, on  en  conclurait  log  F  (x)  =  x,  équation  impossible  d'après 
ce  qu'on  a  démontré  à  la  fin  du  numéro  précédent.  En  général  si  p 
et  q  désignent  deux  fonctions  algébriques,  on  n'aura  jamais  ep  =  q; 
car  il  en  résulterait  log  q  =p,  ce  qui  est  inadmissible. 

Soient  maintenant  P,  Q,  R,...T,  des  fonctions  algébriques  de 
la  variable  indépendante  x  qui  ne  soient  pas  identiquement  nulles  et 
p,  q,r,...  d'autres  fonctions  de  x  algébriques  aussi  et  telles  que 
nulle  des  quantités  p,  q,r,...p — q,  p  —  r,  q — r, .  ..  ne  se  réduise 
à  une  simple  constante  ;  je  dis  qu'on  prouvera  l'impossibilité  de  toutes 
les  équations  suivantes 

Pe'  =  T , 
PC  +  Qe»  =  T, 
Ve>  ■+■  Qe'  +  Rer  =  T,   etc., 

Tome  Q.  —  Février  1837.  10 
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quel  que  soit  le  nombre  des  termes  places  dans  leur  premier  membre. 
D'abord  lequation  Pep  =  T  est  impossible,  puisqu'elle  conduit  au 

T 
résultat  absurde  log  p  =  p- 

Supposons  en  second  lieu  qu'on  ait 

Ver  4.  Qfw  —  T  , 

sans  que  les  quantités  P,  Q,  T,  soient  nulles.  En  difle'renliant ',  il 
vient 

Entre  cette  équation  et  la  précédente,  j'élimine  ep  :  je  trouve  ainsi 

=  r£-T(p£  +  £)> 

résultat  impossible  puisqu'il  rentre  dans  la  forme  Fcp  =  T  ,  examinée 
ci-dessus.  Toutefois  ce  raisonnement  se  trouverait  en  défaut,  si  l'on 
avait  à  la  fois 

Mais  si  l'on  avait 

on  tirerait  aisément  de  là 

dp     ,       <*P_  àT 

dji  "+"  "T"  — "  ~T: 

puis,  en  intégrant  et  désignant  par  C  une  constante  arbitraire,  on  en 
conclurait 

Ve"  =  CT, 
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ce  qui  est  absurde.  De  même ,  si  l'on  avait 

on  en  déduirait 

CQ 
e       —   P  ' 

ce  qui  est  absurde  aussi ,  puisque  p  et  q  sont  deux  fonctions  algébri- 
ques de  x  dont  la  différence  ne  se  réduit  pas  à  une  simple  cons- 
tante. Donc,  quoi  qu'on  fasse,  on  est  conduit  à  une  absurdité,  dès  que 
l'on  part  de  l'équation 

pee  +  Qe*  _  T: 

donc  une  telle  équation  ne  peut  pas  exister.  Et,  d'une  manière  sembla- 
ble, on  prouvera  l'impossibilité  de  l'équation 

Pe?  -f.  Qe<  +  Rer  -+-  etc.  =  T, 

quel  que  soit  le  nombre  des  quantités  p,  q,  r,  etc.  Le  théorème  dé- 
montré au  numéro  II  de  mon  mémoire  sur  l'intégration  d'une  classe 
de  fonctions  transcendantes  (*)  est  compris  comme  cas  particulier  dans 
le  théorème  que  je  viens  d'établir. 

§11. 

Division  des  fonctions  transcendantes  en  espèces. 

6.  Leibnitz  et  les  Bernouilli ,  qui  paraissent  avoir  donné  les  pre- 
miers au  moi  fonction  l'acception  étendue  que  nous  lui  attribuons 
aujourd'hui ,  ont  distingué  les  fonctions  algébriques  et  les  fonctions 
transcendantes. 

Le  nombre  de  ces  dernières  est  infini;  mais  dans  les  éléments  ou 
se  contente  de  considérer  les  exponentielles  et  les  logarithmes,  que 
l'on  doit  regarder  comme  renfermant  d'une  part  les  puissances   à 

(*)  Journal  de  M.  Crelle,  tome  XIII ,  p.  g3. 
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exposant  irrationnel,  imaginaire  ou  variable,  et  d'autre  part  toutes 
les  fonctions  circulaires,  tant  directes  qu'inverses,  ainsi  qu'on  peut 
aisément  s'en  comaincre. 

Les  caractéristiques  particulières  aux  quantités  algébriques ,  loga- 
rithmiques et  exponentielles,  sont  les  trois  suivantes  <5r(x),  er,  log  x. 
Au  moyen  de  ce  signe  <ar(a:\  toutes  les  fonctions  algébriques  sont 
explicites  :  il  n'en  est  pas  de  même  des  fonctions  logarithmiques  ou 
exponentielles. 

L'emploi  des  signes  'sr(ar),  ex,  log.r  donne  naissance  aux  fonctions 
finies  qui  peuvent,  suivant  les  cas,  être  explicites  ou  implicites. 

Une  fonction  finiede  x  est  explicite,  lorsqu'on  peut  en  e'c  rire  l'expres- 
sion e?i  indiquant  explicitement  sur  la  variable  x  un  nombre  limité 
d'opérations  algébriques ,  exponejitielles  et  logarithmiques.  La  valeur 
d'une  telle  fonction  dépend  donc  uniquement  des  signes  ts-(x),  ex , 
log  x. 

Une  jonction  finie  est  implicite ,  lorsqu'elle  dépend  d'équations 
finies,  non  résolubles  explicitement.  Par  exemple,  la  racine  y  de  l'é- 
quation log^'=  xy  est  une  fonction  finie  implicite  de  x. 

Quand  on  emploie  le  mot  jonction  finie ,  sans  y  ajouter  d'épithète. 
c'est  en  général  d  une  fonction  finie  explicite  que  l'on  entend  parler. 
7.  Les  fonctions  finies  explicites  peuvent  être  classées  en  espèces 
par  une  méthode  semblable  à  celle  dont  j'ai  fait  usage  au  n"  2,  pour 
distinguer  les  divers  ordres  d'irrationHalité  des  quantités  algébriques 
exprimables  par  radicaux. 

En  eflet,  une  fonction  finie  est  algébrique  ou  transcendante. 
Elle  est  transcendante  de  première  espèce,  quand  les  signes  relatifs 
aux   opérations  transcendantes,   dont   elle   dépend,    portent   sur   de 
simples  fonctions  algébriques;  par  exemple  la  quantité 

e1  +    l/îôjTâr 
1  +  log*    : 

est  une  fonction  transcendante  de  première  espèce.  D'après  cette  dé- 
finition, on  conçoit  que  toute  fonction  finie  de  x,  appartenant  à  la 
première  espèce,  ne  pourra  être  qu'une  fonction  algébrique  de  x, 
d'un  certain  nombre  de  logarithmes,  de  la  forme  log  u,  et  d'un  cer- 
tain nombre  d'exponentielles  de  la  forme  e" ,  u  étant  algébrique. 
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L  ne  fonction  finie  transcendante  est  de  deuxième  espèce,  quand 
les  signes  relatifs  aux  opérations  transcendantes  ne  portent  pas  seu- 
lement sur  des  fonctions  algébriques ,  mais  encore  sur  des  fonctions 
transcendantes  de  première  espèce,  comme  dans  cet  exemple 
log(i  +  log.r). 

Une  fonction  finie  est  transcendante  de  troisième  espèce,  quand  les 
signes  relatifs  aux  opérations  transcendantes  portent  sur  des  fonctions 
de  seconde  espèce,  et  ainsi  de  suite. 

Je  nomme  transcendantes  monômes  les  transcendantes  formées 
d'un  seul  terme,  comme  e",  log  u,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  fonc- 
tion u.  Par  conséquent  ex% ,  log(i  +  ex  +  log  oc)  sont  des  transcen- 
dantes monômes;  ces  quantités  e",  log  u  peuvent  d'ailleurs  apparte- 
nir à  une  espèce  ou  à  une  autre,  suivant  la  nature  de  a.  Elles  sont 
en  général  de  niem'  espèce,  lorsque  la  fonction  m  est  de  (n —  1)"°" 
espèce.  En  supposant  que  u  désigne  une  fonction  quelconque  de 
(n  —  i)"m'  espèce,  je  dirai  aussi  parfois  que  e"  est  une  exponentielle, 
et  log«  un  logarithme  de  n"""  espèce. 

D'après  cela,  ez*  est  une  exponentielle  de  première  espèce,  et 
log(i  +  ex-f-  log-*0  est  un  logarithme  de  seconde  espèce. 

L'indice  n  qui  désigne  l'espèce  d'une  fonction  finie  peut  diminuer 
par  la  différentiation ,  mais  il  n'augmente  jamais.  Par  exemple  la 
dérivée  d'une  fonction  finie  de  première  espèce  est  tout  au  plus  de 
la  première  espèce.  De  plus  les  transcendantes  monômes  entrant  dans 
la  fonction  primitive  sont  les  seules  qui  puissent  entrer  dans  la  dé- 
rivée. Cette  remarque  est  une  conséquence  évidente  des  règles  mêmes 
du  calcul  différentiel. 

8.  Dans  le  numéro  précédent,  nous  avons  regardé  les  fonctions 
finies  comme  renfermant  ou  pouvant  renfermer  à  la  fois  des  expo- 
nentielles et  des  logarithmes;  néanmoins,  il  est  des  circonstances, assez 
rares  à  la  vérité ,  où  l'on  a  besoin  de  considérer  des  fonctions  expo- 
nentielles dépendant  des  seuls  signes  <nr(x),  eT ,  et  des  fonctions  pu- 
rement logarithmiques  dépendant  des  seuls  signes  <sr  (x) ,  log  or.  La 
division  des  fonctious  en  espèces  ne  sera  pas  moins  utile  ici  que  dans 
le  casgénéral.  On  nommera  fonction  exponentielle  de  première  espèce 
celle  où  les  signes  exponentiels  ne  porteront  que  sur  des  quantités 
algébriques;  la  fonction  exponentielle  de   première  espèce    la   plus 
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générale  est  donc  de  la  forme  f  (x ,  e",  ev,...e"),  u,  v,...w,  dé- 
pendant algébriquement  de  x ,  et  la  caractéristique  y  étant  algébrique 
par  rapport  à  x,  eu ,  e',.  .  .e".  La  fonction  exponentielle  de  seconde 
espèce  sera  celle  où  les  signes  exponentiels  porteront  sur  des  fonc- 
tions de  première  espèce  Et  ainsi  des  autres.  On  distinguera  de  même 
en  espèces  les  fonctions  purement  logarithmiques. 

A  peine  a-l-on  besoin  d'avertir  que  notre  classification  des  trans- 
cendantes s'étend  aux  fonctions  de  plusieurs  variables  x ,  y,  z.... 

g.  Quand  le  nombre  des  transcendantes  monômes ,  entrant  dans  une 
fonction  finie  explicite,  est  supposé  le  plus  petit  possible,  la  fonction 
jouit  de  propriétés  semblables  à  celles  des  équations  algébriques  irré- 
ductibles. 

Considérons  d'abord  une  fonction  de  première  espèce  U,  et  soient 
9,  »,...£,  les  transcendantes  monômes  dont  elle  dépend.  D'après 
nos  définitions,  la  valeur  de  U   sera  de  la  forme 

u  =  /<*,  8,  *,...#, 

la  caractéristique  f  dénotant  une  fonction  algébrique  par  rapport  aux 
lettres  comprises  entre  parenthèses. 

Cela  posé,  si  le  nombre  fx  des  transcendantes  monômes ,  9,  », .  .  .£, 
est  supposé  réduit  à  son  minimum ,  c'est-à-dii'e  s'il  est  impossible  de 
trouver  une  autre  fonction  transcendante  de  première  espèce  équiva- 
lente à  U,  et  contenant  moins  de  transcendantes  monômes  que 
f '  (x ,  6,  »,...£),  je  dis  que  nulle  relation  algébrique  ne  pourra 
exister  entre  la  variable  indépendante  x  et  les  \jl  quantités  9,  »,.  ,  .  J", 
à  moins  qu'elle  ne  soit  identique.  En  effet  une  telle  relation,  si  elle 
avait  lieu  .  fournirait  la  valeur  de  l'une  de  ces  transcendantes,  de  9  par 
exemple,  exprimée  algébriquement  en  fonction  de  x  et  des  autres, 
et  dès-lors  on  pourrait  en  reportant  dnnsU  cette  valeur  de  6  diminuer 
f*  d'une  unité ,  ce  qui  est  impossible. 

Pour  rendre  notre  raisonnement  plus  précis,  concevons  que  l'on 
tombe,  par  une  suite  quelconque  de  calculs,  sur  une  équation  de  la 
forme 

<p(x,  Ô,  »,...£)  =  o, 

dont  le  premier  membre  soit  algébrique,  par  rapport  à  x,  9,  »,  •  .  -Ç- 
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Je  dis  que  cette  équation  ne  pourra  contenir  9,  »,.•:.'£  qu'eu  appa- 
rence, de  sorte  qu'elle  subsisterait  encore  si  l'on  venait  à  remplacer 
ô,  »,...£,  soit  par  d'autres  fonctions  de  x  prises  au  hasard,  soit 
par  de  simples  lettres  indéterminées.  En  effet  si  cette  équation  n'e'tait 
pas  identique  relativement  à  G  par  exemple  ,  elle  fournirait  la  valeur 
de  6  sous  la  forme 

Ô  =  <ar(x,  >i,...0, 

<tf  indiquant  une  fonction  algébrique,  et  en  portant  cette  valeur  de  6 
dans  celle  de  U ,  on  en  conclurai! 

u  =  /[*>  «*(&>  n»»*.£),  n, ■€]■• 

or  cette  expression  de  U  est  absurde ,  puisqu'elle  renferme  une  trans- 
cendante monôme  de  moins  que  la  précédente,  laquelle  était  pourtant 
supposée  en  contenir  le  plus  petit  nombre  possible. 

Cette  démonstration  étant  générale  et  rigoureuse  pour  toutes  les 
fonctions  de  première  espèce,  pourvu  que  le  nombre  de  leurs  trans- 
cendantes monômes  soit  un  minimum,  nous  avons  droit  de  dire 
que ,  si,  par  la  marche  des  calculs ,  on  est  conduit  à  une  équation  al- 
gébrique ,  entre  la  variable  x  et  les  transcendantes  monômes  qui 
composent  la  Jonction  sus-dite,  on  ne  troublera  pas  l'égalité  en  rem- 
plaçant les  transcendantes  par  des  Jonctions  nouvelles  prises  au 
hasard  ou  par  des  quantités  purement  littérales. 

Supposons  maintenant  que  U  soit  une  fonction  transcendante  de 
n'""'  espèce ,  et  que  G,  >jy.  ..Ç  représentent  les//  transcendantes  mo- 
nômes de  n'""  espèce,  entrant  dans  cette  fonction.  La  valeur  de  U, 
considérée  comme  dépendante  de  9,  »  , . .  .£,  sera  de  la  forme 

U  =  /(8,   »,...0. 

la  fonction  f  étant  algébrique  par  rapport  aux  quantités  comprises 
entre  parenthèses  et  contenant  en  outre  d'autres  transcendantes  d'ordre 
inférieur  dont  il  est  inutile  de  nous  occuper. 

Maintenant,  si  le  nombre  fi.  est  supposé  le  plus  petit  possible,  je  dis 
que  nulle  relation  algébrique  ne  pourra  exister  entre  la  variable  x , 
les  transcendantes  9,  »,...£  et  d'autres  transcendantes  d'ordre  infé- 
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rieur  quelles  qu'elles  soient.  En  effet,  une  telle  relation,  si  elle  existait, 

fournirait  la  valeur  de  l'une  de  ces  transcendantes  ,  de  9  par  exemple  , 

en  fonction  algébrique  des  autres,  et  permettrait,  en  portant  la  valeur 

de  S  dans  celle  de  U,  de  diminuer  le  nombre  pi  d'une  unité,  ce  qui  est 

absurde. 

Ce  raisonnement  est  tout  semblable  à  celui  dont  nous  nous  sommes 
servis  pour  établir  le  théorème  relatif  aux  fonctions  de  première  es- 
pèce. Nous  voyons  donc  en  général  que  si  G,  »,...£  désignent  les 
transcendantes  monômes  de  n"mt  espèce  entrant  dans  une  jonction 
de  nUme  espèce,  toute  relation  algébrique  entre  x ,  G,  «,.  .  .£  et  des 
transcendantes  d'espèce  inférieure  à  la  ni,mc  devra  être  identique  en 
G ,  «  , . .  .  £ ,  c'est-à-dire  devra  subsister  si  l'o  n  remplace  G ,  »  , ...  £  soit 
par  d'autres  fonctions  de  x ,  soit  par  de  simples  lettres  indéterminées. 
Ce  principe  recevra  par  la  suite  de  nombreuses  applications. 

S  ni. 

Démonstrations  de  quelques  théorèmes  relatifs  aux  fonctions  log  a:, 
ez ,  log  log  ..r,    etc. 

io.  INon-seulemeut  la  fonction  log  x  ne  peut  être  équivalente  à 
aucune  fonction  algébrique  de  x;  mais  même  elle  ne  peut  être  ex- 
primée par  aucune  combinaison  quelle  qu'elle  soit  d'un  nombre 
limité  de  signes  algébriques  avec  un  nombre  limité  de  signes 
exponentiels.  Et  réciproquement  l'exponentielle  e*  ne  peut  être 
exprimée  par  aucune  fonction  purement  algébrique  et  logarithmique. 
Ces  théorèmes  méritent  d'être  démontrés  d'une  manière  rigoureuse  : 
on  en  conclut  que  les  signes  <tff(x),  ex,  log-r  dont  nous  faisons 
usage  daus  notre  classification  des  fonctions  finies  explicites  sont 
réduits  au  moindre  nombre  possible. 

Pour  rendre  notre  démonstration  plus  claire,  prouvons  d'abord  que 
la  quantité  log  x  ne  peut  être  équivalente  à  aucune  fonction  purement 
expouentielle  de  première  espèce  :  en  d'autres  termes  prouvons  qu'en 
désignant  par  u,  v,.  .  .w  des  fonctions  algébriques  et  par  Ç ,  »,.  -  .6 
les  exponentielles  e%  e,.  .  .e",  on  ne  peut  pas  avoir 

log  r  =  f(x.  (,,  r,,.  .  . 6)  , 

si  la  fonction  représentée  par  f  est   une   fonction  algébrique. 
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Représentons  par  m  le  nombre  des  exponentielles  £ ,  »,.  .  .6  qui 
entrent  dans  la  valeur  précédente  de  loga-.  Nous  avons  évidem- 
ment le  droit  de  supposer  ce  nombre  m  réduit  à  son  minimum, 
c'est-à-dire  de  supposer  que  logx  ne  puisse  s'exprimer  par  aucune 
autre  fonction  semblable  à  la  fonction  f ,  mais  contenant  moins  d'ex- 
ponentielles; car  si  cette  autre  valeur  de  logjr  existait,  cest  celle-là 
que  nous  choisirions  pour  y  appliquer  nos  calculs.  Dès-lors  aucune 
relation  algébrique  entre  les  quantités  x,Ç,  »,.  ..6  ne  pourra  avoir 
lieu  à  moins  qu'elle  ne  soit  identique  par  rapport  à  chacune  des 
transcendantes.  Or,  on  obtient  une  telle  relation  en  différentiant  la 
valeur  de  logjr  :  la  différentiation  donne  en  effet, 

di  =  df{X,  r,  »,...8), 

ou  bien  (en  observant  que  l'on  a  -7^=^=£w',  -^=»f',  ..  ^-=6u'j 

i  =  fix,  <r,  «,...6)4-/^,  ç,  •„,... ô)çM' 

+  f'Jx,  C,u,...8K  +•••+/•(*»  ^  »,...6)ôw'. 

L'équation  que  je  viens  d'écrire  doit  donc  subsister  si  l'on  remplace 
l,  «,...fl  par  aÇ,'  /Su , .  .  .>0,  a,  j3,-..>  désignant  des  quantités 
purement  littérales.  Il  résulte  de  là  qu'on  a 

i  =  f't{x,cLi,  &,...?%  +  /.^,  «Ç»  /3<i,...>6Ky 


c  est-à-dire 


%  =  df(x,*Ç,  /8«,...>G). 


En  égalant  cette  valeur  de    —   à  la  précédente  df{x,  £,  1,  6),  puis 
intégrant,   on  a  donc 

/x,<,  0)»,;;,>8j  =  f{x,^,  >,,... 6)  +  c. 

Tome  II.  —  Mars  1837.  1 1 
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!  our  déterminer  la  constante  C,  je  nomme  a,  b,...c  les  valeurs 
respectives  de  £,  »,...G  pour  une  valeur  déterminée  quelconque 
r  =  g  :   il  en  résulte 

f(g,  aa,  (2b,... yc)  =  f(g,  a,  b,...c)  +  C. 

Éliminant  C,  on  a 

f{x,  <,  j8«,...>fl)  —  /(g,  aa,  0b,... yc) 

=  /(*,  C>  n,...fl)  —  f(g,  a,  b,...c,. 

Je  différence  cette  équation  par  rapport  à  a ,  et  après  la  différeutia- 
tion ,  je  pose  a=  i  ,   /3=  \ ,.  .  .y=  \  :   je  trouve  par   là 

ou  simplement, 

/£(*,     ^     »,... A)    =    ç", 

en  représentant  par  A  la  constante  afa  [g,  a,  b,.  .  .c).  L'équation 
algébrique  précédente  subsistera  encore  (n°  g)  si  je  remplace  £,  », .  .  .  A 
par  les  quantités  purement  littérales  A,  /&,.., v:  on  a  par  consé- 
quent , 

f'Ax>.  A>  **»•■•")  =  7, 
et  l'on  aura  de  même  , 

fM{X,K,f/.,...v)  =  ~, 


f\(x,  XV  >,.'.."*)  =  7; 


si  l'on  représente  par   B,..  .C  les    constantes   bf'h\g,  a,    b,.  ..c)  , 
cf(§>at  b,...c).   De  là  il   est  aisé  de  conclure 
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/,    x ,   K,  ,u , .  .  .  v)  dk  +  fp(x,   A ,  fi  , .  .  .  >')  dft  + .  .  . 

intégrant  donc  par  rapport  à  A,  //.,..  .c,  il  vient 

f{x,   A,  ,*,.  .  .«)  =  AlogA  +  Blog/x.  +  .  .  .+  Clogi ■  + const. 

La  constante  est  ici  une  fonction  de  x  :  pour  la  déterminer,  soient 
à,,jh0)..j0  des  valeurs  particulières  de  A ,  fi,.  .  .v  :  en  les  substi- 
tuant, on  obtiendra 

f{x,  A. ,  p„ . . .  )<0)  =  A  log  A0  +  B  log  ft0  -+- . .  .  +  C  log  v,  -f-  const. 

d'où  l'on  tire,  par  la  soustraction, 

f(x,  A,  fi.,...v)  —  f{x,    A0,   A*c.-0   +  A(logA  —  log  A.) 

4-  B  (logA*  —  logfio)  +  •  •  •  +  C  (log  v  —  log  ».). 

Comme  je  puis  actuellement  donner  à  a  ,  /W., .  .  .  .  v  les  valeurs  que  je 
veux,  je  pose  A  =  Ç  ,  ju  =  n,...v  =  â:le  premier  membre  devient 
f(x ,  Ç ,  » , .  .  .G)  ou  log.r  :  en  observant  que  log  £=  m,  log  *i  =v, .  .  . 
log8  =  tv,  j'en  tire  donc 

log  x  =  f(x ,  A0  ,  fi0  , .  .  .  va)  -f-  A  {u  —  logA 

4-  B(f  —  log|*.)4--  •  -+C(w  —  logx0) , 

équation  absurde;  car  le  second  membre  est  une  fonction  algébriqtu 
de  x,  laquelle  ne  peut  pas  être  égale  à  log.r,  d'après  ce  qu'on  a 
démontré  ci-dessus. 

i  î.  On  peut  abréger  la  démonstration  précédente,  sans  d'ailleurs 
en  changer  l'esprit;  il  suffit  pour  cela  de  considérer  à  part  une  des 
exponentielles  £,  »,...fl,  la  première  par  exemple,  au  lieu  de  les 
considérer  toutes  à  la  fois.  Je  développerai  d'autant  plus  volontiers 
cette  seconde  méthode,  ou  plutôt  cette  autre  manière  d'envisager 
la  même  méthode,  que  j'en  ferai  par  la  suite  un  usage  continuel 
et  exclusif.  Voici  comment  il  faut  raisonner  alors. 

Il  s'agit  de  prouver  l'absurdité  de  l'équation 

(i)  logx  ==  f{x,  (,   n,...fl), 
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dont  le  second  membre  renferme  m  exponentielles  £,  n,...û:  le 
nombre  m  est  supposé  réduit  à  sou  minimum  :  par  conséquent  si 
de  l'équation  (i)  on  déduit  une  autre  équation  semblable  dont  le  se- 
cond membre  renferme  moins  de  m  exponentielles,  l'absurdité  de  l'é- 
quation (i)  sera  par  cela  même  rendue  manifeste. 

Maintenant  pour  mettre  spécialement  en  évidence  l'exponentielle 

Ç,  j'écrirai 

log-r  =  <p(x,  Ç), 

et  j'en  déduirai  en  différentiant 

i  =  <p.;(.r,  s)  +  <p'?(x,  oc"'. 

p'x{x ,  £)  étant  l'expression  abrégée  de 

/;(«, ç, « ,. . .&  +/;(*, ?,  «,. ..G)>if'-f . . .-f-/é(^, ç,  v •  .ô)ô«vf. 

L'équation 

remplace  l'équation  équivalente 

+y;  r^,ç,  «,... 9) »,•+... +/;(a?,  ç,  »,...e)Gw', 

dont  nous  nous  sommes  servis  dans  le  numéro  précédent ,  mais  elle 
est  beaucoup  plus  simple  à  écrire.  Cette  équation  doit  être  identique 
par  rapport  à  £  :  on  peut  donc  y  remplacer  £  par  ol£  ,  a.  étant  une 
quantité  numérique  quelconque,  ce  qui  donne 

l-  =  <p's(x,  <)  +  p'^{x,  <)<«', 

équation  dont  le  second  membre,  multiplié  par  dx ,  fournit  pour 
résultat  la  différentielle  complète  d<p(x ,  aQ.  En  égalant  cette  valeur  de 

à  la  précédente,  et  intégrant  l'équation  qui  en  résulte,  puis  déter- 
minant la  constante  arbitraire  à  l'aide  dune  valeur  particulière x=  g, 
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a  laquelle  répond  £  =r  a ,  on  obtient 

<p(x,  <)  =  <p(x,  K)  -r-  Q{g,  *a)  —  <p(g,  a). 

.Je  différentie  cette  équation  par  rapport  à  a  et  je  fais  ensuite  a.  ==  i . 
En  posant  cup'a  (g,  a)  =  A,  je  trouve  ainsi , 

c?;(x,?)  =  a. 

Cette  équation  étant  algébrique  par  rapport  à  x ,  Ç ,»,...  Ô  doit  sub- 
sister si  l'on  remplace  £  par  une  lettre  indéterminée  i  que  l'on  pourra 
regarder  comme  une  variable  indépendante.  On  a  donc 

Multipliant  par  di  et  intégrant ,  j'obtiens 

$  (x,  i)  =  A  log  i  •+■  const. 

d'où  résulte,  en  déterminant  la  constante  à  l'aide  d'une  valeur  parti- 
culière i0  de  it 

<p(x,  i)  =  A  log*  +  <p(x,  i.)  —  A  log/.. 

J'ai  le  droit  de  donner  à  i  telle  valeur  qu'il  me  plaira  :  je  pose  donc 
/=£;  le  premier  membre  de  mon  équation  devient  <p(x,  £)  ou  log  x: 
de  là  je  conclus ,  en  observant  que  log  £  =  «  : 

logo-  =  ku  -f-  <p(.r,  /„)  —  A  log  t. , 
équation  absurde  ,  car  le  second  membre  est  une  fonction  exponen- 
tielle de  première  espèce  où  Ç  n'entre  plus  et  qui  renferme  seulement 
m —  i  exponentielles  u, .  .  .G,  tandis  que  la  valeur  de  log  x  doit  par 
hypothèse  en  contenir  au  moins  m.  Nous  sommes  ainsi  conduits  de 
nouveau  à  la  conclusion  obtenue  dans  le  numéro  précédent,  savoir 
qu'une  équation  de  la  forme  (i)  est  inadmissible.  Le  lecteur  jugera 
sans  doute  avec  nous  que  la  démonstration  donnée  en  dernier  lieu 
est  plus  simple  et  aussi  rigoureuse  que  celle  du  n°  10:  elle  abrège 
surtout  considérablement  l'écriture. 

12.    Faisons  voir  maintenant  que  log  x  ne  peut  être  exprimé  par 
aucune  fonction  exponentielle  de  ri""  espèce ,  quel  que  soit  n.  Dé- 
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signons  en  effet  par  m  le  nombre  des  exponentielles  de  n"m'  espèft 
et  supposons  le  nombre  m  réduit  à  son  minimum  ,  en  sorte  que  nulle- 
relation  algébrique  ne  puisse  exister  entre  ces  exponentielles  de  n'"" 
espèce  et  d'autres,  quelles  qu'elles  soient,  d'espèce  inférieure.  Soit 
£  =  e"  une  quelconque  d'entre  elles,  m  étant  une  fonction  exponen- 
tielle de    n — i)'""'  espèce,  et,  pour  mettre  £  en  évidence,  écrivons 

logx  ==  <p{x,  Ô, 

la  fonction  $   étant  algébrique  par  rapport  à  £,  et  contenant  en  outre, 
algébriquement  aussi,  d'autres  expronentielles  monômes  dont  il  est 
inutile  de  faire  une  mention  explicite. 
L'équation 

-  =  d<p(x  ,  Ç) , 
ou 

l-  =  <px{x,  C)  +  <Pç(ar,ÇX«', 

que  l'on  obtient  en  différentiant  la  valeur  de  logx,  est  algébrique  par 
rapport  aces  transcendantes  aussi  bien  que  par  rapport  à  Ç.  Donc  elle 
doit  subsister  en  remplaçant  £  par  a£ ,  a  étant  une  quantité  numé- 
rique quelconque  ;  ainsi  l'on  a 

3  =  <p'x(x,  <)  -f-  0'aî(x,  <)<w\ 
d  ou  il  est  aisé  de  conclure 

£■  =  d<p(x,  <). 

dx 
J'égale  cette  valeur  de  —  à  la  précédente  d<p  (x ,  £) ,  après  quoi  j'in- 

tegre,  et  je  détermine  la  constante  à  l'aide  d'une  valeur  particulière 
x  =  b ,  à  laquelle  réponde  6  =  a.   Il  vient 

?(■*»    a0  =  <PC*>  Cj  +  <P(b,   eta)  —  $(b,  a  . 

Je  différence  par  rapport  à  a  l'équation  que  je  viebè  d'écrire,  et  po- 
sant  «=  i    après  la  diftérentiation,  je  trouve 

fa*(x,  0  =  a<p'.(b,  a), 
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équation  algébrique  par  rapport  à  £  et  qui  doit  subsister  si  l'on  rem- 
place £  par  une  lettre  indéterminée  /:  remplaçant  donc  £  par/  et 
V.isant    a<p'a(b,a)  =  A,  j'ai 

,  .         A  A 

9i(x»  0  =  7» 

ce  qui  me  donne,  en  intégrant  par  rapport  à  i , 

<p(x,  i)  =  A  log  i  +  const. 

Eu  déterminant  la  constante  à  l'aide  d'une  valeur  particulière  ?'„  de  i 
et  posant  ensuite  i  =  Z,  on  obtient  enfin  ,  comme  ci- dessus, 

log  x  —  Aw  -f-  <p  (x ,  ie)  —  A  log  i0 , 

équation  absurde,  puisque  le  nombre  des  exponentielles  de  n'""' 
espèce  contenues  dans  le  second  membre  est  </h  ,  ce  qui  ne  se  peut 

il  Il  est  rigoureusement  établi  par  là  que  la  fonction  log  a:  ne 
peut  être  équivalente  à  aucune  fonction  <p  purement  exponentielle  ou 
dépendante  des  seuls  signes  <zsr(.r),  ex.  On  peut  en  dire  autant  des 
■onctions  suivantes  log  log  x,  log  log  log  x ,  etc.;  car  si  l'on  avait 
log  log a"  =  $,  on  en  déduirait  log.r=e8  ,  ce  qui  est  absurde.  Ré- 
ciproquement nous  ferons  voir  que  la  quantité  e*  ne  peut  être  ex- 
primée par  aucune   fonction  purement  logarithmique. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  soit  possible  d'exprimer  e*  par  une 
fonction  logarithmique  de  première  espèce,  c'est-à-dire  de  la  forme 

e*  =  /(*>  i»  **•  ■•fl), 

C  ,  », ...  6 ,  ayant  pour  valeurs  respectives  iog  u ,  log  v , .  .  . log  w  où 
u,  i',.  .  .w ,  désignent  des  fonctions  algébriques,  et  le  nombre  m  des 
quantités  £,  »,.  .  .6  étant  réduit  à  son  minimum. 

Considérons  spécialement  £  par  exemple  ,  et  remplaçons  en  consé- 
quence f  (x,  £,  »  ,.  .  .8j,  par  <p  [x,  Ç)  ;  nous  aurons  en  prenant  [es 
logarithmes  des  deux  membres 

x  =  log<p  (x,  Q, 
à  où  resuite  ,  en  différentiant 

dx  =  *£&£, 
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ou 

1  =  TïxTÔ  ' 

équation  purement  algébrique  par  rapporta  Ç,  «,.  .  .6,  qui  doit  être 
identique  par  rapport  à  £ ,  et  où  l'on  peut  en  conséquence  remplacer 
Z  par  x-(-  {f ,  a  étant  un  nombre  quelconque.  On  a  donc 

<p'x{x,  u.+  0+iP'i^,  -  +  0-T- 


ou 

q>(x,  «-t-ç 
J'égale  cette  valeur  de  dx  à  la  précédente,  ce  qui  me  donne 

d<f{x,   a.  +  g)   <fo  (g,  Q  _ 

intégrant  donc  et  déterminant  la  constante  arbitraire  à  l'aide  d'une 
valeur  particulière  x=b ,  à  laquelle  réponde  £  —  a,  on  obtient 

lis,  «+ç)  =  î^§?(*»  •'+•«# 

Je  diftérentie  maintenant  par  rapport  à  «,  et  après  la  différentiation 
je  pose  a  =  o  :  cela  me  donne 

équation   algébrique  par  rapport  à  Ç  et  qui  doit  subsister  encore  si 
l'on  remplace  £  par  une  lettre  indéterminée  i.  On  »»par  conséquent 

*'.(*,  0  =  Vfej  ^  0  = 

en  posant       ;      /  =  h  ,  on  en  conclut 
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Intégrant  donc  par  rapport  ai,  et  déterminant  la  constante  que  l'in- 
tégration introduit  à  l'aide  d'une  valeur  particulière  ;  =  /.,  on  tire 
aisément  de  là 

résultat  absurde,  puisqu'on  en  déduirait  eu  =  une  jonction  algébrique 
de  i,  ce  qui  ne  se  peut.  Si  h  était  ==o ,  ce  raisonnement  ne  serait  plus 
possible;  mais  on  aurait  alors  <p[x ,  i)-=Q>(pc ,  i,);  d'où,  en  posant 
i—Ç,  on  conclurait  <p(.r,£)  ou  e*=.<p(x,  i«),  équation  absurde, 
puisque  son  second  membre  renferme  seulement  (m  —  i)  logarithmes, 
tandis  que  la  valeur  de  e1  doit,  par  hypothèse,  en  contenir  au  moins  m. 
On  prouvera  en  général  que  ez  ne  peut  être  exprimé  par  aucune 
fonction  purement  logarithmique  de  nbm'  espèce.  En  effet  soit  £  une 
des  m  exponentielles  de  nUmc  espèce  entrant  dans  la  valeur  supposée 
de  e* ,  et  suivant  notre  usage  posons  ex  =  <p(x,  £).  Regardons  le 
nombre  m  comme  réduit  à  son  minimum:  dès-lors  aucune  relation 
algébrique  ne  pourra  exister  entre  x  ,£ ,  les  autres  logarithmes  de  n'""' 
espèce  contenus  dans  tp(x,  £)  et  d'autres  logarithmes  d'espèce  infé- 
rieure. On  pourra  par  conséquent  répéter  ici  mot  à  mot  tout  ce  que 
nous  avons  dit  au  commencement  de  ce  numéro ,  quand  la  fonction 
<p(x,  Ç)  appartenait  à  la  première  espèce,  et  l'on  retombera  de 
nouveau  sur  l'équation  absurde  <p(x ,  i)eh'°  =  <p  (.r }  ia)eh'.  Notre 
analyse  établit  donc  en  toute  rigueur  le  théorème  que  nous  avions 
en  vue ,  savoir  que  l'expouentielle  e1  ne  peut  être  exprimée  par 
aucune  fonction  purement  logarithmique  de  la  variable  x. 

§  iv. 

Des  diverses  Jonctions  que  l'on  rencontre  dans  les  éléments. 

i4-  Si  nous  passons  maintenant  en  revue  les  diverses  fonctions  de 
x  dont  on  s'occupe  dans  les  éléments  d'algèbre ,  nous  verrons  que 
toutes  peuvent  s'exprimer  sous  forme  finie,  à  l'aide  des  simples 
fonctions  algébriques,  exponentielles  et  logarithmiques.  Et  nous  n'a- 
vons pas  même  besoin  de  comprendre  parmi  ces  dernières  les  expo- 
nentielles de  la  forme  a'  et  les  logarithmes  Log  x  dont  la  base  n'est 

Tome  H.  —  Mars  i837.  \% 
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pas  le  nombre  e  =  2,7 1 8 .  . .  ;  car  on  a  az=e'losa  et  Log  x=z  M  loga  , 
M  désignant  le  module  du  système  des  logarithmes  désignés  par  Logx, 
par  où  l'on  voit  que  tous  les  logarithmes  peuvent  être  transformés  en 
logarithmes  népériens,  et  toutes  les  exponentielles  transformées  en 
d'autres  exponentielles  rapportées  au  nombre  e. 

i5.  Considérons  d'abord  les  puissances  dont  l'exposant  est  un 
nombre  quelconque.  Soit  a.  une  constante  réelle  ou  imaginaire  :  la 
puissance  dont  il  s'agit  sera  représentée  par  x*.  Dans  le  cas  très  par- 
ticulier où  le  nombre  a  est  réel  et  rationnel,  on  sait  que  x*-  est  une 

fonction  algébrique  de x  ;  car  si  Ion  a  a=  — ,  ou  a= ,  m  et  n 

désignant  deux  nombres  entiers  positifs,  il  en  résultera 


X*  =  X       =     V  x™  , 


\  x" 


Mais  toutes  les  fois  que  la  constante  a  est  irrationnelle  ou  imaginaire, 
je  dis  que  x*  n'est  pas  une  fonction  algébrique  de  x.  Pour  le  prouver, 
posons  y  =  x3- ,  ce  qui  donne 

dy 

Admettons  pour  un   iustant  que  y  soit  une  fonction  algébrique  de 
x,  déterminée  par  une  équation  irréductible  de  degré  fx,  savoir 

(1)  f{x,y)  —  o, 

dont  le  premier  membre  serait  une  fonction  entière  de  x  et  y.  En 
différentiaut ,  il  vient 

/'*(*>  j)  +  /'r(-r>  7)  |  =  °> 
équation  qui  se  transforme  dans  la  suivante 

(2)  xf.ix,  y)  -+-  a.rf',(x,  y)  =  o. 
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lorsqu'on  remplace  ~  par  sa  valeur  —  et  qu'on  chasse  ensuite  le  dé- 

dy  .... 

nominateur  x.  Pour  que  l'équation  x  -j-  =  ay  soit  satisfaite  ,    il  est 

donc  nécessaire  que  les  deux  équations  (t)  et  (2)  aient  lieu  en 
même  temps,  saus  qu'on  soit  obligé  d'attribuer  à  x  une  valeur  par- 
ticulière; et  comme  l'équation(i)  est  irréductible,  une  de  ses  racines, 
y\  par  exemple,  ne  peut  satisfaire  à  l'équation  (2),  sans  que  toutes 
les  autres  yt,  y3,.  .  .y^,  n'y  satisfassent  aussi.  Donc,  si  l'intégrale  par- 
ticulière y=y,  vérifie  l'équation  x  -^-  =  ay,  les  intégrales  particu- 
lières y  =_/,,  y=y3).  .  .yz=yfA)  la  vérifieront  également.  Les  ra- 
cines y,,  y»,- .  -y^  étant  différentes  de  zéro  par  la  nature  même  de  l'é- 
quation irréductible  (1),  il  résulte  de  la  théorie  des  équations  linéaires 
que  la  valeur  de  y  s'obtiendra  en  multipliant  y,  par  une  certaine 
constante  C, ,  ou  bien  en  multipliant  )\,--  .jr,,  par  des  constantes 
C%, .  .  .CF:  on  voit  donc  qu'il  est  permis  de  poser  à  la  fois 

y  =  c,j„  y  =  c,j,,  /  =  c,j,,...j  =  c^: 

je  multiplie  ces  équations  membre  à  membre,  et  en  représentant  par 
Ci"  le  produit  C,C,C3   ..Ctft,  je  trouve 

d'où  je  tire 


y  =  £\/y,y,y%...y(i. 

Le  produit  Jxy%yi .  •  -y^  n'est  pas  nul,  puisque  léquation  (1)  étant 
irréductible,  n'a  pas  de  racine  nulle;  c'est  d'ailleurs  une  fonction  ra- 
tionnelle et   symétrique  de  y, ,  y% ,  etc.  .  et  par  suite  une  fonction 

X 
rationnelle  de  x,  que  l'on  peut  représenter  par  le  quotient  ^  de  deux 

polynômes  entiers  premiers  entre  eux.  Donc  si  la  fonction  y  =  .x* 
peut  s'exprimer  algébriquement,  sa  valeur  sera  de  la  forme 


-«y*- 
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En  différentiant  cette  valeur  ,  je  trouve 

d£  _  y  ^  YX'  -  XY'  ^ 
dx  f*.  XY 

et ,   comme  j'ai  d'ailleurs  x  J£  =  ety ,  j'en  conclus 

ï(YX'  —  XY')  =  aXY. 
fi 

Cette  équation  nous  prouve  que  XY  est  divisible  par  x ,  et  que 
par  conséquent  un  des  deux  facteurs  X  ou  Y  l'est  aussi;  car  ils  ne 
peuvent  pas  l'être  tous  deux  à  la  fois,  puisqu'on  les  suppose  premiers 

X 

entre  eux.  Admettons  d  abord  que  —  soit  une  fonction  entière.  11  est 

alors  permis  de  faire  X  =  Zx" ,  n  étant  un   nombre  entier  >  o  et  Z 
un  nouveau  polynôme  non  divisible  par  x  :  on  a  donc 

X'  =  nZx*~'  -+-  Z'x". 

Portant   cette  valeur  et  celle  de   X   dans  l'équation  précédente,  on 
obtient 

-  («YZ-r»-'  -I-  YZ'.r"  —  ZY'a-j  =  aXZx' , 
équation  qu  on  peut  écrire  ainsi 

Q-a)YZ  =  ^(ZY'-YZ'), 

h  dont  l'absurdité  est  manifeste  toutes  les  fois  que  a.  est  une  cons- 
tante irrationnelle  ou  imaginaire.  En  effet,  dans  cette  hypothèse ,   le 

coefficient a. ,  ne  peut  pas  être  nul ,  puisqu  en  posant  a.  =  -       la 

valeur  de  a  serait  le  quotient  de  deux  nombres  entiers  réels.  Par  con- 
séquent le  premier  membre,  où  se  trouvent  les  deux  facteurs  Y  et  Z 
premiers  avecx,  est  aussi  premier  avec  x,  tandis  que  dans  le  second 
membre,  ce  facteur  x  est  au  contraire  mis  en  évidence.  En  posant 
Y  =  Zx" ,  on  arrivera  de  même  à  une  équation  absurde,  savoir, 


(-  +»)  XZ  =  -.(ZX'  —  XZ'j. 
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y-  _ 
Doncj  ou  xx  ne  peut  pas  avoir  une  valeur  de  la  forme  C  \j '  -=  :   donc 

x*  ne  peut  s'exprimer  par  aucune  fonction  algébrique  de  x.  Il  est 
d'ailleurs  aisé  de  voir  que  cette  quantité  peut  être  représentée  par  des 
exponentielles  et  des  logarithmes,  puisque  l'on  a  x*  =  e*loS'. 

16.  Viennent  ensuite  les  exponentielles  dont  la  base  et  l'exposant 
à  la  fois  sont  des  fonctions  de  la  variable,  exponentielles  dont  la 
quantité  x*  nous  offre  un  exemple.  Il  est  bien  facile  de  prouver  que 
l'ou  n'a  pas  xz=j,  j  étant  une  fonction  algébrique;  car  en  diffé- 
rentiant  cette  équation,  on  trouverait 

j(i  +  îogx)  =y, 

d'où  l'on  déduirait    log.r:=  — i  =  fonction    algébrique    de  x _, 

ce  qui  est  absurde.  Mais  cette  fonction  x* ,  et  la  fonction  plus 
compliquée  qp  dans  laquelle  p  et  q  sont  deux  fonctions  algébriques 
quelconques  de  x ,  peuvent  s'écrire  sous  forme  finie  avec  les  signes 
logarithmiques  et   exponentiels ,  puisque  l'on  a 

x*  =  exloex,     ^  =  eplos?. 

17.  Je  m'occuperai  eu  dernier  lieu  des  fonctions  circulaires.  Et  da- 
bord  s'il  s'agit  du  cosinus,  on  a  par  une  formule  connue  d'Euler 


donc  la  quantité  cos  x  s  exprime  en  exponentielles  imaginaires,  et  il 
en  est  de  même  de  sin,x  et  des  autres  lignes  trigonométriques , 
puisque  l'on  a 

e            — e 
sin  x  =    ,  etc. 

i.y —  1 

Il  nous  sera  aisé  de  prouver  en  passant  que  ces  lignes  trigonométri- 
ques ne  sont  point  exprimables  en  fonction  algébrique  de  x  ,  car  si 
l'on  avait  par  exemple  cos^c=  f(x),  f  dénotant  une  fonction  algé- 
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brique,  on  aurait  aussi 

x  V~i     ,      -  x  V~ 

=.  /ta) , 

et  il  en  résulterait 


■.\/~ 


=  f(*)±  v//»*-";, 


c'est-à-dire  eT^~  '  =.une  fonction  algébrique  de  x,  ce  qui  ne  se  peut. 
Les  fonctions  trigonomélriques  inverses  ne  sont   pas  non  plus  al- 
gébriques, mais  elles  s'expriment  par  des  logarithmes  au  moyen  des 
formules  de  Jean  Bernouilli 


V- 


log  (x\/—  i  +  \/i  —  x'), 
4-  x  \/~i 


2  y  —  i  M  —  x    v  —  i/ 


En  résumé,  les  fonctions  que  l'on  rencontre  dans  les  éléments 
peuvent  toutes  s'écrire  sous  forme  finie  à  l'aide  des  signes  algébri- 
ques, exponentiels  et  logarithmiques;  ce  que  nous  nous  proposions 
d'établir. 


S  v. 


Comment  on  peut  reconnaître  dune  manière  précise  à  quelle  espèce 
appartient  une  fonction  finie  explicite  donnée. 

1 8.  D'après  la  classification  des  fonctions  finies  explicites  adoptée 
par  nous  au  paragraphe  deuxième  de  ce  mémoire,  une  fonction  finie 
explicite  de  la  niev"  espèce  ne  peut  renfermer  dans  chacun  de  ses  termes 
plus  de  n  opérations  transcendantes  portant  successivement  l'une  sur 
1  autre;  mais  de  ce  qu'une  fonction  finie  explicite  renferme  un  ou 
plusieurs  termes  affectés  de  n  opérations  transcendantes  successives, 
il  n  en  résulte  pas  nécessairement  qu'elle  appartienne  à  la  n1""'  espèce: 
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au  contraire  il  peut  arriver  qu'elle  appartienne  à  une  espèce  inférieure 
à  la  nimt  ou  même  qu'elle  soit  purement  algébrique.  Aussi  avant 
d'affirmer  qu'une  fonction  finie  donnée  appartient  à  une  espèce  ou 
à  une  autre,  est-il  nécessaire  de  réduire  autant  que  possible  les  si- 
gnes exponentiels  et  logarithmiques,  qui  se  succèdent  et  qui  souvent 
peuvent  s'entre-détruire. 

Si  vous  considérez  ,  par  exemple,  les  fonctions  log  (xe*),  log  (e'%), 
qui  sous  leur  forme  actuelle  paraissent  appartenir  à  la  seconde  es- 
pèce, vous  n'aurez  qu'à  les  écrire  ainsi  log  '  xe1)  =  log  x  -f-  jc , 
log  (e*%)  =  x% ,  pour  reconnaître  que  l'une  d'elles  est  de  première 
espèce  et  que  l'autre  est  purement  algébrique. 

Ces  réflexions  conduisent  à  un  problème  nouveau  difficile  au- 
tant qu'utile  et  dont  voici  l'énoncé  :  Étant  donnée  une  fonction 
finie  explicite ,  trouver  une  méthode  exacte  qui  fasse  connaître  avec 
certitude  à  quelle  espèce  cette  fonction  donnée  appartient.  Sans  essayer 
de  traiter  ce  problème  dans  toute  sa  généralité  ,  nous  allons  montrer, 
par  des  exemples  choisis,  quels  principes  on  doit  employer  pour  le 
résoudre  dans  chaque  cas  particulier.  Mais  ,  avant  d'entrer  en  matière, 
il  faut  démontrer  un  théorème  dont  nous  ferons,  dans  ce  qui  va 
suivre,   un    fréquent  usage. 

19.  Soient  A,  B,.  .  .C,  des  constantes  quelconques  et  x  une  va- 
riable indépendante  :  je  dis  qu'il  est  impossible  de  trouver  des  fonc- 
tions u,  v,.  .  .w,  algébriques  en  x  et  telles  que  l'on  ait 

(1)  A  log  u  -f-  B  log  v  -f-.  .  .  ■+■  C  logw  =  x. 

Pour  établir  ce  théorème,  nous  ferons  voir  que  l'équation  (i),  si 
elle  était  admise  (u,  v,.  .  .w  désignant  des  fonctions  algébriques  de 
x)  conduirait  à  une  absurdité. 

En  effet  soit  0  une  fonction  algébrique  de  x ,  telle  que  toutes  les 
quantités  u,  t>,...tv  puissent  être  regardées  comme  des  fonctions 
rationnelles  de  x  et  6,  et  qu'il  en  soit  de  même  par  conséquent  de 
leurs  dérivées  u' ,  v' , .  .  .w'.  Il  existe  une  infinité  de  fonctions  9  qui 
jouissent  de  cette  propriété,  et' l'on  peut  prendre,  par  exemple, 
8=a«-f-  /St'-f-. .  .-\-yw ,  a,  /3,.  .  .y,  étant  des  constantes  arbitraires. 
Puisque  6  est  algébrique  en  x ,  on  peut  regarder  cette  quantité 
comme  la  racine  d'une  équation  irréductible  f'x,  6=0,  f(x,  H) 
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désignant  un  polyuome  entier  par  rapport  à  x  et  6,  et  de  degré  u 
relativement  à  cette  dernière  lettre. 

Cela  posé,  en  différentiant  l'équation  (i),  il  vient 

Au'  Bv      ,  ,     C-tv' 

h—    -T---1 =  i. 

u  v  w 

D'après  ce  qu'on  a  dit  plus  haut,  le  premier  membre  de  cette  équation 
est  une  fonction  rationnelle  de  a?  et  0,  ou  peut  facilement  se  trans- 
former en  une  telle  fonction.  Ce  premier  membre  doit  être  égal  h 
l'unité,  en  prenant  pour  9  une  des  racines  de  l'équation  irréductible 
f(x,  0)  =  o  :  donc,  par  le  théorème  du  n°  5,  il  devra  aussi  se  réduire 
à  l'unité  pour  toutes  les  autres  racines. 

D'après  cela,  en  nommant  0,,  0,  , .  .  .0p  les  /*  racines  de  l'équation 
f(x .  0)  =  o,  puis  «, ,  v,,...wt,  u,,  v  ',,...  w\  les  valeurs  cor- 
respondantes de  u,   v,.  .  .w ,  u  ,  v  , .  .  .w' ,  on  aura  quel  que  soit  x  : 

Au.     ,     Bt»'f     .  .     Cw', 

—  -f- h-  •  •+    =    i  • 

Au',      .      Bt>\  ,      Civ'., 

—  + r--  •   H =   i  . 

U,  ,''a  1Va 

A«V     ,      Bf'p  ,     Cw'p   

Je  multiplie  ces  équations  par  dx  et  je  les  ajoute,  ce  qui,  en  ayant 
égard  à  la  relation 

— î  dx  H ;(fr-r,.,H dx  =d  loe  (u,u% .  . .  ««) , 

U,  U,  '  UM  ■ 

nie  donne 

Arflog(a,«,.  .  .«^-f-Brflog^.iv  .  .w)+. .  .-r-Crflog(tvIw,...wlU)=</^j:  : 

or  les  produits  uvu%.  .  .u^,,  p,t», . . .  |/„ ,  w.w,.  • -"V,  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  de  a,  9„  6t. .  .0^,  symétriques  eu  0„  9a.  .  .0,.:  donc, 
par  un  théorème  connu,  on  peut  les  exprimer  rationnellement  en  x 
et  les  représenter  respectivement  par  X,  Y,. .  .Z. 

D  où  l'on  voit  que  si  l'équation (i)  était  possible,  ou  pourrait  trouver 
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des  fonctions  rationnelles  de  x ,  savoir  X ,  Y , .  . .  Z ,  propres  à  satis- 
faire à  l'autre  équation 

(2)       ArflogX  +  BdlogY+...-f-CrflogZ  =  da:. 

On  sait  (n°  19)  que  toute  fonction  rationnelle  Xpeut  se  mettre  sous 
la  forme 

X  es  Mte  —  «)".(*  —  Vf-  v(x— ty> 
et  on  pourra  écrire  de  même 

Y  =  M,(x  —  ay<  (x  —  by-...(x  —  c)>-, 

Z  =  M, (x  —  a)*'  (x  —  by- . .  .(x  —  c)y-. 

En  posant,  pour  abréger, 

Aa  -f-  Ba,  -f.  .  .+  Ca,  =  N, 
A/3+  B/3,  +...+  Bj8,-=  P, 


A>  +  B>,  +...+  Cy,  =  Q, 
l'équation  (2)  deviendra  donc 


N        .        P  _Q_ 


+  Z—7,  +•••  + 


x — a  x  —  b         '  x  —  c 


Quelques-uns  des  coefficients  N,  P,...Q  peuvent  être  nuls;  mais 
comme  tous  ne  doivent  pas  s'annuler  à  la  fois,  supposons  N  différent 
de  zéro.  L'équation  précédente  peut  s'écrire  ainsi 


N 
x  —  a 

X 

P 

—  b 

...— 

\e 

puis  représenter  la 

quantité 

- 

pa 

r 

P 

X  —  b 

U 

Q 

X  —  c 

(x  —  b] 

. .  .  (x  - 

c)> 

Tome  II.  —  Maïs  1837. 

, 

Q 

X  —  c  ' 


i3 
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U  étant  une  fonction  entière  de  x  :  j'aurai  donc 

N U 

x  —  a  (x  —  b)  ...  {x  —  c)  ' 

d'où  je  tire  enfin 

N  (x  —  *)  . . .  (x  —  c)  =  U  (a?  —  a) , 

équation  absurde,  puisque  le  second  membre  est  divisible  et  le 
premier  membre  non  divisible  par  x  —  a.  Donc,  en  partant  de 
l'équation  (i)  supposée  possible,  on  est  inévitablement  conduit  à  une 
absurdité  :    donc  une  telle  équation  ne  peut  pas  exister. 

En  nommant  u,  v,.  .  .w,  t,  des  fonctions  algébriques  quelconques 
de  x  dont  la  dernière  ne  se  réduit  pas  à  une  simple  constante,  on 
ne  pourra  pas  davantage  avoir  l'équation 

A  log  u  -j-  B  log  v  + . .  .  -f-  C  log  w  =  t , 

car  rien  n'empêchera  de  regarder  alors  x  comme  une  fonction  algé- 
brique de  t,  et  par  suite  u,  {>,... w,  comme  des  fonctions  algébri- 
ques de  cette  même  lettre  t,  ce  qui  réduira  la  nouvelle  équation  à  la 
forme  de  l'équation  (i). 

20.  Actuellement  considérous  la  fonction  x3-,  a.  étant  une  constante 
irrationnelle  ou  imaginaire  :  cette  fonction ,  comme  nous  l'avons  vu 
n°  i5,  n'est  point  algébrique;  elle  est  transcendante.  Mais  à  quelle 
espèce  appartient-elle  ?  C'est  là  ce  que  nous  ignorons  jusqu'ici.  Conce- 
vons donc  qu'on  nous  propose  de  décider  par  une  méthode  certaine 
dans  quelle  classe  cette  fonction  doit  être  rangée.  D'abord ,  puisque 
l'on  a  xa  =  e*1^*  ,  la  quantité  x*  que  nous  désignerons  désormais 
parj"  est  tout  au  plus  de  seconde  espèce,  et  elle  sera  vraiment  de 
seconde  espèce  si  nous  montrons  qu'elle  ne  peut  pas  descendre  à  la 
première.  C'est  ce  que  nous  allons  faire  à  l'instant. 

Pour  développer  notre  démonstration  dans  laquelle,  suivant  notre 
usage ,  nous  aurons  recours  au  principe  de  la  réduction  à  l'absurde , 
admettons  qu'il  soit  possible  de  trouver  une  fonction  de  première 
espèce  équivalente  à  y.  Réduisons  à  son  minimum  le  nombre  des  trans- 
cendantes monômes  contenues  dans  cette  fonction  ,  et  soit ,  s'il  est  pos- 
sible, ô=  log  u  une  de  ces  transcendantes,  u  étant  algébrique  ;  la  valeur 
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de  /  dans  cette  hypothèse  sera  de  la  forme 

j  =  <p(x,  6), 

la  fonction  <p  étant  algébrique  par  rapport  à  6  et  contenant  en  outre, 
algébriquement  aussi,  d'autres  transcendantes  monômes  dont  il  est 
inutile  de  parler  ici.  Il  viendra  donc 

Mais  l'équation  y  =  xa  nous  donne  d'autre  part  -^-  =  -  :  il  en 
résulte  ,  en  remplaçant  y  et  -j-  par  leurs  valeurs  : 

p'x{x,  6)  +  <p'B(x,   9)  1 


<p  (x  ,  6)  x 

Cette  équation  étant  algébrique  par  rapport  à  ô  et  par  rapport  aux 
autres  transcendantes  contenues  dans  <p(x,  9),  on  peut  y  remplacera 
par  u+G,  fJ-  étant  une  constante  indéterminée  :  cela  nous  donne 


<p(x,b) 

ainsi 

l'on  a 

quel 

que 

soit  fj. 

et 

pa 

r  suite 

d(P{X,     fC  +   t) 

p  (x ,  t) 

d<p  (x  ,  p  +  6) 

<P  (x  ,  fc  4  6) 

adx 
—    ~F> 

dç  (x ,  8) 
ç(x,  9)' 

J'intègre  cette  dernière  équation,  et  déterminant  la  constante  à  l'aide 
d'une  valeur  particulière  x  =  b  k  laquelle  répond  G  =  a ,  j'obtiens 

<p  (b ,  a)  <p(x  ,  fjt.  +  G)  =  <p  (x  ,  8)<p  (b  ,  ix  +  a .. 

i3.. 
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Cette  equatiou  subsistant  pour  toutes  les  valeurs  de  p,  je  puis  la 
différentier  par  rapport  à  n  et  poser  ensuite  /*=o;  or  lequation  nou- 
velle 

<p(b,  a)  <p'o  (x,  6)  =  <p  (x ,  G)  <p'a (b ,  a) , 

qui  résulte  de  cette  opération ,  est  algébrique  par  rapport  aux  trans- 
cendantes G,  etc. ,  en  sorte  que  Ton  peut  remplacer  G  par  une  lettre 
indéterminée  i  considérée  comme  variable  indépendante.  Il  vient  par- 
là 

<p(b,  a)<p',(x,  i)=<p(x,  i)<p'.(b,  a), 
c'est-à-dire 

ç>  (x ,  i)  tp(b  ,  a)   ' 

Multipliant  donc  les  deux  membres  de  l'équation  que  je  viens  d'écrire 
par  di ,  puis  intégrant  par  rapport  à  i  et  déterminant  la  constante 
arbitraire  produite  par  l'intégration  à  l'aide  d'une  valeur  particulière 

i  =.  i, ,  on  a 

log  <p  (œ,  0  =  *$f£.  (i  —  h)  +  log  <P  (x,  i.) , 

résultat  absurde ,  puisque  le  logarithme  d'une  fonction  algébrique  de 
i  se  trouverait  exprimé  par  une  autre  fonction  algébrique  de  cette 
même  lettre  i.  Donc  si  la  quantité  y  est  exprimable  par  une  fonction 
transcendante  de  première  espèce ,  cette  fonction  ne  peut  contenir 
aucun  logarithme,  mais  seulement  des  exponentielles. 

Continuons  à  la  représenter  par  <p(x ,  G),  G  étant  non  plus  un  lo- 
garithme ,  mais  bien  une  exponentielle  de  la  forme  e" ,  u  étant  algé- 
brique ,  et  cette  exponentielle  entrant  algébriquement  seule  ou  avec 
d'autres  dans  la  fonction  <p  (xy  G).  L'absurdité  de  l'équation  y—<p{x,  6) 
ainsi  définie  sera  facile  à  établir  :  on  eu  déduit  en  effet 


dx 
ydx  ~ 


%  =  <p',(o:,8)+<p'jC>,  9)8«', 


a  cause  de  ~  =  -  il  vient  d'après  cela 

ip'x  (x ,  6)  -+-  p'5  (x  ,  t)  9u    _  _    * 
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équation  algébrique  par  rapport  aux  exponentielles  6,  etc.,  où  l'on 
peut  changer  8  en  /u.9  (/jl  étant  une  lettre  indéterminée) ,  ce  qui  fournit 

tpx  (t  ,  fit)  +  pVs  (x  ,  fti)  ftQu'  « 

<p(x,fcQ)  x' 

ou 

dtp  (x ,  (ih)  adx 

ç(x  ,f<6)  x    ' 

on  conclut  de  là  que 

dtp(x,  fti)   d<p(x,B) 

9{x,fÂ)  Ç(x,*)  ' 

Intégrant  cette  dernière  équation  et  nommant  a  la  valeur  de  9  qui 
répond  à  une  valeur  quelconque  x  =r  h ,  on  obtient 

<p  (b,  a)  <p  (x ,  j*6)  =  <p  [x,  8)  <p  (6,  fxà). 

Je  difl'érentie  par  rapport  à  /x.  l'équation   que  je  viens  d'écrire;  je 
fais  ensuite  (A  =  1  ,  et  j'ai 

8<p(£ ,  a)  <p'6  (x ,  9)  =  a?»  (x,  9) <p'a  (b ,  a), 

équation  dans  laquelle   on  peut  (n#  9)   remplacer  9  par   une  lettre 
indéterminée  i ,  ce  qui  donne 

<p'i  (x,  i)  atp'a  (J>  ,  a) 

<P(x,  i)  tp(b,  a)7*' 

Je  pose  pour  abréger 

et  je  multiplie  par  di  les  deux  membres  de  l'équation 

tp'i  (x,  i)  m 

j'intègre  ensuite  par  rapport  à  i:  en  représentant  par  i0  une    valeur 
particulière  quelconque  de  i,  j'obtiens 

,  ..  ô  (x,  i„) 
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Puisque  Ja  iettre  i  est  tout-à-fait  indéterminée,  et  que  l'équation 
précédente  est  identique  par  rapport  à  cette  lettre,  rien  n'empêche 
de  faire  /=  ô  =  e".  C'est  ainsi  que  l'on  trouve 

,        n .  0  (x ,  in) 

y  ou  <p(x,B)  =  ^m—  •  em\ 

Ainsi  notre  analyse  nous  fait  connaître  la  seule  forme  sous  laquelle 
une  exponentielle  e"  ou  emu  pourra  entrer  dans  l'expression  de  <p(x,  6). 
Cette  exponentielle  s'y  trouve  nécessairement  en  facteur  à  tous  les 
termes  :  il  en  est  de  même  des  autres  exponentielles  e' . .  .  ew  ,  ou  si 
l'on  veut  e"',. .  .erw  (n,.  .  .p  étant  des  constantes  et  v,. .  .w,  des  fonc- 
tions algébriques  de  x),  que  l'on  regardera  comme  renfermées  dans 
cette  fonction.  D'ailleurs  en  posant  mu  +  m>+  .  .  .  -\- pw  =  t,  le 
produit  e"1".^.  .  .e?"  sera  égal  à  e' :  donc  la  fonction  <p  {x,  fl)  ne  peut 
être  que  de  la  forme 

V(x,  fl)  =  zef, 

z  et  t  désignant    des  fonctions  algébriques   de    x:  puisque   l'on    a 

à  la  fois  <p  (x,  6)  =  x*  et  <p  (x,  G)  =  zë,  il  vient 

x*-  =  zë, 
d'où  l'on  tire  ,  en  prenant  les  logarithmes  , 

a.  log  x  —  log  Z  =   t  : 

or  ou  a  vu  au  n°  19  qu'une  équation  de  cette  dernière  forme  est 
toujours  impossible.  A  la  vérité  dans  ce  u°  19  la  fonction  t  est  sup- 
posée ne  pas  pouvoir  se  réduire  à  une  simple  constante.  Mais  c'est  ce 
qui  a  lieu  ici,  car  si  t  était  une  constante,  le  produit  zë  et  par  suite 
la  fonction  x*-  se  trouverait  fonction  algébrique  de  x,  ce  qui  n'est  pas 
(n-  ,5). 

Concluons  de  cette  discussion  que ,  toutes  les  fois  que  l'exposant  a. 
est  irrationnel  ou  imaginaire ,  la  fonction  x"-  est  transcendante  de 
seconde  espèce,  en  sorte  qu'on  ne  peut  espérer  de  l'exprimer  ni  par 
des  quantités  algébriques,  ni  par  des  transcendantes  de  première  espèce. 

Comme  second  exemple,  proposons-nous  de  chercher  à  quelle  es- 
pèce appartient  la  fonction  log  log  x. 
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D'abord  il  est  clair  qu'on  ne  peut  pas  avoir 

log  log  x  =  une  Jonction  algébrique  f(x), 
car  on  en  déduirait  par  la  difiërentiation 

-V—  =  /'(*)» 

x  log  X  J         ' 

et  par  suite  log  x=  une  fonction  algébrique  de  x ,  ce  qui  est  absurde. 

A  présent  je  dis  que  la  quantité  log  log  x  n  estéquivalente  à  aucune 
fonction  transcendante  de  première  espèce,  ou  (ce  qui  revient  au 
même)  je  dis  qu'on  ne  peut  pas  avoir  log  log  x  =  une  fonction 
algébrique  de  x,  d'une  ou  de  plusieurs  exponentielles  de  la  formée", 
et  d'un  ou  de  plusieurs  logarithmes  de  la  forme  log  u ,  u  étant  algé- 
brique en  x. 

Car  si  une  telle  équation  est  possible,  nommons  ô  ou  eu  une 
des  exponentielles  que  l'on  suppose  contenues  dans  son  second  mem- 
bre, et  pour  mettre  9  en  évidence  posons  simplement 

log  log  x  =  <p{x,  6), 

la  fonction  <p  étant  algébrique  par  rapport  à  6  et  contenant  en  outre, 
algébriquement  aussi,  des  exponentielles  et  des  logarithmes  dont  il  est 
inutile  de  faire  mention.  Nous  supposerons  (ce  qui  est  permis)  le 
nombre  des  exponentielles  renfermées  dans  la  fonction  <p  réduit  à 
son  minimum,  et  dès-lors  il  ne  pourra  exister  entre  ces  exponen- 
tielles, la  variable  x ,  et  des  logarithmes  de  première  espèce,  aucune 
équation  algébrique,  à  moins  que  cette  équation  ne  soit  identique. 
On  produira  une  équation  du  genre  de  celle  dont  nous  venons  de 
parler,  en  différentiant  l'égalité 

log  log  x  =  <p(x,  9), 
ce  qui  donnera 

x-àr*  =  <?'*(■*»  e; -*-<?'*(*,  m«'- 

Dans  celte  dernière  équation  qui  doit   être  identique,   on  pourra 
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donc  remplacer  6  par  j*6,  fJ.  étant  une  lettre  indéterminée:  il  viendra 

ainsi 

d'où  l'on  conclut  aisément 

d<p(x,  ac8)  =  ^<p(x,  6). 

le  signe  rf  indique  une  différentielle  totale  prise  par  rapport  à  x 
et  par  rapport  a  6  qui  est  fonction  de  x.  Intégrant  donc  et  détermi- 
nant la  constante  arbitraire  à  l'aide  d'une  valeur  particulière  x  =  b  , 
à  laquelle  répond  6  =  a ,  on  aura 

${x,    a*A)  =  P(x,  G)  +  <P{b,    fM)  —  <p(b,  a), 

équation  de  laquelle  je  déduis,  en  différentiant  par  rapport  à  fx.  et 
posant  ensuite  /x=  i, 

6<p'8  (x,  G)  =  a$a  (b,  a). 

Ici  ,  puisque  l'équation  est  algébrique  par  rapport  à  H  et  aux  autres 
transcendantes  contenues  dans  la  fonction  <p  .  je  puis  remplacer  G  par 
une  variable  indépendante  i.  J'obtiens  de  la  sorte 

<p't(x,  i)di  =  -*aV; 

d'où  je  conclus,  en  intégrant  par  rapport  à  i  et  représentant  par  i.  une 
valeur  particulière  de  i, 

<p(x,  i)  =  aç',  (b ,  a)  (log  i  —  log  ie)  -f-  <P  (•* ,  h)  ■ 

or ,  si  la  dérivée  <p'a  (b ,  a)  n'est  pas  nulle ,  cette  équation  est  absurde, 
puisqu'elle  fournit  pour  log  i  une  valeur  algébrique  en  i,  et  si  Ion 
suppose  $'„  (b  ,  a)  =  o ,  elle  donne 

<p(x,  i)  =  <p{x,  i.), 

c'est-à-dire  que  la  quantité  <p  (x ,  i)  est  indépendante  de  i  :  donc  l'ex- 
ponentielle G  n'entre  pas  dans  la  quantité  ©  (x ,  G),  d'où  résulte  im- 
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médiatement  que  cette  quantité  ne  peut  renfermer  aucune  exponen- 
tielle. 

Si  donc  la  valeur  de  log loger  est  exprimable  par  une  transcen- 
dante de  première  espèce,  elle  ne  pourra  contenir  que  des  loga- 
rithmes et  point  d'exponentielles.  Soit  Q  =  log  u  l'un  de  ces  lo- 
garithmes, u  étant  algébrique.  Pour  mettre  G  en  évidence,  nous 
écrirons  simplement  suivant  notre  usage 

log  log  x  =  cp  [x,  G), 

la  fonction  <p  étant  algébrique  par  rapport  à  Q. 

Les  logarithmes  qui  entrent  dans  cette  fonction  <p  ou  portent  sur 
la  simple  variable  x  et  sont  de  la  forme  log  x,  ou  portent  sur  des 
quantités  algébriques  différentes  de  x.  Rien  ne  m'empêche  de  suppo- 
ser le  nombre  de  ces  derniers  réduit  à  son  minimum  ,  et  dès-lors  il 
ne  pourra  exister  aucune  relation  algébrique  entre  eux  et  les  deux 
quantités  x  et  log  x.  On  s'en  convaincra  aisément  par  un  raisonne- 
ment analogue  à  celui  du  n*  g.  Reprenons  donc  l'équation.... 
log  log  x  =  <p  (x,  G),  et  supposons  que  G  soit  différent  de  log  x.  En 
différentiant  cette  équation,  j'en  obtiens  une  autre,  savoir 

-^—    ==  <p'x(x,    G)  -f-  <t's(x,   G)-, 

laquelle  est  algébrique  par  rapport  à  x,  logjr,  G  et  par  rapport  aux 
autres  transcendantes  contenues  dans  la  fonction  <p ,  ce  qui  me  permet 
de  changer,  quel  que  soit  (jl  ,  G  en  fi  +  G,  et  me  donne 

-±-=<p':c(x,  ^  +  G)  +  <?e(^,/*+G)  "-• 

J'éeale  ces  deux  valeurs  de  — = ,  et  j'obtiens 

x  logx         J 

<p',  (x ,  y.  +  V)  -f-  <p's  (x ,  fx  +  6)  U-  =  <p'x(x,  6)  +  <p'9  (x ,  G)  \. 

Multipliant  les  deux  membres  par  dx ,  et  intégrant  dans  l'hypothèse 
que  pour  x=i  ona8  =  rï,   je  trouve 

Tome  II.  —   Mabs  i33;.  l4 
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(p(x,  n  +  Q)  =  <p(.r,  fl)  -+-<p(b,  (te-4-fl)—  <p(b,  a). 

Je  diffërentie  cette  équation  par  rapport  à  p.  et  je  pose  //=  o  après 
la  difiërentiation  :  j'ai  ainsi 

ç>'s(x,  G)  =  <p'a{b,  a), 

relation  algébrique  par  rapport  à  log.r,  G,   et  où  je  puis  remplacer 

8  par  une  lettre  indéterminée  i.  Multipliant  donc  par  di  et  intégrant 
par  rapport  à  i  l'équation  nouvelle 

<p'i(x,  i)  =  (p'„{by  a) 

à  laquelle  ce  raisonnement  conduit,  puis  désignant  par  /0  une  valeur 
particulière  quelconque  de  /,  je  trouve 

<P0*>  0  =  <P'*(*»  a){i  —  i0)  +  <p{x,  i0). 

Dans  la  fonction  <p  {x,  i)  la  quantité  i  entre  donc  sous  forme  linéaire 
et  avec  un  coefficient  indépendant  de  x.  Dans  la  fonction  <p[x,  G)  la 
quantité  G  entrera  donc  aussi  sous  forme  linéaire  avec  un  coefficient 
constant:  dès-lors  si  nous  désignons  par  log;*,  log  v, .  .  .log  xv ,  les 
logarithmes  autres  que  log  x  entrant  dans  <p(x ,  6)  et  par  A ,  B, .  .  .  C 
des  constantes,  la  valeur  de  <p  {x ,  G)  ou  log  log  x  ne  pourra  être  que 
de  la  forme 

log  log  x  =  A  log  u  -f-  B  log  v  + . . .  -f-  C  log  xv  +  ^r  (x ,  log  x) , 

^(■r,  logx)  étant  une  certaine  fonction  algébrique  de  x  et  log  x. 
Pour  abréger  je  pose  îoga:  =  £:  il  vient 

log  Ç  =  A  log  w  +  Blogv+...+  Clog«i+  *(.r,  C)» 
d'où  je  déduis,  en  differentiant  et  observant  que  dÇ  =  —  , 

i  Au'     ,    Bi»'     .  .    C™»'    ,     .  ,    ,         »,    ,    i    T  ,    /       v\ 
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or  si  cette  équation  n'est  pas  identique  par  rapport  à  Ç  elle  est  ab- 
surde, puisqu'elle  fournirait  alors  pour  Ç  ou  log  x  une  valeur  algé- 
brique en  x.  Si  au  contraire  elle  est  identique  par  rapport  à  £,  on 
pourra  y  changer  £  en  /(*  +  £,  p  étant  une  lettre  indéterminée,  in- 
dépendante de  x ,  et  Ion  aura 

Je  multiplie  les  deux  membres  de  cette  équation  par  dx ,  après  quoi 
j'intègre  par  rapport  à  x  :  je  trouve  ainsi  un  résultat  de  la  forme 

log  („-K)  =  Alog^  +  Blog  }+...+  ClqgJ- 

f>  désignant  une  valeur  particulière  quelconque  de  x,  et  a,  u0,  t'0,...w0 
étant  les  valeurs  de  £,  u,  v,.  .  .w ,  pour  x=b. 

Maintenant  je  différentie  par  rapport  à  /*.  l'équation  que  je  viens 
d'écrire,  et  posant  ^ts=o,  après  la  différentiation  ,  j'obtiens 

i  =  *',(*,  0  ~  y'*(*>  a)  +  \> 

équation  algébrique  entre  x  et  Ç,  qui  doit  être  identique  en  £  et  ou 
l'on  peut  par  conséquent  remplacer  £  par  une  lettre  indéterminée  i. 
Mais  l'équation 

i  =  *',(*,   i)  —  *\(b,  a)  +  l 

sur  laquelle  je  tombe  par  le  changement  de  £  en  i,  étant  multipliée 
par  di  et  intégrée  par  rapport  à  i,  me  conduit  à  une  autre  équation 


log;  =  *(.r,  i)-V(x,  *.)--[>.(&,  a)-i](î—  g  + 


lot 


dans  laquelle  i,  est  une  valeur  particulière  de  i,  et  qui  doit  être  re- 
gardée   comme  absurde,   puisqu'elle  fournit   pour  log/  une  valeur 

14.. 
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algébrique  en  i.  Donc  quoi  qu'on  fasse  ^  on  est  conduit  à  une  absurdité 
en  regardant  la  transcendante  log  log  ,r  comme  réductible  à  la  pre- 
mière espèce ,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Étant  donnée  une  fonction  finie  explicite  quelconque  f  (x),  si  l'on 
veut  décider  d'une  manière  certaine  à  quelle  espèce  cette  fonction 
appartient,  il  faudra  évidemment  faire  usage  d'une  méthode  semblable 
a  celle  que  nous  venons  d'employer  pour  les  fonctions  particulières 
xx,  log  log  x.  Celte  méthode  est  fondée  sur  un  principe  général  :  néan- 
moins, dans  la  pratique,  il  restera  à  vaincre  les  difficultés  propres  à 
chaque  exemple.  Au  reste  on  trouvera  là-dessus  de  nouveaux  détails 
dans  le  paragraphe  suivant. 

(  La  suite  à  un  autre  cahier.) 
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Sur  le  développement  de  (i  —  ixz  -\-  z2)    %• 
Par  MM.  IVORY  et  JACOBI. 


On  a  souvent  besoin  de  développer  (i-2Xz-\-z*)  a  en  une  série  or- 
donnée suivant  les  puissances  ascendantes  de  z}  série  dont  le  terme 
général  peut  être  représenté  par  X.z"  :  y  et  z  sont  deux  variables 
comprises  entre  — i  et  -+•  i.  Or  M.  lvory  (dans  les  Transactions  phi- 
losophiques )  et  ensuite  M.  Jacobi  ont  mis  depuis  long-temps  la  valeur 
de  X,  sous  cette  forme  très  simple 

/,\  y  ' d".(x>  —  i)" 

t'y  Ao  — —    5 '„  •  TU • 

v/  1.2.3. . , .n . 2"  dx" 

C'est  dans  le  journal  de  M.  Crelle  (tome  II,  page  223)  que  se  trouve 
le  mémoire  de  M.  Jacobi  ;  mais  comme  cet  excellent  recueil  est  malheu- 
reusement peu  répandu  en  France,  nous  pensons  faire  plaisir  à  nos 
lecteurs  en  transcrivant  ici  la  démonstration  de  la  formule  (i). 

D'après    la   formule  de   Lagrauge ,    en    résolvant  l'équation 

y — x=zF  (y)  par  rapport  à  y,  on  a 

y  =  x-\-zT(x)+...-\ % /'"".?"  +•••> 

J  .  I.2.3.  .  .11        dx"    ' 

d  où  résulte 
W      d*  —  1^"    dx  ^•••^i.2.3. ..n  '     dx'      ■+-•••• 

Appliquons  la  formule  (2)  au  cas  particulier  où  F  {y)  =  {{y% —  1)  : 
l'équation  dont  y  dépend  devient  alors  y  —  x~-(y* — 1),  et  l'on 
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dZ. 

dx' 


en  déduit     i  —  zy  —  \/i—2XZ+z*,  puis  ^=(1 — 2XZ  +  s1)" 


en  vertu  de  la  formule  (2),  on  a  donc 

1  ,     -fi        ,    I   z  d-^~  ')     1        j ?! d"(x>-i)* 


et  par  conséquent 


d".(x*  —  1)" 


i.2.3...  n.2"  "  f/.r"  ' 

C.  Q.  F.  D. 

Au  reste,  la  formule  (1)  étant  donnée,  on  peut  en  démontrer 
l'exactitude  de  plusieurs  manières,  et  par  exemple  en  faisant  usage 
de  la  relation  connue    «X„  —  (211 —  i)xX,_,  -f-  (11 —  1)  X„_a  =  o. 

D'après   la  forme   de  la  fonction    X„ ,    les   intégrales 

flL„dx,  fdx/Xndx , .  .  ./""X„^/x",  dans  lesquelles  on  prend  toujours 
—  1  pour  limite  inférieure  etx  pour  limite  supérieure,  s'évanouissent 
toutes  si  l'on  pose  après  l'intégration  x—  1 .  Cela  étant ,  soit  y  une 
fonction  de  x  telle  que  y  et  ses  dérivées  ne  deviennent  pas  infinies 
lorsque  x  croît  depuis  —  1  jusqu'à  +1.  En  intégrant  plusieurs  fois 
par  parties,  on  trouve 

fl'jXndx  =  ,  .i.s';  .-..g-  fZy-^*%%dx 

équation  dont  le  second  membre  se  réduit  à  zéro,  lorsque  y  est  un 
polynôme  entier  de  degré  inférieur  à  n  :  si  l'on  fait  en  particulier 
j-  =  Xm,    m   étant  <  n,    on    tombe  sur    la    formule    bien    connue 


r. 

r: 


Hm~K.„dx  =  o:     en  posant  yz=\n,  on  a  au    contraire 

Xldx  = . 

2.1: 4-  1 
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Sur  la  sommation  d'une  série; 
Par  J.  LIOU VILLE. 


En  représentant  par  X0-|- X,z  +  etc.  ou  par  2Xnr"  le  dévelop- 
pement de  (i  —  ^.xz-\-zi)  \  on  sait  que  X0=  t  et  qu'en  général  X. 
est  une  fonction  entière  de  x  de  degré  n  :  de  plus,  si  m  est  différent 
de  n,  on  a  les  deux  formules  connues 


f*'XJLndx  =  o ,       f^'X;dx  =  — 
J   _,  J  -,  an 


+ 


Soit  ¥(x)  une  fonction  entière  de  x  de  degré  n  :  "¥  (x)  peut  toujours 
se  mettre  sous  ia  forme  A0X0+. .  .-f-AB_1Xn_1+AnXn,  A0. .  .A„_,,  A,, 
étant  des  constantes  :  cela  est  évident  lorsque  ^"[x)  se  réduit  à  une 
constante  A0,  puisque  dans  ce  cas  ■>F(x)  =  A0X0  :  il  suffit  donc  de 
prouver  que  si  le  théorème  énoncé  est  exact  pour  les  fonctions  de 
degré  (ji —  ï),  il  aura  lieu  pour  celles  de  degré  n  :  or  en  prenant  Ar. 
tel  que  les  coefficients  de  x"  soient  égaux  dans  "^{x)  et  dans  AnXn , 
^(x) —  A„X„  n'étant  plus  de  degré  (n —  ï),  devient  réductible  à  la 
forme  An_,X„_,  -f-.  .  . .  +  A„X0,  d'où  résulte  ^r(x)  =  A0X0  -f-  etc. 
En  particulier,  on  peut  mettre  sous  la  forme  citée  A0Xo-f--  .  .  +  A„X„ 
une  puissance  quelconque  x". 

Maintenant  soit  proposé  de  trouver  la  valeur  F(x)  de  la  série 

(ï)  F(x)  =  2  {2JL±lXn.p_'f!a:)Xndxl  , 

dans  laquelle  n  est  successivement  0,1,2,    3 , ...  :   la  variable  x 


/:: 
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reste  comprise  entre  —  i  et  +  i ,  et  f(x)  est  une  fonction  arbitraire 
de  x  qui  ne  devient  jamais  infinie.  Multiplions  par  X„dx  et  intégrons 

,je   x  = i  a  x  =  ~\-i  les  deux  membres  de  l'équation  (i):  cette 

intégration  fera  disparaître  tous  les  termes  du  second  membre  à  l'ex- 
ception d'un  seul,  et  l'on  trouvera 

fjV(x)-f(x)]*Jx  =  0: 

en  multipliant  l'intégrale  précédente  par  une  constante  An ,  il  vient 
[F(*)  —  /(x)]  AnX„<fcr  =  o  : 

n  étant  quelconque  dans   cette  équation,  on  en  tire  sans  peine 
f~'\V(x)  —  /(x)]  (A0X0  +  -  . .+  A„Xn)dx  =  o  , 

et  par  conséquent 

/-t-i 
[F(x)  —  f(x)]  x'dx  =  o  , 

d'où  par  un  lemme  démontré  (page  i  de  ce  volume),  on  conclut 
F(a-)  =  f(x)  ,  résultat  auquel  les  géomètres  sont  arrivés  depuis  long- 
temps par  d'autres  méthodes  moins  simples  ou  moins  rigoureuses  que 
la  nôtre.  De  plus,  si  l'on  désigne  par  ff  la  somme  des  n  premier* 
termes  de  la  série  (i),  on  peut  prouver  que  la  différence  f{x) — 9 
change  de  signe  au  moins  n  fois  lorsque   x  croît  de  —  i   à  +1, 
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MÉMOIRE 


Une  méthode  générale  d  évaluer  le  travail  dû  au  frottement , 
entre  les  pièces  des  machines  qui  se  meuvent  ensemble , 
en  se  pressant  mutuellement.  —  Application  aux  engre- 
nages cylindriques ,  coniques,  et  h  la  vis  sans  fin; 

Par  M.  COMBES. 


Lorsque  deux  corps  A  etB  se  meuvent,  en  se  pressant  mutuellement 
par  des  points  de  leurs  surfaces,  le  travail  résistant  développé  par  le 
frottement,  pendant  un  temps  infiniment  petit,  est  égal  à  l'intensité 
du  frottement  multipliée  par  l'étendue  du  glissement  des  deux  sur- 
faces l'une  sur  l'autre ,  pendant  ce  même  temps.  Or  l'étendue  du 
glissement  ne  sera  point  changée,  si  l'on  ajoute  au  mouvement  effectif 
des  deux  corps  A  et  13,  un  mouvement  commun  de  translation  dans 
une  direction  quelconque ,  un  mouvement  de  rotation  commun  au- 
tour d'un  axe  donné  ,  ou  à  la  fois  un  mouvement  commun  de  transla- 
tion et  de  rotation.  Ce  mouvement  commun  ajouté  aux  mouvements 
effectifs  des  deux  corps  ne  changera  point  en  effet  leur  mouvement 
relatif,  et  ne  saurait  en  conséquence  altérer  l'étendue  du  glissement. 

Cela  posé,  si  l'on  connaît  d'avance  le  mouvement  de  chacun  des 
corps  A  et  B,  comme  cela  a  lieu  généralement  pour  les  pièces  qui 
entrent  dans  la  composition  des  machines,  on  pourra  ajouter  au  mou- 
vement effectif,  un  mouvement  commun  de  translation  et  de  rotation, 
égal  et  directement  opposé  à  celui  du  corps  A.  Celui-ci  sera  ainsi  ré- 
duit à  l'immobilité.  Le  mouvement  du  corps  B,  résultant  de  son  mou- 
Tome  II.  —  Avril  i83-.  l5 


no  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

vement  effectif  et  du  mouvement  ajouté,  pourra  être  détermine, 
d'après  les  lois  connues  de  la  composition  des  mouvements  de  trans- 
lation et  de  rotation.  Le  chemin  décrit,  •  pendant  un  instant  in- 
finiment petit,  dans  ce  mouvement  composé,  par  l'élément  de  la 
surface  de  B  en  contact  avec  la  surface  de  A,  sera  aussi  déter- 
miné, sans  difficulté,  dès  que  le  mouvement  résultant  sera  con- 
nu :  et  il  est  évident  que  ce  chemin  sera  l'étendue  du  glissement 
des  deux  surfaces  l'une  sur  l'autre,  dans  le  mouvement  relatif  du 
corps  B  par  rapport  à  A  considéré  comme  immobile,  et  par  con- 
séquent aussi  l'étendue  du  glissement,  dans  le  mouvement  effec- 
tif et  simultané  des  deux  corps  A  et  B.  C'est  par  ce  chemin  qu'il 
faudra  multiplier  l'intensité  du  frottement,  pour  avoir  l'expression 
du  travail  résistant  élémentaire  dû  à  cette  force. 

Cette  méthode  est  d'une  application  facile,  générale  et  sûre ,  ainsi 
qu'on  pourra  le  voir  par  l'application  que  nous  en  avons  faite  au  cas 
de  l'engrenage  de  deux  roues  d'angle,  et  d'une  vis  sans  fin  avec  une 
roue.  Pour  l'appliquer,  il  faut  se  familiariser  avec  les  lois  de  la  com- 
position des  mouvements  de  rotation.  On  sait  que  ces  lois  sont  les 
mêmes  que  celles  de  la  composition  des  forces  et  des  couples  de 
forces,  ce  qui  peut  se  démontrer  par  les  notions  les  plus  simples  de 
la  Géométrie.  Voici  l'énoncé  des  théorèmes  dont  chacun  de  nos 
lecteurs  pourra  facilement  trouver  la  démonstration. 

i°.  Si  un  corps  est  animé  de  deux  mouvements  de  rotation  simultanés, 
(PLI,  fig.  i  )  autour  de  deux  axes  AB,  AC  qui  se  rencontrent  en  A,  et  que 
des  longueurs  Art,  Ab  respectivement  proportionnelles  aux  vitesses 
angulaires  soient  portées  sur  ces  axes,  à  partir  du  point  A,  le  mou- 
vement résultant  sera  un  mouvement  de  rotation  autour  de  l'axe  AD, 
diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  lignes  An,  Ab ,  avec 
une  vitesse  angulaire  proportionnelle  à  la  longueur  Art1  de  cette  diago- 
nale. 

Les  deux  axes  qui  se  rencontrent,  formant  ensemble  quatre  angles 
égaux  deux  à  deux,  on  portera  les  longueurs  Aa  et  Ab  sur  les  côtés 
comprenant  entre  eux  un  de  ces  quatre  angles,  choisi  de  façon  qu'un 
observateur  qui  serait  placé  debout  sur  le  plan  des  deux  axes,  et  aurait 
la  lace  tournée  vers  l'ouverture  de  cet  angle,  vit  le  corps  tourner  dans 
le  même  sens,  c'est-à-dire  de  sa  gauche  à  sa  droite,  on  de  sa  droite 
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à  sa  gauche,  autour  de  chacun  d'eux.  La  rolation  du  corps  autour  de 
la  diagonale,  dans  le  mouvement  résultant,  sera  dans  le  même  sens 
que  la' rotation  autour  de  chacun  des  axes  primitifs,  c'est-à-dire  de  la 
gauche  à  la  droite  ou  de  la  droite  à  la  gauche  de  l'observateur. 

2°.  Si  un  corps  est  animé  de  deux  mouvements  (PI.  I,  fig.  2)  simulta- 
nés de  rotation  autour  de  deux  axes  parallèles  AB,  CD ,  et  si  ces  mou- 
vements sont  dans  le  même  sens,  le  mouvement  résultant  est  une 
rotation  autour  d'un  axe  EF,  parallèle  à  chacun  des  deux  premiers,  si- 
tué dans  le  même  plan,  et  partageant  la  distance  IK  qui  les  sépare, 
en  parties  10  et  KO  inversement  proportionnelles  aux  vitesses  angu- 
laires autour  des  axes  AB  et  CD.  La  vitesse  angulaire  autour  de  l'axe 
EF,  dans  le  mouvement  résultant ,  est  égale  à  la  somme  des  vitesses 
angulaires  autour  des  axes  primitifs  AB,  CD. 

(PLI,  fig.  5).  Si  les  deux  rotations  composantes  sont  de  sens  contraire, 
la  rotation  résultante  a  lieu  autour  d'un  axe  parallèle  à  chacun  de» 
deux  axes  donnés,  situé  dans  leur  plan  et  qui  coupe  la  ligne  IK  sur 
son  prolongement  au-delà  de  l'axe,  autour  duquel  la  vitesse  angulaire 
est  la  plus  grande  :  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  résultante  est 
égale  à  la  différence  entre  les  vitesses  angulaires  des  rotations  compo- 
santes. Elle  est  dans  le  même  sens  que  la  plus  grande  de  ces  vitesses. 
Enlin  les  distances  10  et  OK  sont  entre  elles  dans  le  rapport  inverse 
des  vitesses  angulaires  composantes  autour  des  axes  AB,  CD. 

5°.  Si  les  deux  vitesses  angulaires  autour  de  deux  axes  parallèles 
sont  ég.les  et  de  sens  contraire,  elles  forment  alors  un  couple  de 
rotations.  Le  mouvement  résultant  est  un  mouvement  de  translation, 
dans  une  direction  perpendiculaire  au  plan  commun  des  deux  axes, 
avec  une  vitesse  égale  au  produit  de  la  vitesse  angulaire,  autour 
de  chacun  des  axes  donnés,  par  leur  distance.  Le  sens  du  mouve- 
ment de  translation  est  d'ailleurs  donné  par  le  sens  des  rotations 
composantes.  Ainsi ,  si  l'on  se  représente  le  plan  dés  deux  axes 
donnés  comme  horizontal,  le  mouvement  de  translation  sera  ver- 
tical ascendant,  ou  vertical  descendant,  suivant  que  la  rotation  au- 
tour de  l'un  des  axes  tendra  à  élever  au-dessus  du  plan,  ou  à  abai-ser 
au-dessous  de  lui ,  les  points  situés  sur  le  second  axe. 

4°.  Une  rotation  autour  d'un  axe  peut  être  remplacée  par  une  rota- 

■  5.. 
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tion  égale  et  de  même  sens  autour  d'un  axe  parallèle,  et  par  uu 
couple  de  rotations ,  équivalent  à  une  translation  dans  une  direction 
perpendiculaire  au  plan  des  deux  axes.  Cela  permet  de  composer  en- 
semble deux  rotations  autour  d'axes  non  situés  dans  le  même  plan, 
ou  plus  généralement,  de  composer  un  nombre  quelconque  de  rota- 
tions autour  d'axes  qui  ne  se  coupent  pas,  et  de  les  réduire  à  une 
rotation  autour  d'un  axe,  et  à  un  couple  de  rotations  équivalent  à  un 
mouvement  de  translation. 

Il  est  avantageux  pour  1  étude  des  machines  de  se  rendre  ces  théo- 
rèmes familiers  ;  et  comme  leur  démonstration  n'exige  pas  d'autres  con- 
naissances que  celles  de  la  Géométrie  élémentaire,  il  serait  utile  de 
les  répandre  dans  l'enseignement  inférieur,  et  de  les  placer  à  la  suite 
des  lois  de  composition  des  vitesses,  ou  mouvements  de  translation. 
iNous  les  avons  appliqués  au  calcul  du  travail  résistant  développé  par  le 
frottement,  entre  des  pièces  qui  entrent  habituellement  dans  la  com- 
position des  machines.  Ou  pourra  comparer  cette  méthode  à  celle 
suivie  par  les  auteurs  qui  ont  traité  le  même  sujet  avant  nous.  Voir 
(Mémoire  sur  les  engrenages,  par  MM.  Lamé  et  Clapeyron;  an- 
nales des  Mines,  irc  séria,  tome  IX,  p.  60 1.  —  Mémoire  sur  l'é- 
valuation du  travail  dû  aux  frottements  dans  les  engrenages  co- 
niques, par  M.  Coriolis;  Journal  de  l'École  Polytechnique ,  ca- 
hier XXV,  page  44  )• 

L'évaluation  du  frottement  dans  les  engrenages  cylindriques  se 
trouve  aussi  dans  les  leçons  lithographiées  de  M.  Navier  pour  l'École 
des  Ponts  et  Chaussées,  et  de  M.  Poncelet  pour  l'École  de  Metz;  j'ai 
également  donné,  depuis  quatre  ans,  dans  mes  leçons  à  l'École  des 
Mines,  le  frottement  dans  les  engrenages  coniques,  mais  par  une  mé- 
thode moins  simple  que  celle  que  j'expose  dans  ce  Mémoire. 
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Frottement  dans  les  engrenages  cylindriques. 

(PI.  I ,  fîg.  4).  Soient  C  et  0  les  traces  des  axes  des  deux  roues  d'en- 
grenage sur  le  plan  commun  des  deux  roues  : 

CA  =  R  et  OA=R'  les  rayons  des  circonférences  primitives  : 

am,  an  les  contours  de  deux  dents  appartenant  la  première  à  la 
roue  (c),  la  seconde  à  la  roue  (o);  ces  dents,  dans  la  position  actuelle 
des  roues,  se  touchent  le  long  de  la  génératrice  dont  la  trace  sur  le 
plan  des  roues  est  en  a. 

La  forme  des  dents  doit  être  telle  que  ,  dans  le  mouvement  du  sys- 
tème,  les  points  situés  sur  les  circonférences  primitives  qui  ont  pour 
rayons  CA  et  OA  prennent  des  vitesses  égales. 

Il  suit  de  là,  que  si  nous  désignons  par  u  la  vitesse  d'un  point  à  la 
circonférence  primitive  de  l'une  et  de  l'autre  roue,  la  vitesse  augulaire 

de  la  roue  (c)  autour  de  sou  axe  sera  ^ ,  et  la  vitesse  angulaire  de  la 

roue  (o)  autour  de  son  axe  sera  =p. 

Le  mouvement  relatif  des  deux  roues  ue  sera  point  changé  si  nous 
imprimons  à  chacune  d'elles  un  mouvement  de  rotation  autour  d'un 
axe  fixe,  qui  se  composera  avec  le  mouvement  de  rotation  qu'elle  pos- 
sède autour  de  son  axe.  Or,  si  nous  imprimons  aux  deux  roues  un 
mouvement  de  rotation  autour  de  l'axe  C,  avec  une  vitesse  angulaire 

égale  à  =-  dirigée  en  sens  contraire  du  mouvement  de  rotation  de  la 

roue  (c)  autour  de  son  axe,  celte  dernière  roue  sera  réduite  au  repos, 
et  la  roue  (o)  sera  animée  de  deux  mouvements  de  rotation,  l'un  autour 

de  l'axe  C  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  R  ,  et  l'autre  autour  de  son 

axe  propre  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  ^7.  Ces  deux  mouve- 
ments sont  de  même  sens  et  se  composent  en  un  seul.  L'axe  autour 
duquel  a  lieu  le  mouvement  résultant  est  parallèle  aux  deux  axes  C  et 
O  et  sa  trace  sur  le  plan  des  deux  roues  est  en  A ,  au  point  de  contact, 
des  deux  circonférences  primitives  ;  car  on  a 
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CA   :  OA   ::  £  ;  1 

R'     R' 

La  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe  est  égale  à  la  somme    5.  +  il 
des  vitesses  angulaires  composantes.  On  voit  que  le  mouvement  re\Z 
t,    de  la  roue  (o)  par  rapport  à  la    roue  (c)  regardée  comme  immo- 
bile ,  est  nn  roulement  de  la  circonférence  (o)  sur  la  circonférence  (c) 
sansghssement,  puisque  l'axe  autour  duquel   tourne  la  circonferencC 

(o)  est  toujours  au  point  de  contact  des  deux  circonférences 

Il  sait  de  là  que  la  normale  commune  en  a  aux  deux  contours  a,n 

et  an  qui  se  pressent  mutuellement,  doit  passer,  pour  une  position 

quelconque  dn  système,  parle  point  de  contact  A  des  circonférence 

primitives. 

En  effet    lorsque  la  roue  (c)  est  réduite  au  repos,  sans  que  le  mou- 
vement relatif  soit  altéré,  l'élément  a  de  la  dent  an  appartenant  à  la 
oue  mob, e  (o;  doit  glisser  sur  le  contour  de  la  dent  ^  appartenant  à  la 
roue  fixe  (c).  Or  cet  élément  a  de  la  dent  an  décrit  aloTs  un  arc  de 
cercle  infiniment  petit  dont  le  centre  est  eu  A,  et  dont  le  rayon  est  An 
Au  doit  donc  être  la  normale  commune  en  a  aux  contours  des  deux 
dents  en    p„se,  sans  quoi  elles  cesseraient  de  se  toucher,    dans  le 
mouvement  relatif,  et  aussi  dans  le  mouvement  effectif  du  système 
Aous  pouvons  en  outre,  connaissant  la  vitesse  angulaire  de  la  roue 
mobile  (o)  autour  de  l'axe  instantané  A,   déterminer  quelle  sera  l'é- 
endue  du  glissement  de  l'élément  a  de  la  dent  an  sur  le  contour  de 
a  dent  ««M.»  En  effet,  dans  un  instant  infiniment  petit  dt, 
1  élément  a  décrit  un  arc  de  cercle  égal  à 

Q-  +    ^)dt  X   Aa  =  (I    +   i.,)  Aa   x   lldt 

Or  si  l'on  désigne  par  ds  l'arc  infiniment  petit  de  la  circonférence 
mobile  (0)  qu,  s  applique  pendant  l'instant  dt  sur  un  arc  égal  de  la  circon- 
férence fixe  (c)  nous  aurons  udt  =  ds:  donc  l'étendue  du  glissement 
des  contours  de  deux  dents  en  prise,  l'une  sur  l'autre,  pour  un  arcin- 
fimment  petit  ds  parcouru  par  un  point  de  la  circonférence  primitive 
de  l'une  ou  de  l'autre  roue,  est  égale  à  Aa  ^  +  ±)ds,  expression  dans 
laquelle  Aa  est  le  rayon  vecteur  variable,  qui  va  du  point  de  contact  des 
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circonférences  primitives  au  point  de  contact  des  deux  dents  en  prise. 
Si  donc  nous  désignons  par  pla pression  mutuelle  des  deux  contours  «m 
et  an,  par  f  le  rapport  du  frottement  à  la  pression,  par  s  le  rayon 
vecteur  variable  An  ,  l'expression  du  travail  résistant  élémentaire  dû 
au  frottement,  pour  un  arc  ils  àox\\  chacune  des  circonférences  primi- 
tives aura  tourné ,  sera 

et  l'intégrale 

exprimera  le  travail  résultant  du  frottement  correspondant  à  l'arc  S 
dont  tourne  chacune  des  circonférences  primitives,  depuis  le  moment 
où  deux  dents  commencent  à  se  pousser  dans  la  ligne  des  centres, 
jusqu'à  ce  qu'elles  se  quittent. 

Supposons  que  la  roue  (c)  conduise  la  roue  (o)  ,  et  que  la  ré- 
sistance agissant  sur  la  roue  (o)  soit  une  force  Q  agissant  taugentiel- 
lement  à  la  circonférence  primitive.  Appelons  a.  l'angle  aAT,  com- 
pris entre  la  normale  commune  Aa  et  la  tangente  commune  AT  aux 
deux  circonférences  primitives,  ci  la  distance  Ai  du  point  A  au  point 
où  la  tangente  commune  en  a  aux  dents  en  prise  coupe  la  ligne  des 
centres  OC;  nous  aurons,  pour  déterminer  la  pression  p,  l'équation 
suivante  : 

Q   x   R'  =  pR'cosa  +  fp(R'—  d)sma,  (i) 

qui  exprime  que  la  force  Q,  la  pression  p  et  le  frottement  fp  qui  ré- 
sulte de  cette  pression,  se  font  équilibre  autour  de  l'axe  fixe  0.  R' — d 
peut  être  positif,  négatif  ou  nul.  Comme  l'angle  a  demeure  toujours 
très  petit,  quand  les  dents  des  roues  sont  petites,  et  comme  le  rapport  f 
est  lui-même  une  petite  fraction ,  on  peut  généralement  négliger  le 
dernier  terme  du  second  membre  de  l'équation  précédente,  et  poser 
simplement 

Q  X   R'  =  />R'cosa,     d'où     p  =  SL-. 
Cette  valeur  de  p  portée  dans  l'expression  du  travail  résistant  (a)  donne 
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Si  les  contours  des  dents  sont  de  petites  portions  d'épicycloïdes  engen- 
drées par  une  circonférence  de  cercle  dont  nous  désignerons  le  rayon 
par >,  il  est  facile  de  voir  que  l'on  aura 


z  =  2rsina     et     a  =  — 


Ces  valeurs  de  2  et  a  étant  portées  dans  l'expression  précédente ,  elle 
devient 


I  sio  —  ds 

Mi  +  «•)"■/     ^   - 

I  cos  — 

*J    o  ir 

-WQï  +  i)    ><     ^'log.COS^. 


Or,  quand  S  est  un  petit  arc,  on  peut  développer  log  cos  —  en  une 
série  très  convergente,  et  l'on  a 

,              S  S' 

log  cos  —    =  k-  . 

en  s'en  tenant  au  premier  terme  de  la  série,  et  négligeant  la  quatrième 

puissance  et  les  puissances  supérieures  de  — ■ 

L'expression  du  travail  résistant  dû  au  frottement  devient  par  la 
substitution  de  cette  valeur 

l'arc  parcouru  par  la  circonférence  de  la  roue  (o)  correspondant  à  cette 
quantité  de  travail  étant  égal  à  S,  il  s'ensuit  que  le  frottement  donne 

lieu  au  même  travail  résistant  qu'une  force  égale  à  yQ f =-  -f-  ^--jS, 

qui  serait  appliquée  tangentiellement  à  la  circonférence  primitive  de 
la  roue(o).  La  valeur  du  frottement  rapporté  à  la  circonférence  de  la 
roue  primitive  augmente  donc  proportionnellement  à  l'arc  S  corres- 
pondant à  une  dent  de  chaque  roue.  Si  m  est  le  nombre  de  dents  de  la 
roue  (c)  ,  et  n  le  nombre  des  dents  de  la  roue  (o) ,  on  a 


et 


PURES  ET  APPLIQUEES. 


2ttK  =  mS  K  =  — s> 

dou 
27rR'=  «S,  if  =  ?S' 


î/<i(k+ês=*fi&+'ù 


Telle  est  l'expression  dont  on  fait  usage  ordinairement,  pour  repré- 
senter la  force  résistante  moyenne  résultante  du  frottement,  rapportée 
à  la  circonférence  de  la  roue  conduite.  Elle  est  généralement  trop  pe- 
tite :  mais  elle  approche  d'autant  plus  d'être  exacte  que  les  dents  sont 
plus  petites. 

Dans  le  cas  où  les  contours  des  dents  seraient  engendrés,  par  un 
cercle  d'un  rayon  infini,  roulant  sur  l'une  et  l'autre  circonférence, 
c'est-à-dire  où  ils  deviendraient  des  développantes  de  cercle,  le 
point  de  contact  serait  constamment  situé  sur  la  tangente  commune 
aux  deux  circonférences  primitives.  On  aurait  cl  =  o  et  z  =  s:  l'ex- 
pression 

deviendrait 

Mk  +  iaf>  =;/<  +  >> 

c'est-à-dire  que  la  valeur  donnée  précédemment,  pour  la  force  résis- 
tante équivalente  au  frottement,  serait  rigoureusement  exacte,  dans  ce 
cas,  si  nous  n'avions  pas  négligé  d'abord  le  second  terme  du  deuxième 
membre  de  l'équation  (i). 

Il  est  aisé  de  voir  que  ,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  la  valeur  exacte 
de  la  pression  p  est 

QR' 

L'expression  de  la  force  équivalente  au  frottement  est  donc  encore , 
pour  ce  cas,  un  peu  trop  faible. 

Tome  II.  —  Aveu.  1837.  "6 
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Engrenage  d'une  roue  et  d'une  lanterne. 

(PL  I,  fig.  5).  Soit  0  l'axe  de  la  lanterne,  c  le  centre,  ou  la  trace  de 
l'axe  de  I'uq  des  fuseaux  dont  nous  représenterons  le  rayon  par  r, 
am  le  contour  de  la  dent  qui  presse  le  fuseau.  L'élément  par  lequel 
se  toucheront  la  dent  et  le  fuseau ,  doit  être  normal  au  rayon  vecteur 
Ac,  mené  du  point  A  au-  centre  c  du  fuseau  ;  ainsi  cet  élément  est 
situé  en  a.  Conservant  d'ailleurs  les  mêmes  notations  que  dans  l'article 

précédent,  voyons  ce  que  devient  l'intégrale  /  . 

L'angle    a  est  la    moitié  de    l'angle   AOc;    la  corde 

Ac  =  z  +  r  =  2  sin  £  AOc  x  R'  :  on  a  donc 

z  +  r=  2R'sina.  (1) 

Si  un  arc  infiniment  petit  ds  de  la  circonférence  (0)  s'applique  sur  un 

arc  égal  de  la  circonférence  (C),  le  centre  cde  la  lanterne  viendra  en 

c' ,  ce'  étant  l'arc  infiniment  petite,  la  corde  Ac  deviendra  Ac' f  et 

si  l'on  prolonge  l'élément  ce'  suivant  la  tangente  cb,  il  est  évident 

que  l'on  aura  dz  =  Ac'  —  Ac  z=zds  cos  \cb  =  ds  cos  a. 

D'où 

,  dz 

I  as  s= 


cos  a. 


On  a  donc  /  =  / — - — :   et    en    substituant    à  cos' a  sa  valeur 

J  cos  a        J  cos"  a. 


tdti >  tirée  de  l'équation  (i),  il  vient 


""zds  ,n/.    /"z  zdz 


rzds_   __     R/â    ri 
J  cos  a  4        J  0      4R"  _  (z  -f.  r)'' 

La  valeur  de  cette  intégrale  est 

*R"  Tloe-       4R"-/-' *_  ,        aR'  +  r+Z       2R'-/-j 
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Il  est  permis  de   négliger  le  second  terme  écrit  dans  la  parenthèse, 
d'une  part  parce  que  sa  valeunest  très  petite,  quand  Z  est  lui-même 
petit  par  rapport  à  2R'  —  r,  et  ensuite  parce  que   l'omission  de  ce 
terme  donnera  pour  le  frottement  une  valeur  un  peu  trop  grande. 
L'expression  précédente  devient  alors 

2RMog.4R„_(Z+-. 

Pour  qu'elle  coïncide  avec  celle  obtenue  dans  le  cas  des  engrenages 
épicycloïdaux ,  il  faut,  en  prenant  pour  la  valeur  du  ldgarithme , 
le  premier  terme  de  son  développement  en  série,  qui  est 

Z(ar  +  Z) 


4R'»  —  (r  +  Z)*' 


négliger  au  dénominateur  (r  +  Z)*  par  rapport  à  4R'*  et  poser  au 
numérateur 

Z(2r+Z)  =  S'. 

On  commet  ainsi  deux  erreurs,  généralement  dans  le  même  sens,  qui 
diminuent  l'expression  du  frottement. 
Et  l'on  a 

2r'>  iog     *&' \-jL-  =  1  s-. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  discuter  l'engrenage  d'une  roue  et  d'une  cré- 
maillère, qui  est  un  cas  particulier  de  l'engrenage  de  deux  roues 
planes;  je  passe  à  l'engrenage  de  deux  roues  non  situées  dans  le 
même  plan  ,  mais  dont  les  axes  se  rencontrent. 

Engrenage  de  deux-  roues  d'angle. 

(PI.  I,  fig.  6).  Soient  MC  et  MO  les  deux  axes  qui  se  coupent  en  M: 
u  la  vitesse  que  prennent  dans  le  mouvement  du  système,  les  points 

situés  à  la  circonférence  de  l'une  et  de  Vautre  roue,  R,  R'  les  rayons 

CA  et  OA  des  circonférences  primitives  : 

y  l'angle  compris  entre  les  plans  des  deux  roues;  cet  angle  y  peut 

varier  de  o  à  1800;  il  est  nul  quand  les  deux  roues  sont  intérieures 

t6.. 


rao  JOURNAL  DE  MATHEMATIQUES 

l'une  à  l'autre;  il  est  de  180%  lorsqu'elles  sont  placées  extérieurement 
l'une  à  l'autre  dans  unmême  plan, 

»■»  »7  >  seront  les  vitesses  angulaires  des  deux  roues  autour  de  leurs 
axes  respectifs. 

Si  l'on  imprime  aux  deux  roues  un  mouvement  de  rotation,  autour 
de  l'axe  MC,  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  -^  ,  et  en  sens  con- 
traire du  mouvement  de  la  roue  (c) ,  celle-ci  sera  réduite  au  repos. 
Le  mouvement  de  la  seconde  roue  sera  le  mouvement  résul- 
tant de  sa  rotation  autour  de  son  axe  MO  et  de  la  rotation  au- 
tour de  MC;  portons  sur  les  axes  MC  et  MO  deux  longueurs  Ma  et 

Mb,  respectivement  proportionnelles  aux  vitesses  angulaires  -rr  >  n?  • 
La  diagonale  du  parallélogramme  Maib,  construit  sur  ces  lignes,  sera 
suivant  l'axe  autour  duquel  aura  lieu  le  mouvement  de  rotation  ré- 
sultant, et  la  grandeur  de  cette  diagonale  sera  égale  à  la  vitesse  angu- 
laire dans  ce  mouvement;  or  il  est  clair  que  la  diagonale  sera  suivant 
la  génératrice  MA ,  le  long  de  laquelle  se  touchent  les  deux  surfaces 
coniques,  ayant  leur  sommet  commun  en  M  et  pour  bases  les  circon- 
férences primitives;  en  effet  les  sinus  des  angles  compris  entre  la 
diagonale,  et  les  côtés  Ma,  Mb  doivent  être  entre  eux  dans  le  rapport 

inverse  de  ces  mêmes  côtés,  c'est-à-dire  dans  le  rapport  de  rrà  -j;  , 

R  R' 

ou  de  R  à  R'  :  or  on  a  sin  AMC  =  ^  ,  sin  AMO  =  ^-r  :   ces   sinus 

étant  entre  eux  comme  R  est  à  R',  il  en  résulte  que  la  diagonale  du 
parallélogramme,  où  l'axe  du  mouvement  de  rotation  résultant,  est 
suivant  MA.  La  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe  est  égale  à  la 
longueur  Mi  de  la  diagonale,  c'est-à-dire  à 


y/ Ma  -f-  Mb'—  zMa  x  Mb  cos  iaM 


lu-  U*  2.U" 


= ■  «  Vi  +  m 


2  cos  y 


RR'    ' 

On  voit  donc  que  le  mouvement  relatif  de  la  roue  (o)  par  rapport  à 
la  roue  (c),  est  le  même  que  si  le  cône  ayant  son  sommet  en  M  et 
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pour  base  la  circonférence  OA,  roulait,  sans  glisser,  sur  le  cône  ayant 
même  sommet  et  pour  base  la  circonférence  CA. 

Il  suit  de  là  que  si  am  et  an  sont  les  contours  de  deux  dents  en 
prise  (ces  dents  sont  ici  des  portions  de  surfaces  coniques  attachées 
aux  deux  roues,  et  ayant  leur  sommet  en  M,  lesquelles  se  touchent 
le  long  d'une  génératrice;  am  et  an,  représentent  dans  la  figure,  les 
directrices  de  ces  surfaces),  la  normale  commune  au  point  de  contact 
aux  deux  contours,  devra  être  perpendiculaire  à  la  génératrice  MA 
par  laquelle  se  touchent  les  cônes  ayant  pour  bases  les  cercles  primi- 
tifs des  deux  roues.  Appelant  z  la  longueur  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  a,  pris  au  milieu  de  la  longueur  de  l'élément  de 
contact,  sur  MA  ,  l'étendue  du  glissement  de  la  dent  an  sur  la  dent 
am  sera,  pendant  un  instant  dt,  égale  à 


"  's/i 


RR 


si  ds  est  l'arc  infiniment  petit  de  la  circonférence  (o) ,  qui  s'applique 
pendant  l'instant  dt  sur  un  arc  égal  de  la  circonférence  (c),  l'éteudue 
du  glissement  correspondant  à  l'arc  ds,  dont  chacune  des  circonfé- 
rences a  tourné  dans  le  mouvement  effectif  du  système,  sera  expri- 
mée par 

/  1       ,       I  2  COS  y      , 

p  désignant  la  pression  mutuelle  des  dents  en  prise  l'une  sur  l'autre, 


-        /  1       .       1  2  cos  y      , 


sera  le  travail  résistant  élémentaire  développé  par  le  frottement ,  et 
l'intégrale 

J  V  R«  ^   R'a  RR'  J  o   '        ' 

sera  le  travail  résistant  pour  l'arc  S  parcouru  par  un  point  de  la  circon- 
férence de  l'une  ou  de  l'autre  roue,  depuis  le  moment  où  deux  dents 
commencent  à  se  pousser  dans  le  plan  des  axes  des  roues,  jusqua 
ce  qu'elles  se  quittent. 
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Soit  (PI.  1,  fig.  6  bis)  ,  le  point  de  contact  des  deux  dents ,  dans  le 
plan  moyen  de  la  roue  conduite  (o).  Mo  représentant  l'axe  de  cette 
roue,  et  MA  la  génératrice  de  contact  des  cônes  primitifs,  z  est  la 
perpendiculaire  am  abaissée  du  point  a  sur  MA.  Or,  quand  les  dents 
sont  petites,  cette  ligne  am  ou  z  se  confond  sensiblement  avec  la 
ligne  An,  menée  du  point  a  au  point  de  contact  des  circonférences 
primitives,  et  contenue  dans  le  plau  moyen  de  la  roue  (o).  En  effet,  si 
nous  menons  la  ligne  ak,  dans  le  plan  de  la  roue  ,  perpendiculaire  au 
rayon  Ao,  et  si  nous  joignons  les  points  m  et  k  ,  la  ligne  mk  sera  une 
perpendiculaire  commune  aux  lignes  MA  et  ak.  Appelant  a  l'angle 
compris  entre  la  ligne  Art,  et  la  tangente  commune  AT  aux  deux  cir- 
conférences primitives,  et  J  le  demi-angle  au  centre  du  cône  AMo, 
nous  aurons  les  relations 

am  =  z*  =  ak  -f-  mk , 

mk  =  AAcoseP  =  Art  sin  a.  costT  , 

ak  =  Art  cos  a, 


d'où 


et 


z*  =  Art  (cos*  a,  -j-  sin' acos*cT) , 


cosaA/«=  —   =   \/cosa  et  -f-  sinaacosacT: 

ka  Y 

dans  l'engrenage  cylindrique,  l'angle  cT  =  o,  cosj  =  i  ;  et  l'on  a 
;  =  Art,  cos kam  =  i  ;  les  deux  lignes  ak  et  am  se  confondent. 

Dans  l'engrenage  conique,  si  les  dents  sont  petites,  l'angle  a  de- 
meurera toujours  très  petit.  Son  sinus  sera  presque  nul  et  son  cosinus 
égal  à  i  ,  de  sorte  que  les  lignes  am  et  rtA  seront  encore  très  près  de 
se  confondre  ,  et  pourront  être  prises ,  sans  erreur  sensible,  l'une  pour 
l'autre. 

Si  nous  appelons  Q  la  résistance  agissant  tangentiellement  à  la 
roue  conduite  (o) ,  la  valeur  approchée  de  p  ,  dans  l'hypothèse  que  z 
se  confond  avec   Art ,  sera ,  comme   pour  l'engrenage  cylindrique , 

P=  — — ,  et  l'expression  du  frottement  sei'a 


J  V  V    R'    "r    R"  RR'     J  o  cos  «  ' 
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Cette  expressiou  coïncide  avec  celle  obtenue  pour  l'engrenage  plan 
de  deux  roues  extérieures  l'une  à  l'autre,  lorsque  l'on  y  pose  y  =  1800 
et  cos  y  =  —  1 . 

Dans  le  cas  où  les  deux  roues  sont  intérieures  l'une  à  l'autre,  on 
a  y  =0  ,  cos  y  =  1 ,  et  l'expression  précédente  devient 


Mi  -  m 


S   zds 

1      COS  a 


Lorsque  les  directrices  am  et  an  des  portions  de  surfaces  coni- 
ques, formant  les  contours  des  dents,  sont  des  courbes  engendrées  par 
une  circonférence  de  cercle  située  dans  le  plan  de  la  roue  (o) ,  ce  qui 
donne  pour  la  courbe  an  une  épicycloïde  plane  et  pour  la  courbe  am 
une  épicycloïde  sphérique,  ou  trouvera  pour  la  valeur  moyenne  du 
frottement,  considéré  comme  une  force  appliquée  à  la  circonférence 
primitive  de  la  roue  conduite  , 


1     - _.     /i  1  1  cos  y       c 

m  et  n  étaut  les  nombres  de  dents  des  deux  roues,  on  a 


R  mS'      R'  nS' 

et  l'expression  précédente  devient 


/r\  .  /  '            1          2  cos  y 
*/Q  W—  4- -■ 

Pour  y  =  1800,  cos  y  ==  —  1  ,  la  résistance  du  frottement  est  la  plus 
grande.  C'est  le  cas  de  l'engrenage  de  deux  roues  situées  extérieure- 
ment dans  le  même  plan. 

Pour  y=io ,  cos^=i  ,  la  résistance  du  frottement  est  la  plus  petite. 
Elle  est  exprimée  par 


*/qG-^ 


c'est  le  cas  où  les  deux  roues  sont  dans  le  même  plan ,  et  situées  in- 
térieurement l'une  à  l'autre. 
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Frottement  dans  la  vis  sans  fin. 

(PI.  I,  lig.  7  et  7  bis).  Soient  0  l'axe  de  la  vis  sans  fin,  que  nous 
supposerons  vertical  : 

C  l'axe  horizontal  de  la  roue  : 

CA  =  R  le  rayon  de  la  circonférence  primitive  de  la  roue  (le  point 
de  contact  du  filet  de  la  vis  et  de  la  dent  presse'e  par  ce  filet,  est  tou- 
jours situé  sur  un  point  de  la  tangeute  AT  à  cette  circonférence,  pa- 
rallèle à  l'axe  de  la  vis}. 

OA  =  r  le  rayon  du  cylindre  sur  lequel  est  enveloppée  l'hélice  ou 
l'élément  hélicoïdal,  qui  presse  les  dents  de  la  roue  :  i  l'inclinaison 
constante  de  cette  hélice  sur  le  plan  horizontal. 

Le  filet  serpente  sur  le  noyau  de  la  vis  et  s'élève  en  tournant 
dans  le  sens  xj.  Lorsque  la  vis  entière  tourne  sur  son  axe  dans 
ce  même  sens,  le  filet  de  la  vis  presse  successivement  les  dents  de 
la  roue  de  haut  en  bas  et  fait  tourner  celle-ci  dans  le  sensjx-  La 
condition  de  ce  mouvement  est  que  la  vitesse  d'un  point  de  la  circon- 
férence CA,  soit  à  la  vitesse  d'un  point  du  filet  situé  sur  la  cir- 
conférence OA  comme  le  pas  de  la  vis  est  à  la  circonférence  qui  a 
pour  rayon  OA.  Ainsi  en  désignant  par  u  la  vitesse  d'un  point  de 
la  circonférence  OA  tournant  autour  de  l'axe  vertical  MO,  u  tang  i  sera 
la  vitesse  d'un  point  de  la  circonférence  CA ,  tournant  autour  de 
l'axe  C.  Les  vitesses  angulaires  de  la  vis  et  de  la  roue,  autour  de  leurs 

axes,  seront  donc  respectivement  égales  à  -  et  — ^— . 

Au  mouvement  de  rotation  de  la  roue  autour  de  l'axe  C,  nous 
pouvons  substituer  un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  paral- 
lèle OY  passant  par  le  point  0,  de  même  sens  et  avec  même  vitesse 
angulaire,  et  un  couple  de  rotations  équivalent  à  un  mouvement  de 
translation  dans  le  sens  vertical ,  qui  sera  ici  de  haut  en  bas ,  avec 
une  vitesse  égale  au  produit  de  la  distance  CO  par  la  vitesse  angu- 

laire   "^ ,  c'est-à-dire  à  (A  +  r)  "-^8~. 

Si  maintenant  nous  réduisons  la  vis  au  repos,  en  superposant 
aux  mouvements  effectifs  un  mouvement  commun  de  rotation  au- 
tour de  l'axe  vertical   de  la  vis ,  avec  une  vitesse  angulaire  égale  et 
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de  sens  contraire  à  celle  -  que  la  vis  possède ,   le  mouvement  de   la 

roue  se  composera: 

i°.  Du  mouvement  de  translation  de  haut  en  bas,  avec  une  vitesse 

-      1  /Cl      \  "  tan8  * 

égale  a  (R  -f-  r)  — ^—  ; 

2°.   D'un  mouvement  de  rotation  autour  de   l'axe  horizontal  OY 

avec  une  vitesse  angulaire   — ^—  ,  et  dans  lequel  le  corps  tournera 

de  l'axe  OZ  vers  l'axe  OX  ; 

3".  D'un   mouvement  de  rotation  autour  de  l'axe  vertical  OZ  avec 

une  vitesse  angulaire  égale  à  -  ,    dans  lequel  le   corps    tournera  en 

sens  contraire  du  mouvement  effectif  de  la  vis,  c'est-à-dire  de  OY 
vers  OX. 

Cela  posé,  soit  a,  dans  la  projection  verticale,  la  situation  actuelle 
du  point  de  contact  du  filet  de  la  vis  et  d'une  dent  de  la  roue.  Ce 
point  est  sur  la  verticale  AT  et  se  projette  horizontalement  en  A.  Me- 
nons la  ligne  aO,  la  ligne  mn  perpendiculaire  à  aO,  contenue  dans  le 
plan ,  passant  par  l'axe  de  la  vis  et  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  roue  , 
enfin  la  tangente  AU,  projection  de  la  tangente  en  a  à  la  circonférence 
que  décrirait  le  point  a  s'il  tournait  autour  de  l'axe  MOZ.  Posons 
aO  =  z,  l'angle  aOA  =  et. 

La  vitesse  du  point  a  due  à  la  rotation  autour  de  l'axe  oX  est  dirigée 
suivant  am  ,  et  égale  à 

aQ  vr   " taPg  *'  —  "ta"g*"  v   » 
Elle  a  pour  composante  horizontale  suivant  ao' 

u  tang  i 

R       z  sin  a, 

pour  composante  verticale  dirigée  de  bas  en  haut ,  suivant  aï 

u  tangt 


R 


zcosa. 


La  vitesse  du  point  a  due  à  la  rotation  autour  de  l'axe  vertical  OZ  est 
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égale  à  -  X  ao'  —  u.  Sa  projection  horizontale  est  suivant  la  tan- 
gente AU. 

La  vitesse  verticale  du  point  a  de  haut  en  bas  due  au  mouvement 

de  translation  est  (R  +  r)  — ~— .  Ainsi,  les  composantes  parallèles  aux 
trois  axes  OX  ,  OY  et  OZ  de  la  vitesse  du  point  a  sont  : 


_    .                                   ,-i-v  ïanp.j 

Suivant  UA u  — —  isina, 


tangi 
u 

Suivant  OY u 

Suivant  OZ -^tang/(R  +  /'  —  icos*). 

Cette  dernière  composante  est  dirigée  de  haut  en  bas.  La  vitesse  du 
pointa,  dans  le  mouvement  relatif  du  filet  de  la  vis  et  de  la  dent  de 
la  roue,  est  donc 

Si  ds  désigne  l'arc  infiniment  petit  que  décrit,  dans  le  mouvement 
effectif  du  système,  pendant  un  instant  dt ,  un  point  de  la  circonfé- 
rence qui  a  pour  rayon  CA,  on  aura  ds  =  u  taug  idt  et 

udt\Ji  +  ^'[(R  H-  r)*+  z>  —  2  (R  +  r)  z  cosa] 

=  —-v/1  +  t£-,[(R  +  0*+  *'-  2(R  +  r}5  cos.)]* 

sera  l'étendue  du  glissement  du  point  a  de  la  roue  sur  le  filet  de  la  vis 
correspondant  à  l'arc  infiniment  petit  ds. 

Si  nous  désignons  par  p  la  pression  mutuelle  du  filet  de  la  vis  et  de 
la  dent  de  la  roue  , 

/os  ^1v/l  +  tTiC(R+^+zi-2(R+r)zcosa]^ 

sera  l'expression  du  travail  résistant  dû  au  frottement,  pour  l'arc  S  dont 
tourne  la  circonférence  CA,  depuis  le  moment  où  le  filet  de  la  vis 
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vient  appuyer  sur  une  dent  de  la  roue,  jusqu'à  ce  qu'il  cesse  de  la 
presser,  ce  qui  arrive,  quand  le  point  de  contact  mutuel  est  sur  la 
ligne  CO. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  l'on  a 

z  cos  a  =  r ,     z*  =  r*  +  s* , 

on  a,  pour  déterminer p ,  l'équation 

OR  =  p  cos  i  x   R  ,      d'où     p  =  — — . , 

x  r  *  ■    r  COS  l  ' 

en  désignant  par  Q  la  résistance  appliquée  à  la  roue  rapportée  à  l'ex- 
trémité du  rayon  CA,  et  négligeant,  dans  cette  relation,  l'effet  du 
frottement,  ce  qui  est  permis,  lorsque  i  est  un  petit  angle. 

Effectuant  ces  substitutions  et  les  réductions  possibles,  le  travail  du 
frottement  devient 


J     cos  1 J  0     v    sur  i  Ra 


On  sait  intégrer  l'expression  précédente ,  mais  le  résultat  se  présente 

sous  une  forme  trop  compliquée,  pour  être  de  quelque  usage  dans  la 

pratique.  D'ailleurs  on  peut  remarquer  que  i  est  en  général  un  petit 

1  '  •  «  j  j-  s' 

angle,  et  que  par  conséquent  -^—r.  est  très  grand,  tandis  que  5-.,  est 

uue  petite  fraction,  quand  la  roue  a  un  grand  nombre  de  dents,  de 

telle  sorte  que  =^  est  négligeable  par  rapport  à  -r-^-..  On  peut  même, 

d'après  un  théorème  donné  par  M.  Poncelet,  déterminer  dans  cha- 
que cas  la  limite  de  l'erreur  commise.  Supposons  par  exemple,  que 
sin  i  soit  égal  à  |;  supposons  en  même  temps  que  le  nombre  des 
dents   de    la    roue,    soit   égal    à    20.    On    aura    2oS  =  27rR;    d'où 

S  277  „....  ,jS,I  '         1     '      °1^4 

-  =  —  =  o .  04  '  ainsi  le  rapport  de  ^  a  -: — .  sera  égal  a  -^—=0. 1 1 
R         20  ^  rr  R      smi  &  3 

Comme  S  est  la  plus  grande  valeur  de  l'arc  variable  s,  le  rapport  de 

-  à  — .  sera  constamment  inférieur  à  0.11  ;  or,  d'après  le  théorème 
R        situ  ' 

cité  de  M.  Poncelet,  un  radical  de  la  forme    \'Pa  +  Q'  a  pour  ex- 

17.. 
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pression  linéaire  approchée 


i  -f-  cos  - 


,(P«Ï  +  Q*^). 


<p  désignant  l'angle  dont  la  tangente  est  égale  à  la  valeur  maximum 
que  puisse  avoir  le  rapport  -p.  La  limite  de  l'erreur  commise,  en  subs- 
tituant l'expression  linéaire  ci-dessus  au  radical,  est  exprimée  par  le 

9 
I  —  cos  - 

radical   multiplié  par  la  fraction . 

I  -+-  cos  - 
i 

Posant  donc  P  =  - — :  ,  Q  =  "-  ,  tang  <p  =  o.  1 1  :    il  vient  pour  la 

valeur  de  \f  -^—.  -f-  —  , 

°'999X  ^  +  o,o55^-, 

et  cette  valeur  est  approchée  à  — - —  près.  Substituaut  au  radical  la 
rr  ioooo  r 

valeur  approchée  sous  le  signe  f,  le  travail  résistant  du  frottement 

sera 

cos  /  \   sm  i         '  2tt/ 

la  valeur  moyenne  de  la  force  équivalente  au  frottement,  rapportée 
à  la  circonférence  primitive  de  la  roue,  sera  donc 

/Qp£9S  +  0,o55  \\ 

cos  i  \  sin  i  2tt/ 

Si  m  désigne  le  nombre  des  dents  de  la  roue,  -^  =  —,  et  cette  expres- 
sion devient 

^-(0-^  +  0.o55  -Y 

cos      \  siu  i        '  mj 

i  m  =  20,  on  aura   o.o55  —  =  0.0086,   tandis  que    -£p?  se  ra 
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égal    à     3  ,    en   supposant    que    sin  i  =    -.   En    négligeant     donc 

n.o55  —  par  rapport  à     .    r ,  l'erreur  commise   sera  moins  de  = — . 

m   *  *  *  sin  1  ioo 

On  voit  que,  généralement,  il  sera  permis  d'adopter  pour  la  valeur 
moyenne  de  la  force  équivalente  au  frottement,  rapportée  à  la  cir- 
conférence primitive  de  la  roue  , 


.'99.9  *  -.     ou  simplement 
SI  II  1  cos  »  r 


sin  1  cos1  sin   2»! 


Lorsque  l'inclinaison  i  de  l'élément  hélicoïdal,   qui  presse  la  dent 

de  la  roue  est  considérable ,   la  valeur  p  = .    n'est    pas    suffisam- 

'         cos  i  r 

ment  approchée.  11  faut  alors ,  dans  l'équation  d'équilibre  de  la  roue, 

tenir  compte  de  la  force  produite  par  le  frottement   du  filet  et  de  la 

dent ,  ce  qui  donne 

Q  x  R  =  (p  cos  i  —  fp  sin  ï)  R  , 
d'où 

Q 


P  = 


cos  i  — ,/sin  i' 


Cette  valeur  de  p  substituée  à  ~-=—, .,  dans  les  calculs  précédents,  don- 
'  cos  i  r 

nera  pour  l'expression  de  la  résistance  moyenne  du  frottement  rap- 
portée à  la  circonférence  de  la  roue  dont  le  rayon  est  R , 

fq         (  «      ,     TV\ 


-JV ( 

;  i  — /^sin  i  \: 


fûn  i  \sin  i  m) 

a  et  T  sont  des  coefficients  numériques  que  l'on  déterminera  par  le 
théorème  de  M.  Ponceîet. 
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NOTE 

Sur  une  manière  simple  de  calculer  la  pression  produite 
contre  les  parois  d'un  canal  dans  lequel  se  meut  un 
fluide  incompressible  ; 

Par  G.  CORIOLIS. 


Les  sections  d'un  canal  ou  filet  fluide  variant  assez  peu  pour  qu'on 
puisse  admettre  le  parallélisme  des  tranches,  c'est-à-dire  pour  qu'on 
puisse  supposer  que  les  vitesses  dans  une  même  section  sont  parallèles 
à  la  tangente  à  la  courbe  qu'on  prcud  pour  axe,  on  peut  dans  cette 
ii ypothèse  exprimer  très  simplement  la  pression  totale  supportée  dans 
un  certain  sens  par  les  parois  qui  forment  le  canal  :  il  suffit  pour  cela 
de  connaître  seulement  les  intensités  et  les  directions  des  vitesses  dans 
les  deux  sections  extrêmes  qui  terminent  la  niasse  fluide. 

Si  X,  Y,  Z  sont  les  composantes,  dans  le  sens  des  trois  axes  coor- 
donnés, des  forces  accélératrices  auxquelles  le  fluide  est  soumis,  on 
sait  qu'en  désignant  par/)  le  poids  d'une  tranche  de  fluide  (les  forces 
produites  contre  les  parois  par  cette  tranche  étant  représentées  par 
E,  F,  G,  dans  le  sens  des  axes  coordonnés)  on  aura 


E  =  ?(x-£). 


En  prenant  le  poids  du  mètre  cube  d'eau  pour  unité  et  désignant 
para  la  section  dans  le  filet  faite  perpendiculairement  à  son  axe  et  par 
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ds  ia  différentielle  de  la  longueur  de  cet  axe,  on  a 

p  =  ads. 

La  somme  des  pressions  produites  sur  les  parois  dans  le  sens  de 
l'axe  des  x  pour  toute  l'étendue  du  canal,  entre  les  limites  s„  et  s,  de 
la  longueur  de  l'axe,  étant  désignée  par  E ,  on  aura 

ds   d'z 


/'  '•      ads  Çu  ads    d'z 

..  Xi  J  s,     ~g    'd? 


Si  l'on  désigne  par  u  la  vitesse  de  la  tranche  ads  et  par  a  l'angle  que 
fait  Télément  ds  de  l'axe  du  canal  avec  l'axe  des  x ,  on  a  ,  en  vertu  de 
ce  que  u  est  une  fonction  de  t  et  de  s , 

d'x  d(ucosu)  d(u cos*) 

IF  —         1T~  +""       Js       • 
Ainsi 

p psi^ads  r  u  ads  d  (m  cos  a)  Çs<  auds  d  (ucos«) 

J  >o  g      "~  J  s0     g  dt  J  so    ~g  ds 

cos  a  étant  indépendant  de  t ,  on  a 

ads  d  (u  cos  a)  i        ,  du  i     ,  du 

— ; =  -  .  ds  cosa . co  —  =  -  dx . co  — . 

g  dt  g  dt         g  dt 

En  vertu  de  l'incompressibilité  du  fluide,  au  est  constant  dans  l'é- 
tendue du  canal  ;  en  désignant  par  ua  et  o0  les  valeurs  de  ces  va- 
riables à  l'origine  du  canal,  il  vient  donc 

a>u   =  Où„U0, 
et 

du  du. 

dt  *  dt 

Introduisant  ces  relations  dans  les  formules  ci-dessus  pour  intégrer 
dans  toute  l'étendue  du  canal  et  dénotant  par  les  indices  i  et  o  les 
valeurs  des  variables  pour  les  deux  extrémités  du  canal,  on  aura 

t-.  P5'  v  uds  a„     du„    .  .  a0u0  |- 

J  s0  g  g      dt    "•    '  ">  g     l  °  °J 
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Dans  les  applications,  la  force  X  ne  sera  que  la  composante  de  la 
gravité,  de  sorte  qu'en  désignant  par  P  le  poids  total  du  fluide  entre 
les  extrémités  du  filet  et  par  a  l'angle  que  fait  l'axe  des  x  avec  la  ver- 
ticale ,  on  aura 

E  =  P  cosrt (x, — n„)  -j-  -\ cosa0 m,  cosa, , 

g  "'         g  S 

Si  le  mouvement  est  permanent,  c'est-à-dire  si  les  vitesses  ne  varient 

■  du„  .  t-,  /j    .       , 

pas  avec  le  temps  ,  on  aura  —=-  =  o ,  et  L  se  réduira  a 

ET»                  .     «o^'o                            «Vo 
=  rcosa  H cos  a0 u.  cos  a,. 

g  g 

Ainsi  l'effort  total  E  ne  dépend  nullement  de  la  forme  du  filet. 

Si  l'on  prend  l'axe  des  x  dans  un  sens  perpendiculaire  à  la  vitesse  w,, 
c'est-à-dire  si  l'on  veut  la  pression  sur  les  parois  dans  un  sens  perpen- 
diculaire à  la  vitesse  de  sortie,  on  aura  cosa,  =o  :   il  en  résultera 

=  r  cosa  H cosa,, .-_-  ,(r,  —  xj  . 

g  g    dt     V  •'■ 

et  pour  le  cas  de  permanence 

ET»                        i      «o"? 
=  r  cos  a  H cosae. 

g 

Ces  formules  ont  été  données  par  Euler  et  reproduites  par  M.  Navier. 
On  compliquait  inutilement  leur  démonstration  par  l'introduction  de 
la  force  centrifuge  et  de  la  force  tangentielle. 

d'x  /  • 

Ou  voit  qu'il  suffit  de  composer  le  terme  -j—  en  ses  deux  dérivées 
partielles. 
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Sur  la  mesure  de  la  surface  convexe  d'un  prisme  ou  d'un 
cylindre  tronqué; 

Par  M.  Paul  BRETON, 

Élève  ingénieur  des  Ponts-et-Chaussées. 


La  surface  convexe  d'un  prisme  ou  d'un  cylindre  terminé  par  deux 
plans  non  parallèles  a  pour  mesure  le  produit  de  la  longueur  de  la 
section  droite  par  la  parallèle  aux  arêtes  qui  passe  par  le  centre  de 
gravité  du  contour  de  cette  section  et  se  termine  aux  deux  bases. 

En  effet,  soient  B,  ,  B0  les  deux  bases,  et  concevons  la  surface 
prolongée  jusqu'à  la  rencontre  d'un  plan  perpendiculaire  aux  arêtes, 
lequel  détermine  la  section  B  qui  prend  le  nom  de  section  droite. 

La  surface  qui  s'étend  de  B,  à  B  se  compose  de  trapèzes  dont  cha- 
cun a  pour  mesure  le  produit  de  celui  de  ses  côtés  qui  fait  partie  de  B 
par  sa  distance  au  milieu  du  côté  qui  lui  correspond  sur  B,  ;  cette  sur- 
face a  donc  pour  expression  la  somme  des  produits  des  côtés  de  B  par 
les  parallèles  à  une  même  direction  menées  des  milieux  de  ces  côtés  à 
un  même  plan  B,  ;  et  l'on  démontre  en  Statique  que  cette  somme  de 
produits  est  égale  au  produit  du  contour  de  B  par  la  parallèle  à  la 
même  direction,  menée  de  son  centre  de  gravité  au  même  plan  B,. 
On  ferait  voir  de  la  même  manière  que  la  surface  comprise  entre  B0  et 
B  a  pour  mesure  une  expression  semblable.  La  différence  entre  les 
surfaces  que  nous  venons  de  mesurer,  et  qui  est  la  surface  proposée 
elle-même,  est  donc  égale  au  produit  du  contour  de  la  section  droite 
par  la  longueur  de  la  parallèle  aux  arêtes  menée  de  son  centre  de  gra- 
vité jusqu'aux  deux  bases.  Ce  qui  est  le  théorème  énoncé. 

REMARQUES. 

I.  Si  les  plans  des  deux  bases  se  coupaient  dans  l'intérieur  du  prisme, 
on  n'obtiendrait  par  la  proposition  précédente  que  la  différence  des 
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aires  interceptées  par  les  angles  opposés  de  ces  plans.  Il  faut  pour  en 
avoir  la  somme  appliquer  la  proposition  à  chacune  des  portions  sépa- 
rément,  en  cherchant  le  centre  de  gravité  de  l'arc  de  section  droite 
auquel  elle  correspond. 

II.  Lorsque  la  section  droite  a  un  centre  .  toutes  les  autres  sections 
en  ont  un  aussi ,  et  la  parallèle  aux  arêtes  menée  par  le  centre  de  la 
section  droite  passe  par  les  centres  de  gravité  des  deux  bases;  dans  le 
cas  contraire,  on  ne  peut  plus  affirmer  que  la  parallèle  aux  arêtes  me- 
née du  centre  de  gravité  du  contour  de  la  section  droite  aux  deux 
hases  soit  la  distance  des  centres  de  gravité  de  leurs  contours.  Cela  est 
facile  à  vérifier  en  prenant  un  prisme  triangulaire  pour  exemple. 

III.  La  proposition  qui  fait  le  sujet  de  cet  article  est  l'analogue  d'une 
p  oposilion  connue  et  qui  s'énonce  ordinairement  ainsi  : 

Le  volume  d'un  prisme  ou  d'un  cylindre  à  bases  planes  non-paral- 
lèles ,  a  pour  mesure  le  produit  de  l'aire  de  l'une  d'elles  par  la  distance 
de  celle-ci  au  centre  de  gravité  de  la  surface  de  l'autre. 

L'analogie  dont  il  s  agit  devient  parfaite  en  énonçant  la  proposition 
de  la  manière  suivante  : 

Le  volume  d'un  prisme  ou  d'un  cylindre  terminé  par  deux  plans 
non-parallèles,  a  pour  mesure  le  produit  de  l'aire  de  la  section  droite 
par  la  parallèle  aux  arêtes  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  de  cette 
section  et  se  termine  aux  deux  bases 
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NOTE 

i 

Sur  le  développement  de  (i —  axz+z2)-^; 


Par  J    LIOUVILLE 


Représentons  par  X„  -f-  X,z  -{-.  .  . -f-Xj.z"  -(-.  .  .  le  développement 

du  radical  (i  — ixz  -f-  z')  2  ordonné  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  z  :  X„  sera  une  fonction  entière  de  x  de  degré  ?i,  et  l'on  a  vu 
dans  le  cahier  précédent  que  la  valeur  de  cette  fonction  est 

v    '  i .  2 . 6 .  .  .  n .  2"  dx" 

A  l'aide  de  la  formule  (i)  on  prouve  sans  peine  que,  si  l'indice  m  est 

<«,ona 

(2)  /        XmX1ldx  =  0. 

Quand  on  fait  m  =  n,  il  vient  au  contraire 


(3)  f_X;dx  = 


in  -f-  1 

Mais  on  peut  aussi  établir  les  équations  (2)  ,  (3)  sans  connaître  l'ex- 
pression analytique  de  X„.  Pour  y  parvenir,  Legendre  considère 
l'intégrale  (*) 

dx 


>-r- — 

J  \/ \  —  irxz-\-i 


-      /  1XZ  ia 


(*)    Exercices  de  Calcul  intégral ,  tome  II ,   page  25o. 
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c-  1»  r  -t  .       .    .  .  •  -+-  r'z2  —  Y' 

ai  1  on  rait    i  -f-  /-'c1  —  irxz  —  y*,     ou     x  = ,  on  aura, 

d't-il  .  la  transformée 


P 


=-iA 


4r 


VO""  —  i  +  r*+  z5  —  i"*' 

d'où  résulte  l'intégrale  indéfinie 

P  =  C  -f- 1  log  (-  >■  +  v/r._1+r.+  =._/-3.). 

Les  limites  de    x   étant    .r  ^=  —  i  ,    x  =  +  i  ,    celles    de  j    sont 
j=i  +  r:;/=i  —  /;.  :    on  aura  donc  l'intégrale  cherchée 

ou     p=-3+î*.  +  !*.  + +^^+ 

quantité  indépendante  de  r. 

Cette  intégrale  est  celle  de  la  différentielle 


dx 


(i  +X,zr  +X,aV  +  etc.)  (i  -f-  X,  ~r  +  X3  j£  +  etc.)  , 


et  puisque  /•  disparait  entièrement  du  résultat,  il  faut  qu'on  ait  géné- 
ralement, m  et  n  étant  inégaux,  f  lXmX.„dx  =  o.  On  voit  en 
même  temps  que  m  et  n  étant  égaux ,  on  aura 

f  +  lKdx  s  —V- ,     C.  Q.  F.  D. 

J    —  I  21+1  ^ 

Maintenant  je  dis  qu'en  s'appuyant  sur  la  formule  (a),  ou  obtient 
aisément  l'expression  générale  de  X„ ,  d'où  résulte  une  démonstration 
nouvelle  de  la  formule  (i).  Cette  démonstration  que  je  vais  exposer 
en  peu  de  mots  n'est  pas  indigne ,  ce  me  semble ,  de  l'attention  des 
géomètres. 

Pour  fixer  les  idées  cherchons  par  exemple  X3.  En  faisant  nz=5, 
puis  successivement  m  =  o,  ra=i,  m  =  2  dans  l'équation  (2),  on  a 

/      X.0X3dx=o     f"     X.Xjrfjr ,       r  +  l\JL3dx  =  o, 
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d'où  ion  tire 

(4)  p*M  '(A .X0  +  A , \ ,  -f-  A ,X.)  X3dx  =  o  , 

quels  que  soient  les  coefficients  constants  A8,  A,,  Aa.  Mais  un  poly- 
nomej  du  second  degré  par  rapport  à  x  peut  toujours  être  mis  sous 
la  forme  A0Xo  -f- A,X,  -f-  AaXa.  En  effet  par  une  détermination  con- 
venable de  la  constante  Aa,  rendons  égaux  les  coefficients  de  .r1  dans 
y  et  dans  A3Xa  :  dès-lors  y —  A2Xa  ne  sera  plus  que  du  premier  de- 
gré par  rapport  à  x,  :  de  même  y  —  AaXa — A,X,  se  réduira  à  une 
simple  constante  A0X8  si  l'on  attribue  au  coefficient  A,  une  valeur 
convenable.  Finalement  on  aura  donc  y  =  AJi.c-{-  A,X,  -f-  A2Xa , 
et  l'équation  (4)  deviendra 

(5)  f^'y\3dx  =  o. 

En  intégrant  par  parties  trois  fois  de  suite  et  se  rappelant  que  d3y  =  o, 
on  trouve 

f* j^dx-=yfX  Xsdx  —  't  CX  dxÇX  X3dx+  d-£  ÇJ  dxÇX  dxf^X3dx. 

Lorsqu'on  fait  x  —  i  ,  le  résultat  de  l'intégration  doit  se  réduire  à 
zéro  en  vertu  de  l'équation  (5)  ,  et  comme  les  valeurs  de  y,  -j- ,  -~ 
pour  x  =  i  sont  arbitraires,  cela  exige  que  l'on  ait  séparément 

j  _X3dx=o,  ji  dxj     X3dx—o,  j  _  dxj _idx(iX3dx  =  o 

pour  x  =  1 .  En  d'autres  termes  si  l'on  pose 

/ _  i  dxj _  t  dxj _  _  H3dx  =  <p  (x) , 

il  faut  que  l'on  ait  à  la  fois 

.     v  d<p{x)  d'<p(x) 

<PW=°'       Hx~  —  °'        dx^  —  °      POUr      •r=»: 

l'équation  algébrique  <p(x)  =  o  a  donc  une  racine  triple  égale  à   1  et 
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son  premier  membre  doit  être  divisible  par  (je —  i)3.  D'un  autre  côté 
il  est  évident  que  l'on  a  aussi 

,  dtp{x)  d*<p(x) 

<f>{x)  =  o,     -^—  =o,      -j^-  =  o     pour     x=z  —  i, 

en  sorte  que  <p{x)  est  divisible  par  (x-f-i)3.  Or  X3  étant  du  troisième 
degré  en  x,  <p(x)  est  du  sixième  degré  par  rapport  à  cette  variable  : 
il  résulte  de  là  que  <p(x)  ne  peut  être  que  de  la  forme 

<p{x)     ou        fdxfl i  d*  11,  x idx  =  Hs .  (x a  —  i  )3 . 

ce  qui  donne 

Y  H    Ép.Ci*— O3 

A,  =   H, 


dx 


H3  désignant  une  constante  arbitraire. 

En  appliquant  à  la  fonction  X„  un  calcul  semblable ,  on  a 


X„  =  H„. 


dn.{x'  —  i)° 
dx" 


L  analyse  précédente  suppose  seulement  i°  que  X„  soit  un  polynôme 
entier  de  degré  n ,  2°.  que  l'équation  (2)  ait  lieu  pour  toutes  les  va- 
leurs de  m  <  n    II  importe  peu  que  les  fonctions  X0,  X,, ...   pro- 

1 
viennent  du  développement  de  (1  —  2XZ  -f-  z*)    2.    La   considération 
de  ce  développement  ne   devient  utile  que  quand  on   veut   déter- 
miner H„. 

En  décomposant  (x" — 1)"  en  ses  facteurs  (jc+i)b.(jc  — 1)",  il  vient 
par  une  formule  connue 

X.  =  ET(x+iy.dn-^-J)n  +  ^^+iI\rif£Z^  -f  etc.], 
L  '  dx"  1  dx  dx"   '  _J 

et,  eu  faisant  x=i ,  il  reste  simplement, 

X,   =    1  .  2.5. .  .n.2'.H„. 
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Or,  pour  x  =  i  ,  le  radical  (i  — 2xz  -f-  z')    3  se  réduisant    à 

(i  —  z)~ ',   c'est-à-dire  à    i  -f- z -f- za -|- .  .  .,    on  a    X„  =  i  :  par  con- 
séquent 

H„  = 


i .  a .  3 .  .  .  n .  a"  ' 
La  valeur  définitive  de  Xj  est  donc 

d».{x*  — 1)! 


x„  = 


.  a .  3 . . .  n .  a"  *         rf.r" 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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NOTE 

Sur  un  passage  de  la  seconde   partie  de    la    Théorie  des 
Fonctions  analytiques  ; 

Par  M.    POISSOX 


En  un  point  donné  M  sur  une  surface  aussi  donnée,  le  contact  du 
second  ordre  avec  une  autre  surface  exige  que  celle-ci  satisfasse  à 
six  conditions  :  il  faut  qu'eu  ce  point,  l'ordonnée  z,  ses  deux  dérivées 
;  et  zt  du  premier  ordre,  ses  trois  dérivées  du  second  ordre  z" ,  z'  , 
zn,  soient  égales  pour  les  deux  surfaces;  la  quantité  z  étant  considérée 
comme  une  fonction  des  deux  autres  coordonnées  œ  et  y.  Or  l'équation 
générale  de  la  sphère  ne  contenant  que  quatre  constantes,  savoir, 
son  rayon  et  les  trois  cooi'données  de  son  centre,  elles  ne  suffisent 
pas  pour  satisfaire  à  ces  six  conditions;  en  sorte  qu'il  n'existe  pas  en 
chaque  point  M  d'une  surface  donnée,  une  sphère  osculatrice ,  ou  qui 
ait  avec  cette  surface  ,  un  contact  du  second  ordre  ;  au  lieu  qu'il  y  a 
toujours  un  cercle  oscillateur ,  pour  chaque  point  d'une  courbe ,  à 
simple  ou  à  double  courbure.  Après  avoir  fait  cette  remarque  dans 
le  chapitre  VIII,  Lagrange  ajoute,  dans  le  chapitre  suivant,  que  si 
l'on  trace  une  ligne  quelconque  sur  la  surface  donnée,  on  pourra  tou- 
jours déterminer  en  chaque  point,  une  sphère  osculatrice  de  cette 
ligne,  ou  de  la  surface  suivant  cette  ligne:  il  entend  par  Là  une 
sphère  tangente  en  M  à  la  surface,  et  pour  laquelle  la  dérivée  se- 
conde de  l'ordonnée  z  soit  la  même  que  pour  cette  surface,  mais 
seulement  dans  la  direction  de  la  ligne  donnée.  Cette  ligne  sera 
déterminée  en  prenant  pour  y  une  fonction  de  x ,  dont  y'  et  y"  dé- 
signeront les  deux  premières  dérivées;  la  seconde  dérivée  de  z,  qui 
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devra  être  égale  pour  les  deux  surfaces,  aura  alors  pour  expression 

et  de  cette  égalité,  jointe  à  la  condition  du  plan  tangent  commun 
aux  deux  surfaces  qui  fournit  trois  équations,  on  déduira  les  valeurs 
du  rayon  et  des  trois  coordonnées  du  centre  de  la  sphère  demandée. 
Dans  tout  ce  chapitre  IX,  il  n'est  question  que  des  sphères  oscula- 
trices,  ainsi  définies,  et  relatives  aux  différentes  courbes  que  l'on  peut 
tracer  sur  une  même  surface;  les  mots  rayon  de  courbure  et  centre 
de  courbure j  s'y  rapportent  à  leurs  rayons  et  à  leurs  centres,  et  non 
pas  aux  rayons  et  aux  centres  des  cercles  oscuîateurs  de  ces  diverses 
lignes,  qui  se  détermineraient  par  d'autres  conditions  exposées  dans 
le  chapitre  VII ,  où  l'auteur  traite  du  contact  des  courbes  entre 
elles. 

Cela  posé,  Lagrange  détermine  en  un  point  quelconque  M  d'une 
surface  donnée ,  les  directions  suivant  lesquelles  le  rayon  de  cour- 
bure ou  de  la  sphère  osculatrice,  est  un  maximum  ou  un  minimum; 
il  trouve  qu'il  y  en  a  deux,  qui  se  coupent  à  angle  droit,  et  dont 
l'une  répond  au  maximum  et  l'autre  au  minimum;  et  de  là  ,  il  conclut 
que  l'on  peut  tracer  sur  toute  surface  donnée,  deux  séries  de  lignes, 
telles  que  suivant  les  unes,  la  courbure  de  la  surface,  mesurée  par  celle 
de  la  sphère  osculatrice,  soit  la  plus  grande  en  chaque  point,  et  qu'elle 
soit  la  plus  petite  suivant  les  autres.  Il  cherche  ensuite  quelles 
sont  les  lignes  qui  jouissent  de  cette  autre  propriété,  que  les  rayons 
des  sphères  osculatrices  suivant  la  direction  de  chacune  d'elles,  soient 
tangentes  à  la  ligne  des  centres  de  ces  sphères;  il  trouve  pour  ces 
lignes,  celles-là  même  qu'il  avait  d'abord  déterminées:  d'où  il  suit } 
dit-il,  que  les  lignes  suivant  lesquelles  le  rayon  de  courbure  sera  tan- 
gent de  la  courbe  des  centres ,  sont  les  mêmes  que  celles  de  la  plus 
grande  ou  de  la  moindre  courbure.  D'après  le  sens  que  l'auteur  attache 
à  ces  expressions,  et  qu'on  vient  de  rappeler,  il  n'y  a  rien  dans  cette  con- 
clusion ,  qui  ne  soit  parfaitement  exact  :  cependant  M.  Jacobi  a  pensé 
qu'elle   était  erronée  (*)  ;    mais  la  méprise  de  cet  illustre  géomètre 


(*)  Voyez  le  dernier  numéro  du  Journal  de  M.  Crelle. 
Tome  II.  —  Avril  1837. 
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vient  de  ce  qu'il  a  suppose   à  la  proposition,  dont  il  s'agit,  un  sens 

qu'elle  n'a  pas  et  que  Lagrange  n'a  pas  voulu  lui  donner. 

Plus  loin,  Lagrange  dit  encore  :  il  n'y  aura ,  sur  une  surface  quel- 
conque, que  ces  lignes  qui  puissent  avoir  (et  qui  aient  effectivement 
suivant  lui),  une  développée  jormée  par  les  rayons  de  courbure  y  ce 
que  M.  Jacobi  considère  aussi  comme  une  erreur.  Mais  il  ne  faut 
pas  perdre  de  vue  qu'il  s'agit  toujours  des  rayons  des  sphères  oscu- 
latrices,  normaux  à  la  surface  donnée,  et  non  pas  des  rayons  de 
courbure,  proprement  dits,  des  lignes  dont  on  parle ,  qui  seraient 
compris  dans  leurs  plans  osculateurs.  Le  mot  développée  est  pris  ici 
dans  l'acception  générale  que  Monge  lui  a  donnée,  et  que  Lagrange 
a  indiquée  à  la  fin  du  chapitre  YII  :  dans  ce  sens,  une  développée 
d'une  courbe  plane  ou  à  double  courbure  ,  est  le  lieu  des  intersec- 
tions successives  d'un  système  de  normales  à  cette  courbe  ;  chaque 
ligne  donnée  a  alors  une  infinité  de  développées,  qui  sont  toutes 
situées  sur  la  surface  développable  ,  formée  par  les  intersections  suc- 
cessives de  ses  plans  normaux;  mais  ce  n'est  que  dans  le  cas  particu- 
lier d'une  courbe  plane,  que  ces  développées  comprennent  le  lieu  des 
centres  des  cercles  osculateurs,  et  dans  tout  autre  cas,  les  rayons 
de  ces  cercles  ne  sont  pas  tangents  à  la  ligne  de  leurs  centres. 

Euler  a  déterminé  le  premier,  les  rayons  de  courbure  des  sections 
normales  des  surfaces.  11  a  fait  voir  que  pour  chaque  point  d'une 
surface  proposée,  les  rayons  de  courbure  de  toutes  les  courbes  résul- 
tantes de  ces  sections,  sont  liés  entre  eux  par  des  formules  qu'il  a 
données,  et  qui  montrent  qu'on  peut  les  déduire  tous,  soit  de  trois 
quelconques  d'entre  eux,  soit  de  deux  seulement ,  quand  ou  prend 
pour  ceux-ci,  le  plus  grand  et  le  plus  petit  rayon,  appartenant  à 
des  sections  perpendiculaires  l'une  à  l'autre ,  dont  il  a  déterminé 
les  directions.  C'est  Meunier  qui  a  montré  ensuite  comment  les 
rayons  de  courbure  de  toutes  les  sections  obliques,  faites  par  une 
même  tangente  à  la  surface ,  se  déduisent  très  simplement  de  celui 
de  la  section  normale.  D'un  autre  côté,  Monge  a  considéré  les  courbes 
suivant  lesquelles  il  faut  marcher  sur  une  surface  donnée,  pour  que 
chaque  normale  à  cette  surface  soit  coupée  parla  normale  infiniment 
voisine;  lesquelles  courbes,  qu'il  a  nommées  lignes  de  courbure  de  la 
surface  }  sont  au  nombre  de  deux  en  chaque  point ,  et  se  coupent  à 
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angle  droit.  Par  la  considération  des  sphères  osculatrices ,  Lagrange 
a  rapproché  ces  deux  théories  différentes,  et  fait  voir  qu'en  chaque 
point  d'une  surface,  les  sections  normales  de  plus  grande  et  de 
moindre  courbure,  qu'Euler  a  déterminées,  sont  tangentes  aux  lignes 
dont  Monge  a  considéré  les  principales  propriétés,  auxquelles  M.  Ch. 
Dupin  en  a  ajouté  de  nouvelles,  dans  ses  Développements  de  géométrie. 
Il  restait  à  examiner  plus  complètement  qu'on  ne  l'avait  fait  aupara- 
vant, ce  qui  arrive  aux  points  particuliers  que  Monge  a  nommés 
des  Ombilics;  et  c'est  ce  que  je  me  suis  proposé  dans  un  mémoire 
sur  la  courbure  des  surfaces ,  qui  fait  partie  du  tome  VIII  du  Journal 
de  M.  Crelle,  et  du  XXIe  cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique. 

Les  lignes  de  coubures  de  Monge  n'ont  pas,  en  général,  leur  plan 
osculateur  en  chaque  point,  perpendiculaire  à  la  surface  à  laquelle  elles 
appartiennent.  Pour  s'en  assurer  ,  il  suffit  de  considérer  les  surfaces  de 
révolution.  Dans  ce  cas,  les  deux  lignes  de  courbure  sont  planes; 
l'une  est  la  courbe  génératrice,  et  l'autre  un  cercle:  le  plan  oscula- 
teur de  la  première  est  normal  à  la  surface;  mais  évidemment,  celui 
du  cercle  ne  l'est  pas.  C'est  la  ligue  la  plus  courte  d'un  point  à  un 
autre  sur  une  surface  donnée,  qui  jouit,  comme  on  sait ,  de  la  pro- 
priété d'avoir,  en  tous  ses  points,  son  plan  osculateur  normal  à  cette 
surface;  et  comme  le  dit  très  bien  M.  Jacobi,  une  même  courbe  ne 
peut  être,  à  la  fois  ,  une  ligne  de  courbure  et  la  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  points  donnés,  à  moins  qu'elle  ne  soit  une  courbe  plane. 
Par  inadvertance,  j'ai  énoncé,  dans  mon  Traité  de  Mécanique  (*), 
cette  proposition  fausse,  que  si  les  deux  points  donnés  se  trouvent 
sur  une  même  ligne  de  courbure,  cette  ligne  sera  la  plus  courte; 
mais  j'ai  eu  soin  ,  dans  mes  conrs  ,  d'avertir  de  cette  erreur  qui  m'est 
échappée. 

L'équation  générale  de  la  surface  d'un  ellipsoïde  contient  neuf 
coefficients  constants;  si  donc  on  donne  un  point  M.sur  une  surface 
aussi  donnée,  on  pourra  toujours  déterminer  une  infinité  d'ellip- 
soïdes qui  aient  en  ce  point,  un  contact  du  second  ordre  ,  avec  cette 
surface  :  trois  des  neuf  coefficients  resteront  indéterminés;  mais  ils  ne 


'*)  Tome  II ,  page  3oo. 
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sufliront  pas  pour  élever  ce  contact  au  quatrième  ordre,  c'est-à- 
dire,  pour  satisfaire  aux  quatre  conditions  que  le  quatrième  ordre 
exige  de  plus  que  le  troisième.  Au  point  M,  le  plan  tangent,  les  plans 
des  sections  normales  de  plus  grande  et  de  plus  petite  courbure,  et 
les  rayons  'e  courbure  de  ces  deux  sections,  seront  communs  aux  deux 
surfaces.  Si  ce  point  est  aussi  donne'  sur  l'ellipsoïde,  que  ce  soit, 
par  exemple,   un  de  ses  sommets;  on  pourra  réduire  à 

l'équation  d'un  ellipsoïde  osculateur ,  en  plaçant  l'origine  des  coor- 
données à  son  centre;  prenant  pour  axe  des  z,  la  normale  en  M  à 
la  surface  donnée ,  et  les  plans  de  ses  sections  de  plus  grande  et  de 
moindre  courbure,  pour  ceux  des  x  et  z,  et  des/  et  z;  et  désignant 
par  a,  b,  c ,  les  trois  demi-axes  de  cet  ellipsoïde,  dont  les  deux  pre- 
miers sont  parallèles  au  plan  tangent  en  M,  et  le  troisième  lui  est 
perpendiculaire.  Ses  deux  rayons  de  courbure  principaux   au   point 

M,  auront  pour  valeur  —  et  —  ;    en  désignant  par  a.  et  Q  ceux  de  la 

surface  donnée  en  ce  même  point ,  on  aura  donc 

ax  =.  ac ,     b*  =  ëc  ; 

ce  qui  fera  connaître  deux  des  trois  demi-axes  a,  b,  c ,  et  laissera  le 
troisième  indéterminé.  Par  conséquent,  en  un  même  point  M,  une 
surface  donnée  a  encore  un  nombre  infini  d'ellipsoïdes  osculateurs , 
dont  l'un  des  sommets  est  au  point  de  contact;  et  cela  aura  égale- 
ment lieu,  lorsque  la  surface  donnée  sera  elle-même  un  ellipsoïde, 
qui  aura  aussi  le  point  M  pour  un  de  ses  sommets. 

Aux  deux  équations  précédentes,  on  en  pourra  joindre  une  troi- 
sième qui  achèvera  la  détermination  des  trois  quantités  a,  b,  c.  On 
pourra,  par  exemple,  supposer  qu'on  ait  c  =  b;  d'où  il  résultera 
£  =  £et  a=;\/a.ë.  L'ellipsoïde  osculateur  sera  alors  une  surface  de 
révolution  dont  l'axe  de  figure  se  trouvera  parallèle  au  plan  tan- 
gent en  M  :  il  ne  pourrait  être  parallèle  à  la  normale  ou  perpendi- 
culaire à  ce  plan,  à  moins  qu'on  n'eût  a  =  £.  Si  l'on  fait  succes- 
sivement c  =  n  et  c==  è,  il  en  résultera  deux  ellipsoïdes  osculateurs, 
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de  révolution,  mais  différents  l'un  de  l'autre;  et  l'un  sera  aplati,  tandis 
que  l'autre  sera  allongé  (*).  On  pourra  aussi  changer  l'ellipsoïde  oscu- 
lateur  en  paraboloïde.  Pour  cela,  si  l'on  transporte  l'origine  des  coor- 
données au  point  M  ,  et  qu'on  mette  ,  en  conséquence,  z  —  c  au  lieu 
de  z ,  dans  l'équation  de  l'ellipsoïde,  on  aura 


en  y  substituant  aussi  pour  «'  et  b*  leurs  valeurs;  en  la  résolvant  par 
rapport  à  z,  on  en  déduit 


z  =  c±  ct/i-ig  +  -Ç); 

et  si  l'on  prend  le  radical  avec  le  signe  inférieur,  qu'on  le  développe 
suivant  les  puissances  descendantes  de  c,  et  qu'on  fasse  ensuite  c  =  co  , 
il  vient 

pour  l'équation  du  paraboloïde  osculateur.  Mais,  parmi  toutes  les 
conditions  que  l'on  peut  ajouter  à  celles  du  conctact  du  second  ordre, 
l'équation  nécessaire  pour  un  contact  du  troisième  ordre  suivant  une 
direction  déterminée,  ne  se  trouve  pas  comprise;  car,  dans  tous  les 
sens  autour  du  point  M,  la  fonction  tierce  de  z,  qui  répond  à  x  =  o 
et  y=o,  est  zéro  pour  l'ellipsoïde  osculateur,  et,  en  général,  elle  ne 
l'est  pour  la  surface  donnée ,  que  selon  une  ou  trois  directions  déter- 
minées par  une  équation  du  troisième  degré ,  que  l'on  formera  sans 
difficulté.  Cela  établit  uue  différence  essentielle  entre  la  sphère  tan- 


(*)  Peut-être  devrait-on,  dans  la  ge'ode'sie ,  prendre  pour  l'ellipsoïde  oscula- 
trice  en  chaque  point  de  la  Terre,  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati;  ce  serait 
celui  qui  ressemblerait  le  plus  en  général,  à  la  figure  du  globe,  et  qui  la  ferait 
le  mieux  connaître ,  si  l'on  déterminait  par  l'observation  ,  en  un  grand  nombre 
de  lieux,  les  deux  axes  de  cet  ellipsoïde,  et  la  direction  de  son  équateur  :  ces 
données  de  l'observation,  jointes  aux  longitudes  et  aux  latitudes,  aux  lon- 
gueuis  du  pendule  à  seconde  et  aux  élévations  au-dessus  du  niveau  des  mers- 
formeraient  les  éléments  complets  de  la  Géographie  mathématique. 
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geute  et  l'ellipsoïde  oscillateur  :  la  sphère  peut  toujours  être  rendue 
osculatrice,  suivant  une  direction  choisie  à  volonté;  et  le  conctact 
de  l'ellipsoïde  ne  saurait  être  élevé  à  l'ordre  supérieur,  suivant 
aucune  direction  pour  laquelle  il  n'est  pas  naturellement  du  troi- 
sième ordre. 

Note  du  rédacteur. 

La  note  de  M.  Jacobi ,  imprimée  dans  le  Journal  de  M.  Crelle  ,  a  pour 
titre  :  Nota  de  erroribus  quibusdam  geomeiricis  ,  qui  in  Theorid  funclionum  le- 
guntur.  Pour  la  commodité  de  nos  lecteurs,  nous  la  transcrirons  ici  tout  entière. 

,  Demonstravi  in  alià  coinmeutatione,  pister  curvas  planas  extare  nullas 
..  quarum  radii  osculi  curvam  centrorum  curvaturaB  tangent,  sive  superficiem 
,  evolubilem  forment.  Secùs  putabat  ill.  Lagrange ,  qui  in  Theorià  functionum 
»  (pag. ,  229,  etc.  ,  A  •  33)  conditionem  analyticam  exhibet,  qu*  ad  boc  locum 
,.  baben  debeat,  neque  videt  ter  eam  inlegratam  in  plani  squationem  abire 
»  Sed  vir  illustns  mox  adeo  ipsas  lineas  dupliciter  curvas  assignat,  quœ  illâ  pro- 
»  pnetate  gaudeant,  scilicet  lineas  curvatur*  in  data  superficie:  legimus  enim 
>•   (pag.  248):  B»  > 

»   D'où  il  suit  que  les  lignes,  suçant  lesquelles  le  rayon  de  courbure  sera  tan- 
»  genl  de  la  courbe  des  centres ,  sont  les  mêmes  que  celles  de  la  plus  grande  ou 
»   de  la  moindre  courbure  ; 
»  et  mox  ,  (pag.  245)  : 

»  //  n'y  aura  sur  une  surface  quelconque  que  ces  lignes  (les  lignes  de  courbure) 
»   qui  puissent  avoir  une  développée  formée  par  les  rayons  de  courbure 

»  Sc.l.cet  nescio  quo  factum  est,  ut  vir  illustris  normales  superficiel  putaverit 
»  esse  l.nearum  curvatur*  radios  osculi.  Sanè  normales  ad  superficiem,  inpunctis 
«  hue*  curvatur*  ductae,  formant  superficiem  evolubilem  ,  sed  e*  non  sunt  lmea» 
»  curvatura  radii  osculi.  Novimus  enim  radios  osculi  curv*,  in  superficie  data 
»  descr.pt* ,  s.mul  superficiel  normales  non  nisi  in  l.ueis  superficiel  brevissi- 
»  mis  esse. 

»  Sequiturexantecedentibus,  in  data  superficie  lineam  curvaturœ  simul  li- 
»  neam  brevissimam  esse  non  posse  ,  nisi  sit  curva  plana.  Nam  normales  ad  su- 
•  perficiem  m  punctis  Imeas  curvatur*  duct*  formant  superficiem  evolubilem 
»  ideoque,  çùm  m  lineis  brevissimis  normales  superficiel  sint  curv*  radii  osculi  ' 
»  rad,,  oscuhhnea.curvatune,  qU*  simul  linea  brevissima  est,  superficiem  evo- 
■•  lubdeoi  formant;  undè  sequitur  curvam  esse  planaw.  Nam  in  al.â  commenta- 
.  tione  kuju,  d.aru,  t.  XIV  (,«r  Théorie  der  Curven),  sicuti  suprà  adnotavi,  de- 
».  monstratum  est,  radios  osculi  formare  superficiem  evolubilem  non  nisi  i„  CUrvis 
,  plan,,.  EKe.nplum  habemus  in  meridmms  superficies*  rotundarum  ,  quœ 
»  sunt  curv*  plan*,  simulque  et  Une*  brevissiui*  et  Une*  curvatur*    , 
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MÉMOIRE 

Sur  les  surfaces  isothermes  dans  les  corps  solides  homogènes 
en  équilibre  de  température  ; 

Par  M.  G.  LAMÉ, 

Ingénieur  des  Mines,  Professeur  de  Physique  à  l'École  Polytechnique  (*). 


PRMIERE  PARTIE. 


Si- 


Lorsqu'un  corps  solide  homogène  est  en  équilibre  de  température, 
sous  l'influence  de  sources  constantes  de  chaleur  et  de  froid ,  contre 
lesquelles  sa  surface  est  immédiatement  appliquée,  la  température  (V), 
constante  avec  le  temps,  mais  variable  d'un  point  à  l'autre  de  ce 
corps,  est,  comme  l'on  sait,  une  fonction  des  coordonnées  x,j,  z, 
qui  satisfait  à  l'équation  aux  différences  partielles 


^J  dx*  ~f~  dy>  "*"   dz* 


Il  existe  alors  dans  ce  corps  des  surfaces  où  la  température  reste 
la  même  dans  toute  l'étendue  de  chacune  d'elles.  Ces  surfaces  d'égale 
température  peuvent  être  conçues  représentées  par  une  même  équa- 


(*)  Ce  Mémoire  est  extrait  du  tome  V  des  Savans  étrangers.  Nous  avons  cru 
devoir  le  réimprimer  ici ,  parce  que  le  recueil  dans  lequel  il  se  trouve  est  peu 
répandu  et  surtout  parce  que  l'analyse  ingénieuse  dont  l'auteur  a  fait  usage  ouvre 
une  route  nouvelle  dans  le  calcul  des  équations  différentielles  partielles. 

(J.  Liouviixe.) 
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tion,  contenant  un  paramètre  variable  de  l'une  à  l'autre,  et  de  la 
forme 

F(ar,  jr,  z)  =  A; 

7.  étant  ce  paramètre,  ou  la  fonction  des  coordonnées  dont  la  valeur 
numérique  est  constamment  la  même  pour  tous  les  points  d'une  sur- 
face individuelle. 

Toute  fonction  F  n'est  pas  propre  à  représenter  des  surfaces  d'égale 
température  pour  un  de  tous  les  cas  d'équilibre  calorifique  imagi- 
nables ;  elle  doit  satisfaire  pour  cela  à  une  équation  aux  différences 
partielles  qu'il  est  facile  de  trouver. 

Si  cette  fonction  (F  ou  A)  était  connue,  la  température  V  devrait 
pouvoir  être  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

V  =  <p(x), 

puisque  V  et  A  seraient  constants  ensemble,  variables  ensemble  ,  dans 
toute  l'étendue  du  corps  proposé.  On  aurait  d'après  cela 

dX  __  dX  dh  d-X dX  /rf^V   _i_  dX   d> 

dx  dx  dx  '  dx*  dx*  \dxj      '      dx  dx'  ' 

dX dX  dx  d*X d"X  /rf>.\  dX  d'x 

dj  ~  '  dx  dj  '       dj"    ~~    dx"  \djj    ~*~     dx  dy*' 

dX dXdx  d'X    d-X  /dx\>  dX    d'x 

dz  dx  dz  '  ~~d?  ~dx*  \dz)    "*~   Hx  ,  dz*  ' 

et  par  suite  l'équation  (i)  pourrait  être  mise  sous  la  forme 

S  [(0 + (ty + (£)'] + 5  (è + £ + S)  =  - 

dX         d*X 
Or,  —r  et  -r-j-  ne   contenant  d'autre  variable  que  A,  le  quotient 

!  g~. + $ + s>  ••  [(£)■ + ($j + ai  )  - 

devrait  jouir  de  la  même  propriété.  Ainsi  la  fonction  À  doit  satisfaire 
à  une  équation  différentielle  de  la  forme 

«  ë*$  +£-+w  [(!)" + (!)■+©"]  -  « . 
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(4.   étant  une  fonction  arbitraire  de  A),  pour  que  l'équation  (K  =  c) 
puisse  représenter  un  système  de  surfaces  isothermes 

En  remplaçant  4  (A)  Par  t^â  ~Jx~  '  oa  aura 

*Wrf^  +  -JT  Tx  -  °» 

d'où  en  intégrant  deux  fois 

dx 


V  =  A  fx±.+k>. 


Si  le  corps  proposé  est  limité  par  deux  surfaces  représentées  par 
les  équations  A=a ,  A  =  a!  ,  entretenues  à  des  températures  données 
T  et  T' ,  on  aura  ,  pour  déterminer  les  deux  constantes  A  et  A' ,  les 
deux  équations 

d'où 

T'  — T 


A  = 


Ç"  dx  P«  dx' 

J  >.o    T  J  »o   T 


et 

T— T 


A'=  T  — 


J  xo    9   ' 


J  X„      <P  J  X„ 

en  sorte  que  l'équation 

J  x0     <?  J  <P 

donnera  la  température  V,  correspondante  à  une  surface  quelconque  A. 

§  H- 

On  voit  que  dans  le  cas  particulier  d'une  enveloppe  solide  ,  dont 
les  parois  intérieure  et  extérieure  seraient  entretenues  à  des  tempéra- 
tures constantes,  mais  différentes  de  l'une  à  l'autre ,  la  loi  des  tempé- 
ratures stationnaires  serait  connue  ,  si  l'on  pouvait  déterminer  à  priori 

Tome  II.  —  Avril  i83;.  20 
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l'équation  générale  des  surfaces  isothermes  qui  correspondent  à  ce 
cas. 

Les  surfaces  des  parois  devant  être  deux  d'entre  elles,  le  problème 
consisterait  à  intégrer  l'équation  (2) ,  et  à  déterminer  les  formes  ou 
constantes  arbitraires  que  contiendrait  la  fonction  A,  de  manière  que 
pour  deux  valeurs  numériques  données  au  paramètre  c ,  l'équation 
A  =c  représentât  successivement  les  surfaces  des  parois.  Mais  la  so- 
lution analytique  de  ce  problème  serait  généralement  aussi  difficile 
à  trouver  que  celle  qui  consisterait  à  intégrer  directement  l'équation 
(1),  et  à  déterminer  les  fonctions  arbitraires  de  l'intégrale  V,  de  ma- 
nière qu'elle  devînt  numériquement  égale  à  T  ou  à  T'  pour  tous  les 
points  des  parois  de  l'enveloppe. 

Les  cas  simples  d'une  sphère  creuse  et  d'un  cylindre  creux  indéfini 
à  base  circulaire,  dans  lesquels  1  épaisseur  de  l'enveloppe  solide  serait 
partout  la  même,  sont  les  seuls  où  la  détermination  préalable  des 
surfaces  isothermes  n'offre  aucune  difficulté.  Pour  tout  autre  cas,  les 
parois,  quoique  toujours  comprises  parmi  ces  surfaces,  doivent  le 
plus  souvent  s'en  distinguer  par  quelque  propriété  singulière,  et  en 
quelque  sorte  ombilicale ,  qui  n'appartienne  pas  à  toutes  les  autres 
surfaces  d'égale  température  de  l'intérieur  de  l'enveloppe. 

Il  ne  suffirait  pas ,  pour  éloigner  cette  circonstance  qui  complique 
la  recherche  directe  de  l'équation  générale  de  ces  surfaces,  que  les 
parois  appartinssent  à  la  même  famille,  et  que  leurs  équations,  de 
même  forme  et  du  même  degré ,  continssent  le  même  nombre  de 
paramètres;  car,  dans  ce  cas,  qui  paraît  beaucoup  plus  simple  au 
premier  abord  que  celui  où  les  parois  seraient  dissemblables,  on  ne 
pourrait  pas  conclure  ,  en  général ,  que  les  surfaces  d'égale  tempéra- 
ture dussent  être  directement  représentées  par  des  équations  de 
même  forme  et  du  même  degré  que  celles  des  surfaces  qui  limitent 
l'enveloppe  solide.  Par  exemple,  dans  un  ellipsoïde  creux,  dont  la 
paroi  interne  serait  semblable  à  la  surface  extérieure,  les  surfaces 
isothermes  ne  seraient  pas  nécessairement  des  ellipsoïdes  semblables 
aux  parois,  ni  même  des  ellipsoïdes. 
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§  III- 

Les  conditions  nécessaires  pour  que  la  forme  commune  des  équa- 
tions des  deux  parois  soit  réellement  celle  qui  appartient  aux  surfaces 
d'égale  température,  peuvent  se  déduire  analytiquement  de  la  vérifi- 
cation de  l'équation  (2). 

En  prenant  cette  forme  pour  l'équation  générale  des  surfaces  cher- 
chées ,  on  regardera  toutes  les  constantes  qu'elle  contient  comme  des 
fonctions  inconnues  du  paramètre  A;  on  en  déduira,  par  des  diffé- 
rentiations  convenables,  les  coefficients  différentiels  partiels  de  ce 
paramètre  ;  après  les  avoir  substitués  dans  l'équation  (2) ,  on  posera 
les  relations  nécessaires  pour  qu'elle  soit  satisfaite,  quelles  que  soient 
les  coordonnées;  si  ces  relations  entre  les  variations  des  constantes 
arbitraires  ne  sont  pas  incompatibles,  leurs  intégrations  feront  con- 
naître comment  le  paramètre  A  doit  entrer  dans  les  constantes  de  la 
forme  proposée,  pour  qu'elle  puisse  représenter  les  surfaces  d'égale 
température;  enfin,  il  faudra  que  deux  valeurs  numériques  données 
à  ce  paramètre  puissent  rendre  l'équation  générale  successivement 
identique  avec  les  équations  des  deux  parois. 

Si  cette  vérification  ne  réussit  pas,  il  faudra  en  conclure  que,  dans 
le  cas  considéré  ,  les  surfaces  isothermes  de  l'intérieur  de  l'enveloppe 
doivent  être  exprimées  par  une  équation  différente,  et  probablement 
plus  compliquée  que  celle  des  parois;  et  que  ces  dernières  ne  rentrent 
dans  l'équation  générale  que  par  la  disparition  de  certains  termes, 
essentiels  pour  toute  autre  surface  individuelle. 

§IV. 

J'appliquerai  cette  méthode  au  cas  où  l'enveloppe  est  limitée  par 
deux  surfaces  du  second  degré  ayant  même  centre ,  leurs  axes  prin- 
cipaux étant  de  plus  situés  sur  les  mêmes  droites.  Leurs  équations 
seront  de  la  forme 

(4)  m x"  -f-  njr*  -\-  pz*  =  1 . 

Il  s'agit  de  trouver  comment  les  constantes  m,  n,  p,  doivent  con- 
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tenir  A,  pour  que  l'équation  (4)  puisse  représenter,  parla  variation 
successive  de  ce  paramètre  ,  toutes  les  surfaces  d'égale  température  de 
l'intérieur  de  l'euveloppe  proposée. 

On  regardera  donc  m,n,  p,  comme  des  fonctions  inconnues  de  A. 
ce  qui  donnera 

zmx  -f-  (m'x^  +  n'j*  -f-  p'z")  j-  =  o, 

/     i         dm  ,.  d*m  \ 

imx  +  4m'x  £  -f-  (m"x'  +  n'y  +  p"z')  (*)" 

+  (m'a:»  4-  n'y*  +  p'z>)  -£  =  o,  etc. 

et  par  suite 

(—\  4.  (±X  _i_  (±\  _  /  Wj'4-w'y'  +PV 
W/    ^  V^/    ^  \dz)  ^  (ro'.r1  -f-  n'y  +j,'z>y> 

m+n-f-jj      t  t 

—  _L_  *i  _l  ^A_      à (m  «H-nrH-/»'*1)  —2  (mm'x*+rm'jr>+pp'z') 

dx*     djr*      dï>—  W^^^FTY^r 

L'équation  (2)  devient  alors,  en  faisant  ^  =  £,  et  en  posant,  pour 

simplifier, 3Lc  :=~  r  • 

1  2 

{<p[(L  —  an»)  m'»  +  ;«"wa]  4-  m'm'ç'}** 
+  {<P[(L  —  in)  ri"   ■+-    bV]  +   nVi'<p'}^ 

+  {  ?[(L  —  2/>)/>'«  4.  ^y  ]  +  p'p'ç'jz* 

4-  {  ?  [2  (L— m— «)  m W-f-  m"«»4-  «"/»»]  4-  (,»»„'  4-  „•„,/)  ^ j  ^ 
4-  { <P  [2  (L  —  ra  —  p)  n'p'  4-  «"p»  4-  p"n']  4-  («y  4-  ^re')  <p'  }  ^«5. 
+  {  <P  [a(L— p—  mjp'm'+il'jp?^  /«>']  +(,>',«' 4- ™y)p'  }  s.x.  =0. 
Cette  dernière  équation  devant  être  satisfaite  quelles  que  soient  les 
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valeurs  des  coordonnées,  on  devra  avoir  les  six  relations 

<p[(L  —  zm)  m'*  ■+•  m" m*]  +  m*m'<p'  =  o, 

<p[(L  —    2Ti)  n'*   +    n'n*~\   -f-   n*n'<p'    =  o, 

<p[(L  —   2p)/>'J  -f-  p"p>]    ■+■  p'p'ç'    =  o, 

<p[a(L  —  m- — «)  m'n  -f-  m"?i%  +  «"?«*]  +  (m*n'  -\-  n*m)  <p'  =  o, 

<p[a(L  —  râ  — />)  «'p'  -f-  n"p*  -f-  p"n']  +  (n'p  ■+■  p*n')  <p'  =  o, 

<p [  2 (L  —  p  —  m) p'ni  -\-p"m* -+-  m!'p%~\  +  (p*m  +  m*p')  <p'  =  o. 

Ou  bien ,  en  posant  m  =  -  ,  n  =.  t,  p  =  -  ■ 

tpha''  =  a"<p  +  tf'tp', 
<pL6'»  =  b"<p  -f-  £'<p' , 
pLc'1  =  c"<p  -f-  c'<p', 

?  [aUW  +  a  '(*'  -  *')  ("-  -  t) ]  =  («"  "H  *")  <P  +  ("'  +  *')  *' , 

?  [aLi'c'  +  a  (è'  -  c')  g  -  |)]  =  (b«  +  c") ?  +  (b>  +  O  *', 

?  \jLc'a'  +  a' (^  —  a')  (j  —  ^)  J  =  (c"  +  «")  <P  +  (c'  +  a')  <p'. 

Les  trois  premières  donnent,  par  l'élimination  de  —,  les  relations 

L(a'  -*')=£  =4', 
L(i'   -0  =  ^  =  7, 

T     r   1  '\  c"  a" 

L  (c    —  a)  =  -7  ==  —  : 
^  '  c  a 

en  outre ,  si  l'on  retranche  chacune  des  trois  dernières  d'un  couple 
convenable  des  premières,  <p'  et  <p  se  trouvent  encore  éliminés,  et 
l'on  a 

L(a<  -bj  =  2(a'  -b>)(±-  £), 
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Or,  il  est  aisé  de  voir  que  les  six  dernières  relations  ne  peuvent 
admettre  d'autre  solution  que  celle  indiquée  par  les  équations 

a  =  b'  =  c' ,     d'où     a"  =  b'  =  c". 

Tout  autre  système  de  valeurs  conduirait  à  des  expressions  indépen- 
dantes de  À  pour  m,  n,  p. 

Ainsi,  les  constantes  a,  b,  c,  ou  — ,  -,  -,  doivent  être  égales  à 
777  m 7    n     p  ° 

une  même  fonction  quelconque  de   A,   augmentée  ou  diminuée  de 

constantes  différentes.  On  aura  donc  les  valeurs  les  plus  générales  de 

m ,  n.  p ,  en  posant 


-,     n   — 


K>  —  b>'     P  ~  a*  —  , 


où  /;  et  c  sont  deux  lignes  déterminées  et  constantes.  On  peut  sup- 
poser, sans  troubler  cette  généralité,  que  la  constante  c  soit  plus 
grande  que  b. 

§  V. 

Mais  l'équation  (4)  représentant  des  surfaces  très  différentes ,  sui- 
vant que  A  sera  plus  grand  que  è  et  c,  plus  grand  que  b  mais  plus 
petit  que  c,  ou  à  la  fois  plus  petit  que  c  et  b ,  il  convient  de  séparer 
ces  trois  cas  différents.  Désignons  par  ft ,  v,  p,  les  valeurs  de  A  qui 
leur  correspondent  :  on  aura  les  équations 

+ 
1    p  p  —  "- 

I  x 

\   j«  0'  —  ('  C  —  ç3 

pour  représenter  trois  systèmes  de  surfaces  isothermes  compris  sous 
la  forme  générale  (4)- 

Toutes  les  surfaces  de  chaque  système ,  et  même  celles  des  trois 
systèmes  réunis,  ont  pour  éléments  constants  de  l'une  à  l'autre,  les 


+ 

y 

ï-b> 

+ 

j* 

y-  —  b* 

y 

z' 
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distances  focales  ib ,   2c,  2  \/c*  —  6*,  de  leurs  sections  principales 
faites  par  les  mêmes  plaus  coordonnés. 

Ainsi,  lorsqu'on  entretient  à  des  températures  constantes  les  parois 
d'une  enveloppe  solide,  terminée  par  des  ellipsoïdes,  dont  les  sec- 
tions principales  ont  les  mêmes  foyers,  les  surfaces  d'égale  tempéra- 
ture, dans  l'intérieur  de  cette  enveloppe,  sont  encore  des  ellipsoïdes 
ajant  les  mêmes  foyers  que  les  précédents. 

Si  l'enveloppe  a  pour  limite  deux  hyperboloïdes  à  une  nappe 
indéfinie,  de  mêmes  foyers,  ses  surfaces  isothermes  seront  encore 
des  hyperboloïdes  de  même  espèce  et  assujettis  à  la  même  condition. 
Enfin,  si  les  parois  indéfinies  de  l'enveloppe  sont  les  moitiés  de 
deux  hyperboloïdes  à  deux  nappes  ayant  mêmes  foyers ,  ses  surfaces 
d'égale  température  seront  toutes  des  moitiés  d'hyperboloïdes  de  la 
même  famille. 

On  peut  vérifier,  comme  on  le  verra  plus  bas,  que  dans  chacun 
de  ces  trois  cas  les  parties  homologues  des  surfaces  isothermes  du 
même  système  sont  effectivement  traversées  par  la  même  quantité  de 
chaleur  dans  le  même  temps.  Mais  avant  d'entreprendre  cette  vérifi- 
cation ,  il  convient  d'étudier  de  plus  près  le  système  des  trois  équa- 
tions (5). 

§  VI. 

Si  l'on  imagine  sur  l'axe  des  x,  quatre  points  B,  B' ,  C,  C,  dis- 
tants du  centre  ou  de  l'origine  0,  de  quantités  OB  =  OB'  =  b, 
0C=0C'=c ,  les  points  B  et  B'  seront  les  foyers  de  toutes  les  courbes 
du  second  degré,  traces  sur  le  plan  des  x  y ,  de  toutes  les  surfaces 
représentées  par  les  équations  (5);  et  les  traces  de  ces  mêmes  surfaces 
sur  le  plan  des  x  z,  auront  toutes  pour  foyers  les  points  C  et  C. 
J'appelle  les  points  B,  B',  C,  C,  les  foyers  des  surfaces  du  second 
degré  à  axes  inégaux,  représentées  par  les  équations  (5).  Ces  foyers 
étant  donnés,  ainsi  que  le  paramètre  tt,  1  ,  ou  p,  de  l'une  de  ces 
surfaces,  elle  est  entièrement  connue  de  forme  et  de  grandeur. 

Un  point  quelconque  de  l'espace,  correspondant  aux  coordonnées 
orthogonales  x,y,  z,  sera  situé  sur  trois  surfaces  appartenant  res- 
pectivement aux    trois  systèmes  (5),   et  ayant  pour   paramètres  les 
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valeurs  de  fj. .  v ,  p ,  que  l'on  déduirait  des  équations  (5) ,  en  fonction 
àex,jr,  z. 

Il  suit  de  là  que  l'on  peut  regarder  les  trois  paramètres  variables 
u,  i  ,  f,  comme  composant  un  nouveau  genre  de  coordonnées.  Un 
point  de  l'espace  est  alors  douué  par  l'intersection  d'un  ellipsoïde  et 
de  deux  hyperboloïdes,  l'un  à  une  nappe,  et  l'autre  à  deux  nappes, 
avant  tous  trois  les  mêmes  foyers,  B,   B'.  C,  C. 

Je  donnerai  aux  trois  variables  /*,  v,  f  ,  le  nom  de  coordonnées 
elliptiques  ;  et  j'appellerai  surfaces  homofocales  toutes  celles  qui  sont 
représentées  par  les  équations  (5). 

Les  trois  coordonnées  orthogonales  x ,  y ,  z,  sont  liées  aux  coor- 
données elliptiques  ,  fi,  v,  p,  par  l'équation  (5),  ou  par  les  suivantes, 
que  l'on  obtient  par  des  éliminations  convenables  : 

(  bc  .  x  =  u  >■  p  , 


(6)  \   by/c'  —  b'.y  =    vV  — 6*   v/"'— 1>*  \/b'—f>, 

'   c  \/c*  —  b1 .  z  =    vV'  —  c*    \''c* —  >  *    Vc*  —  />\ 

Ces  formules  démontrent  que  si  l'on  imagine,  en  un  point  quel- 
conque de  l'espace,  les  trois  surfaces  homofocales  qui  y  passent, 
chacune  des  coordonnées  orthogonales  de  ce  point  sera  égale  au 
produit  des  trois  demi-axes  de  ces  surfaces  qui  ont  la  même  direc- 
tion qu'elle ,  divisé  par  le  rectangle  des  deux  demi-distances  focales 
correspondantes  à  toutes  les  sections  principales  de  ces  mêmes  sur- 
faces ,  dont  les  plans  sont  parallèles  à  cette  coordonnée. 

§  VIL 

Les  plans  tangents  aux  trois  surfaces  (5),  au  même  point  {oc, y,  z  ) 
ou  {fjt ,  i,  p),  ont  pour  équations 

xx'  _!_      W  zz'      

ft  fi    —   D'  fc  —  c* 

xx        i  J'f  **' 

— ï — r 
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ces  trois  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux  ,  car  les  valeurs  de 
x,  j,  z,  donne'es  en  /*,  v,  f,  par  les  équations  (6)  conduisent  aux 
identite's 

_£l     , .£ z'  

S,*  "*"  («*  _  b>)  (/-•  -  b>)        (s—  c>)  (c-  -  ;•)  " 


y 

V  -  b-)  (,• 

-4*) 

jra 

(,•  — ô')(6' 

-«') 

j* 

6j-«')  +  (c*  -  o  (c1  —  r)  ~~  °' 


?>ft*  (b*—f){Lfï>—b-')  (c*— ç')  (i«a— c) 


=  o, 


relations  qui  expriment  que  les  cosinus  des  angles  de  ces  plans  sont 
nuls. 

Ainsi,  une  surface  quelconque  de  l'un  des  systèmes  (5)  coupe  nor- 
malement toutes  les  surfaces  des  deux  autres  systèmes. 

§  vin. 

Considérons  particulièrement  un  des  ellipsoïdes  au  paramètre  (jl  , 
représenté  par  la  première  des  équations  (5).  En  un  quelconque  de 
ses  points  passent  deux  hyperboloïdes ,  l'un  à  une  nappe  et  l'autre  à 
deux  nappes,  ayant  les  mêmes  foyers  que  cet  ellipsoïde,  qui  sont 
perpendiculaires  à  sa  surface,  et  qui  se  coupent  conséquemment  sui- 
vant une  courbe  à  double  courbure  normale  à  l'ellipsoïde  proposé. 
Soit  M'  un  point  de  cette  intersection  voisin  de  M,  et  situé  sur  un 
second  ellipsoïde  infiniment  voisin  du  premier  et  ayant  pour  para- 
mètre //--f-  J'(tt;  soit  MM'  =  JV,  et  représentons  par  é'œ ,  £y ,  J*z,  les 
projections  de  cet  élément  linéaire  sur  les  trois  axes.  Il  est  évident 
qu'en  passant  de  M  à  M',  c  et  p  restent  constants;  u  est  donc  la 
seule  coordonnée  elliptique  qui  varie.  D'après  cela  les  équations  (6) 
donneront 

bcS'x  =   Vf^/A, 

On    en  conclura    facilement   l'expression   de   l'élément   linéaire.... 

Tome  II,  —  Mai  i837.  2  1 
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MM'  =  JV  =  \/J\x*  +  £j%  4-  JV;  on  trouve  ainsi,   toute  réduction 
faite, 


Pareillement,  si  l'on  désigne  par  JV  l'élément  de  la  courbe  d'inter- 
section de  l'ellipsoïde  et  de  l'hyperboloïde  à  deux  nappes  aux  mêmes 
foyers ,  qui  passent  en  un  même  point ,  on  aura 


y ,»  _  ù*  y  c1  —  »J 

Enfin ,  si  Ss"  est  l'élément  de  la  courbe  d'intersection  de  l'hvper- 
boloïde à  une  nappe  et  de  l'ellipsoïde  homofocaux  correspondants  à 
un  même  point  de  l'espace ,  on  aura 


Vu*—?  tf*  -f 

Si  donc  s,  s' ,  s",  représentent  les  longueurs  finies  variables  des 
courbes  d'intersection  aux  éléments  «Tj,  JV ,  J's" ,  s  variant  avec  u 
seulement,  s'  avec  v,  /'avec  p,  on  aura  pour  déterminer  ces  trois 
fonctions  les  trois   intégrales  suivantes  : 


J   c  ppL-t*  y/p—  cx 

\  J    O       \/b7  —  {"    \Zc*—   ç- 

§  IX. 

Toutes  les  courbes  s' ,  s",  suivant  lesquelles  un  même  ellipsoïde 
est  coupé  par  tous  les  hyperboloïdes  ayant  mêmes  foyers  que  lui .  ne 
sont  autres  que  les  lignes  de  courbure  de  sa  surface.  Il  s'agit  ici  de 
vérifier  ce  théorème  important  :  les  équations  de  la  normale  à  Tel- 
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iipsoïde,  au  point  (x,y,  z) ,  sont 

/jt,'z  (x'  —  x)  =5  (ft*  —  f a)  .r  (s'  —  z) , 
fxy  (x'  —  ce)  —  (>a  —  b*)j(f  —l)  > 

si  cette  droite  est  rencontrée  en  [x  ,  y' ,  z'),  par  la  normale  infini- 
ment voisine  ,  correspondante  au  point  {x  -f-  dx  ,y  -f-  dy,  z  -f-  dz) , 
on  devra  avoir 

H*'  (zdx  —  xdz)  x'  -f-  c'x'dz    ==  o , 
f*a  (ydx  —  xdy)  x'-\-  b*x*dy  =  o  ; 

car  ces  dernières  équations  s'obtiennent  en  combinant  les  équations 
de  la  normale,  avec  celles  qu'on  en  déduit  par  la  différentiation  de 
x,  y,  z.  L'élimination  de  l'abscisse  x'  du  point  de  concours  supposé 
des  deux  normales  voisines  conduit  à  la  relation 

,     /zdx  —  xdz\  .  /ydx  —  xdy\ 

b'(—jr-)  =  C\        dy        > 
OU 

(*)•••        bid\  -  I)  =  <fr  -  0 

à  laquelle  doivent  satisfaire  les  différentielles  dx ,  dy ,  dz,  pour  que 
les  normales  voisines  soient  dans  le  même  plan.  Cette  relation, 
combinée  avec  l'équation  différentielle  de  l'ellipsoïde,  représente, 
comme  on  le  sait,  les  lignes  de  courbure  de  sa  surface. 

Maintenant,  lorsqu'on  chemine  sur  une  des  courbes  s' ,  f*  et  p  con- 
servent les  mêmes  valeurs,  et  v  varie  seul  ;  alors  on  a  par  les  équa- 
tions  (6) 

dx d»         dy y  dz y 

X  y    '        y  v'  —  l>-  '         Z  y    —  ca  ' 

or  ces  valeurs  de —  ,   — ,  — ,   rendent  identique  l'équation  (8);  les 

courbes  s'  forment  donc  un  des  systèmes  de  lignes  de  courbure  de 
l'ellipsoïde. 

Pareillement  lorsqu'on  suit  une  même  courbe  /,  ^  et  v  restent 
constants ,  et  f  varie  seul  ;  les  équations  (6)  donnent  alors 
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dx  _       dç       dj  _  ç  dz   _  ç 

T  —  7'    J  —  ~^T  >     T  —  -^~'> 

expressions  qui  rendent  encore  identique  l'équation  (8)  ;  les  courbes 
s'1  forment  donc  le  second  système  de  lignes  de  courbure  de  l'ellip- 
soïde. 

On  peut  énoncer  ces  propriétés  d'une  manière  plus  générale  ,  en 
disant  que  toutes  les  surfaces  homojocales  de  deux  quelconques  des 
trois  systèmes  (5)  rencontrent  normalement  une  surface  courbe  quel- 
conque  du  troisième  sjstème  ,  et  tracent  sur  elle  toutes  ses  lignes  de 
courbure. 

SX. 

Revenons  maintenant  à  la  question  physique ,  et  cherchons  quelle 
sera  la  loi  des  températures  stationnaires  d'une  enveloppe  solide  dans 
laquelle  les  surfaces  d'égale  température  seront  représentées  par  l'une 
des  trois  équations  (5).  Considérons  d'abord  le  cas  où  ces  surfaces 
sont  des  ellipsoïdes.  Il  faut  d'abord  trouver  la  valeur  de  la  fonction 
■^  (A) ,  qui  rend  identique  l'équation  (2).  Si  l'on  pose  dans  l'équa- 
tion (4),  et  dans  les  relations  que  nous  en  avons  déduites  par  la 
difterentiation 


on  trouve 


et  par  suite 


if  1  _  2* 

(K— *■)••      P        '  W-<rY 


Ofi  '  2/t  '        P 


(L  —  sm)  m"+  m"m>  =  m'*  Ç—), 
(L  —  an)  ri*  +  ri'n*  =  ri*  (^n)' 

(L-2p)p"+py=p»Ç¥), 
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2  (L  —  m  —  n)  tri  ri  ■+-  m"ri  -f-  n"p'  =  2111' ri  f  - — -Y 
2  (L  -  n  -  p)  n'p'  +  »V  +  p"ri  =  2rip'  ('-i±£), 
2  (L  —  p  —  m)  p'm'  -+-  p"m%  -f-  m"p*  =  'jp'm  (- — -  J , 

d'où  l'on  conclut 

*   V        (fa—  **)' +  (^  —  c')V 

d'x       d'x       d'x /      1  i      \ 

dF'+dJ*  +d?  ~  V'—  b*+fS  —  c) 


/x2  jr"  za       \  ' 

ce  qui  donne ,  pour  4  (A)  ou  4  (fi)  ■ 

La  fonction  4  étant  connue,  on  en  déduira  la  fonction  <p  en  inté- 
grant l'équation 

I  dç   1  f*  ,  P 

<p  dy.  ~~"   ™  f«5 — £a  ^a  —  ca  ' 

ce  qui  donne 


<p(»  =    \Zfi*  —  b%  s/p.*  —  c\ 

La  température  V  sera  enfin  donnée,  soit  par  l'équation  différen- 
tielle 

(9).  5V/^~rZr"    VV-^  =  A, 

soit  par  l'équation  intégrale 

(,o).  v  =  a  r  -==* +  B. 

On  trouvera  aussi  que  pour  le  second  des  trois  systèmes  de  sur- 
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faces  d'égale   tempe'ratnre  représentées  par  les  équations  (5},    on  a 

<p(r)  =  y/»1  —  b%   >/c*  —  »*, 


(9).  â  ^'-^  V'c"—  »'=A, 

(10),  v  =  Ar * +  B. 

Enfin,  dans  le  cas  où.  l'enveloppe  solide  aurait  pour  surfaces  d'égale 
température  les  hyperboloïdes  à  deux  nappes  représentés  par  la 
troisième  des  équations  (5),  on  aura 

400  =  - 


<rv 


(9) ,  ^    Vb'-f  \'C-f  =  A, 

(10).. . .  V  =  A  f  '       *-==  +  B. 

J  0    ^/  01  —  (A  V  c'  —  r 

Ainsi  la  température  sJationnaire,  et  variable  d'un  point  à  l'autre, 
dans  les  trois  genres  d'enveloppe  dont  les  surfaces  isothermes  sont  du 
second  degré  et  homofocales,  est  exprimée  par  une  transcendante 
elliptique  de  la  première  espèce;  et  les  trois  variétés  de  cette  trans- 
cendante correspondent  respectivement  aux  trois  cas  que  nous  avons 
considérés. 

§  XI. 

Nous  pouvons  maintenant  vérifier  que  dans  chacun  de  ces  cas 
toutes  les  surfaces  isothermes  sont  traversées  par  la  même  quantité 
de  chaleur  dans  le  même  temps,  lorsque  la  température  varie  de 
l'une  à  l'autre,  suivant  les  lois  qui  viennent  d'être  trouvées. 

Considérons  d'abord  l'enveloppe  ellipsoïdale.  La  quantité  de  cha- 
leur qui  traverse  l'élément  de  volume  compris  entre  deux  ellipsoïdes 
infiniment  voisins,  ayant  pour  paramètres  p  et  /JL+d/JL,  et  les 
courbes  s,   correspondantes  aux  différents  points  du  périmètre  d'un 
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élément  dco* ,  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  (  p),  aura  évidemment  pour 
expression 

KTrTsda>  > 

K  étant  le  coefficient  de  la  conductibilité  intérieure,  de  la  matière 
dont  l'enveloppe  est  composée. 

Il  s'agit  d'intégrer  cette  expression  pour  toute  la  surface  de  l'ellip- 
soïde /jl;  or,  cette  intégration  peut  se  faire  de  deux  manières:  en 
exprimant  l'élément  dco*  en  coordonnées  orthogonales,  ou  en  coor- 
données elliptiques. 

En  employant  les  coordonnées  orthogonales,  on  remarquera  d'a- 
bord que  Ss  est  égal  à  la  partie  de  la  normale  à  l'ellipsoïde  (/x) 
comprise  entre  les  deux  ellipsoïdes  qui  limitent  la  couche  considérée, 
en  sorte  que  si  Sx ,  Sj ,  Sz ,  sont  les  projections  de  Ss  sur  les  axes, 
on  a 

-r^—,  Sx  =  -Sz,      -^-r  Sx  =  3  Sr, 

fC1  C  fi'  7  fi'  03  H*        J 

d'où 


Ss  =  £  Sx  Jx-  +    —^-  +   — ?1—, 

narquant  que  —  =  —  ,   comme  1  incliqueal 
(6),  puisque  sur  la  courbe  s,  v  et  />  restent  constants 


ou,  en  remarquant  que —  =  — ,   comme  l'indiquent  les  équations 


Ss  =  t*  y/-,  +  ,  J  ,»»  H-  ;    "     .yâ  Su, 
r  Y   fi'        x—  b*)         (ff  +  c-y 

ce  qui  donnera 


*\/% 


y 


ui       (fc*—by      (f^'—cy 
Quant  à  l'élément  de  surface  do',  sa  valeur  est 


J    V  y.*         c — b-y         (,«  —  c) 
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on  peut  donc  poser 

T,    dX  eu    ,    ,  ,r    dX  «a  —  c1   dxdy 

K   -r  -£  dôû*  =  K   -r-  - ^  . 

dp   d*  dft.        ft.  z 

Ou  bien,  en  remarquant  que  l'équation  de  l'ellipsoïde  donne 


Vf-"  —  c 
on  aura 

,r    dX  eu.    .  „  dX    {/ft*  —  c5  dxdy 

K   — ; — r  rfur  =  K 
o«  es 


v/1-?-^-» 


L'intégration  de  cette  expression  ,  par  rapport  à  y ,  conduit  à  l'in- 
tégrale indéfinie 

K  dX  y/?-»    t/>-c(    arc  sin  Vf  -  b^_  +  CQnst 

V  ft* 

qui  doit  être  prise  de 


ce  qui  donne 

Enfin  l'intégration  par  rapport  à  x,  de  (.r  = — jw)  à  (x=-\-[i), 
donne  définitivement,  en  doublant  le  résultat,  pour  la  quantité  de 
chaleur  cherchée 

ou,  en  vertu  de  l'équation  (g), 

477-KA. 

Cette  quantité  de  chaleur  est  donc  constante,  quel  que  soit  y.,   ou 
quelle  que  soit  la  couche  ellipsoïdale  considérée. 
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§  XIT. 

Ea  employant  les  coordonnées  elliptiques,  on  substituera  à  l'élé- 
ment da',  le  rectangle  Ss'Ss" ,  et  l'on  aura  [équations  (7)], 


yC'—  s  y  bv~ ,  y  b'—  ?  y  e—  <>- 

Cette  expression  devra  être  intégrée  de  >  =  b  à  v  =  c ,  de  p  =  o  à 
p  =  b,  et  ensuite  multipliée  par  8,  pour  avoir  la  quantité  de  chaleur 
cherchée,  qui  sera,  en  vertu  de  l'équation  (9)0, 


8KA 


J  o    J  i 


(,»  _  f)  M? 


b   y/„=_6<  yc'  —  ,1   yb'  —  f   yc—(l 

Sous  cette  forme  cette  quantité  totale  de  chaleur  est  encore  indépen- 
dante de  u,  ou  de  la  couche  ellipsoïdale  considérée. 
Son  expression  différentielle 


KA 


(.'    _     ç>)   M; 


y,*—b>  yc>  —  ,<  yb-  —  ?yc*  —  c 

est  elle-même  indépendante  de  /j..  Ainsi,  si  l'on  considère  à  travers 
l'enveloppe  proposée,  un  canal  infiniment  délié,  ayant  pour  axe  une 
courbe  s,  et  pour  section  normale  le  rectangle  dVjy,  dont  la 
grandeur  varie  avec  ft,  ou  d'une  couche  ellipsoïdale  à  la  suivante, 
ce  canal  laissera  écouler  une  même  quantité  de  chaleur  dans  le 
même  temps,  par  toutes  ses  sections  normales;  et  ses  parois,  qui 
appartiennent  à  quatre  h yperboloïdes  aux  mêmes  foyers,  infiniment 
voisins  deux  à  deux,  ne  seront  traversés  par  aucune  molécule  calo- 
rifique. Sous  ce  point  de  vue,  on  peut  appeler  ce  canal  un  filet  de 
chaleur ,  et  la  différentielle  qui  précède  donne  la  dépense  de  cejilet 
pendant  l'unité  de  temps. 

§  XIII. 

Soit   toujours   da%  un  élément  de    la  surface  de  l'ellipsoïde   (ft)  ; 
la   quantité  (AQ)  qui  le  traverse  sera  égale  à  la  dépense  du  filet  de 
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iection  <fs'<Ps" ,  multipliée  ] 
les  équations  (7),  égale  à 


section  S~s£s",  multipliée  par  le  rapport  jjfs„  ;  elle  est  donc,  d'après 


Si  l'élément  du?,  conservant  toujours  la  même  grandeur,  est  suc- 
cessivement placé  aux  extrémités  des  trois  axes  de  l'ellipsoïde  (/*), 
l'expression  précédente  prendra  les  trois  formes  suivantes  : 

i°.  A  une  des  extrémités  du  grand  axe  2|W,  où  x=  p,  y=.o, 
r=o,  et  i'  =  c,  p  =  £,  elle  devient 

A'Q  =  KW 


Vts—c*  vV- 


2°.  A  l'extrémité  de  l'axe  moyen,  où  x=o,  7=  vV — b* ,  z=o, 
et  v  =  c,  p  =  0, 


A"Q  = 


Vf-c*' 


58.  Enfin  à  l'extrémité  du  petit  axe,  où  a:=o,  )'=o,  z=  Vp* — c* , 
et  v  =  b,  p  =  o, 

A'"0  =       KA^a>' 
On  déduit  de  là 

a'Q  :  a''Q  :  a'"Q  ::  ^  :  \/]>y^b-  :  \/^t^, 

c'est-à-dire  que  les  jlux  de  chaleur  aux  extrémités  des  axes  d'une 
même  surface  ellipsoïdale  d'égale  température  ont  des  intensités  res- 
pectivement proportionnelles  à  ces  axes. 

S  XIV. 

En  égalant  les  deux  expressions  trouvées  pour  la  quantité  totale  de 
chaleur  qui  traverse  une  surface  ellipsoïdale  quelconque  d'égale  tem- 
pérature ,  on  obtient 


ou 
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Çb  Çc {S—Ï')d,d<>  _    * 

j  oj  b   \/7^U*  v/c*--»7'  V^—ê  Vc~-—<?        2  ' 

Jo    l/i'— e'  V  c'—  e'J  *     ^»-i!  1/c'-.1 


ou  bien  encore 


/: 


t/F~ 


J  o     t/c"—  <>a  J   «• 


V/V— £a     'Ji    \/'"— 6°  V  c— »' 


Ces  relations  peuvent  se  démontrer  directement  {voyez  la  note  placée 
à  la  fin  de  ce  mémoire);  toutefois  la  facilité  avec  laquelle  elles  se  dé- 
duisent de  l'analyse  précédente  mérite  d'être  remarquée. 

Le  genre  de  coordonnées  y.,  v,  p,  auquel  on  est  conduit  en  traitant 
la  question  physique  qui  nous  occupe,  paraît  même  devoir  fournir 
les  éléments  d'une  sorte  de  trigonométrie  elliptique,  dont  l'objet  se- 
rait de  démontrer  géométriquement,  et  d'une  manière  simple,  quel- 
ques formules  qui  lient  entre  elles  les  différentes  espèces  de  trans- 
cendantes elliptiques.  Et,  comme  un  autre  exemple  de  ce  nouveau 
mode  de  démonstration ,  on  remarquera  que  le  volume  d'un  ellip- 
soïde (,tt),  ou  le  produit  ft  vV1 — b%  y^.3 —  C  de  ses  trois  axes,  mul- 
tiplié par^7T,   doit   être   égal   à    huit   fois   l'intégrale   triple 

f  f  f£s£s'£s'',  prise  entre  les  limites  extrêmes  des  variables  indépen- 
dantes fj.,  v,  f>;  ce  qui  conduit  à  l'intégrale  suivante,  définie  en  1 
et  f  ,  indéfinie  en  /&, 


,b    Ç*  Ç( 

J  o  J  b  J  b 


i>°— »'•)  C»'— C1)  G"a— g')  dpd'dç 


VfS—b1  V/|K'— ca  \/  ,'—b'  [/c>—S  {/  b2—  C  \/c'—f 


laquelle  peut  se  décomposer  en  une  somme  algébrique  de  triples  pro- 
duits de  transcendantes  elliptiques. 
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§XV. 

Dans  le  cas  de  l'enveloppe  dont  les  parois  sont  deux  hyperboloïdes 
à  une  nappe,  ayant  mêmes  foyers,  la  quantité  de  chaleur  qui  tra- 
verse, dans  l'unité  de  temps,  le  parallélépipède  cJVJV',  compris  entre 
deux  surfaces  d'égale  température  infiniment   voisines  ,  a  pour  ex- 
pression 

K  ~d,  17  àsàs  ' 

ou,  en  substituant  les  valeurs  de  «|\y,  JY,  £s" , 

K  -r-  s/v%—b%  \/c*—  "»,/-— >,  ,/- — ;  ./r, — -, ./" *  » 

du   v  y  p — o2  VV — c    V" — ?   l/c — ç 

ou  enfin,  en  ayant  égard    à  l'équation  (9) , 


KA 


(/*' — r)  «W'e 


Vs-fr  Vr?—<?  V^-ï  Vc->—e 


elle  est  donc  indépendante  de  v ,  et  par  conséquent  de  la  surface  iso- 
therme considérée. 

Ainsi ,  dans  le  canal  infiniment  délié  dont  l'axe  et  les  arêtes  sont 
des  courbes  /,  les  sections  S'sS's',  perpendiculaires  à  ses  parois  et  de 
grandeur  variable,  sont  toutes  traversées  par  la  même  quantité  de 
chaleur  dans  le  même  temps.  Ce  canal  forme  un  filet  de  chaleur  dont 
la  différentielle  qui  précède  exprime  la  dépense. 

Enfin  dans  le  cas  de  l'enveloppe  terminée  par  deux  moitiés  d'hy- 
perboloïdes  à  deux  nappes  aux  mêmes  foyers,  la  quantité  de  chaleur 
qui  traverse,  dans  l'unité  de  temps,  le  parallélépipède  JV<JV  est 

-  K  di  Vb'-rWC-  rv~r^z  v-r_-,  v7=p  y-r-,, 
ou  enfin,  d'après  l'équation  (9),  : 


KA 
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i/ff—b'  vV—c1  V>'—b'  Vc1—'*' 


Cette  quantité  est  indépendante  de  p ,  ou  de  ce  qui  particularise  la 
surface  isotherme.  Ainsi,  dans  le  canal  aux  arêtes/  toutes  les  sections 
cJVciV,  quoique  différentes,  sont  cependant  toutes  traversées  par  le 
même  flux  de  chaleur.  Ce  canal  est  donc  un  filet  de  chaleur  dont  la  dé- 
pense est  exprimée  par  la  différentielle  précédente. 

Il  résulte  de  ces  vérifications  que  les  équations  (io),,  (m),  ,  (io)„ 
représentent  réellement  les  températures  stationnaires  dans  trois  gen- 
res d'enveloppes  dont  les  parois  sont  des  surfaces  du  second  degré 
ayant  mêmes  foyers,  et  entretenues  chacune  à  une  température  cons- 
tante dans  toute  son  étendue,  mais  différente  de  l'une  à  l'autre  de  ces 
parois. 

§  XVI. 

Si  l'espace  solide  en  équilibre  de  température  était  terminé  par 
deux  paraboloïdes  de  même  espèce,  dont  les  axes  seraient  dirigés  sur 
la  même  droite,  et  dont  les  sections  principales  auraient  les  mêmes 
foyers,  il  résulte  évidemment  des  différents  cas  qui  viennent  d  être 
traités,  et  des  transformations  connues  pour  passer  d'une  espèce  de 
surface  du  second  ordre  à  une  autre,  que  les  surfaces  d'égale  tempé- 
rature dans  le  solide  proposé  seraient  des  paraboloïdes  de  même  es- 
pèce que  les  parois,  et  assujettis  aux  mêmes  relations  de  forme  et  de 
position. 

§  XVII. 

Si  b  =  c  dans  les  équations  (5),  la  première  représente  des  ellip- 
soïdes de  révolution  autour  de  leur  grand  axe ,  et  les  ellipses  méri  - 
diennes  detousces  ellipsoïdes  ont  les  mêmes  foyers;  la  troisième  équa- 
tion représente  des  hyperboloïdes  de  révolution  à  deux  nappes  ayant 
mêmes  foyers;  quant  à  la  seconde,  v  devant  toujours  être  compris 
entre  b  et  c,  on  posera  c%  =  b'  -+-  Ab*,  v*  =  b*  +  A**,  Ai*  et  Ab' 
étant  de?  quantités  infiniment  petites,  dont  le  rapport  fini  peut  varier 
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avec  A»';  la  seconde  des  équations  (5)  deviendra  alors 


A»1 


et  représentera  deux  plans  méridiens  quelconques  des  surfaces  de  ré- 
volution des  deux  autres  systèmes. 

En  posant  b  =  c  dans  les  équations  (g)„  et  (io)„,  elles  deviennent 


v=-W;-s  +  b> 


pour  la  température  stationnaire  des  différents  points  d'une  enveloppe 
terminée  par  deux  ellipsoïdes  de  révolution  autour  de  leur  grand 
axe.  ayant  mêmes  foyers,  et  entretenus  chacun  à  une  température 
constante. 

En  faisant  bz=c  dans  les  équations  (g;s  et  (io)a,  elles  donnent 

dy  f  .         *  A 


V  =  7^V/S+A- 


pour  exprimer  la  température  variable  d'un  point  à  l'autre  d'une 
enveloppe  solide  terminée  par  les  moitiés  de  deux  hyperholoïdes  de 
révolution  à  deux  nappes,  avant  mêmes  foyers. 

§  XVIII. 

Si  b=o  dans  les  équations  (5) ,  la  première  représente  des  ellip- 
soïdes de  révolution  autour  de  leur  petit  axe  ,  dont  les  ellipses  méri- 
diennes ont  toutes  les  mêmes  distances  focales;  la  seconde  représente 
des  hyperboloïdes  de  révolution  à  une  seule  nappe ,  assujettis  à  la 
même  relation  de  forme  et  de  position;  quant  à  la  troisième,  p  de- 
vant toujours  être  moindre  que  b,  on  y  substituera  à  b*  et  /Da  deux 
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quantités  infiniment  petites  Ab*  et  àf>';  elle  deviendra  alors 


Ci?-  i)x  =' 


et  représentera  deux  plans  méridiens  quelconques  des  surfaces  de  ré- 
volution des  deux  antres  systèmes. 

En  posant  b  =  o  dans  les  équations  (9),  et  (io)„,  elles  deviennent 


V  =  i  arc  (cos  =   -)  +  B. 

Telle  est  la  loi  des  températures  dans  une  enveloppe  solide  terminée 
par  deux  ellipsoïdes  de  révolution  autour  de  leur  petit  axe  ,  dont  les 
coupes  méridiennes  ont  les  mêmes  foyers,  lorsque  chacune  de  ces 
parois  est  entretenue  à  une  température  constante,  mais  différente  de 
l'une  à  l'autre  paroi. 

En  faisant  b  =  o  dans  les  équations  (9),  et  (10),,  elles  donnent 

dV        . 

-fivy/c*  — ->*  =  A, 

V  =  A  log  ( ~=  -r-  B  Y 

pour  la  loi  des  températures  stationnaires  d'une  enveloppe  solide 
terminée  par  deux  hyperboloïdes  de  révolution  à  une  nappe  ,  assu- 
jettis aux  mêmes  relations  de  température  et  de  forme  que  les  parois 
du  cas  précédent. 

Il  est  remarquable  que  dans  l'enveloppe  ellipsoïdale  de  révolution 
autour  du  grand  axe ,  dont  la  surface  est  évaluable  en  arc  de  cercle  , 
la  température  soit  exprimée  par  un  logarithme  ;  tandis  qu'au  con- 
traire, dans  l'enveloppe  formée  par  la  révolution  de  deux  ellipses 
homofocales  autour  de  leurs  petits  axes  ,  dont  la  surface  est  donnée 
par  logarithmes ,  la  température  est  inversement  exprimée  par  un 
arc  de  cercle. 
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§  XIX. 

Si  l'on  considère  le  cône  comme  la  limite  d'un  hyperboloïde  à  une 
nappe  ou  à  deux  nappes,  on  peut  déduire  de  l'analyse  précédente  la 
loi  des  températures  stationnaires  de  tous  les  points  d'une  enveloppe 
dont  les  parois  seraient  deux  cônes  obliques  du  second  degré,  ayant 
le  même  sommet  et  leurs  sections  principales  situées  sur  les  mêmes 
plans,  lorsque  ces  deux  parois,  entretenues  chacune  à  une  tempéra- 
ture uniforme  et  constante,  ont  entre  elles  cette  relation  de  forme, 
qu'elles  sont  asymptotiques  à  deux  hyperboloïdes  aux  mêmes  foyers. 
Les  surfaces  d'égale  température  seraient  alors  des  cônes  de  la  même 
famille,  ou  des  cônes  asymptotiques  à  des  hyperboloïdes  ayant  les 
mêmes  foyers  que  ceux  avec  lesquels  les  parois  coniques  se  confondent 
infiniment  loin  du  sommet. 

Mais  comme  il  est  impossible  de  réaliser  des  circonstances  physiques 
semblables,  à  cause  du  flux  de  chaleur  qui  devrait  avoir  lieu  au  som- 
met, sur  une  épaisseur  nulle,  et  qui  serait  infiniment  grand  compara- 
tivement au  flux  qui  traverserait  toute  autre  partie  de  l'enveloppe,  je 
me  dispenserai  de  discuter  plus  longuement  ce  cas  particulier;  je  ne 
l'offre  ici  que  comme  une  limite  offerte  par  l'analyse,  et  qui  pourra 
jeter  quelque  jour  sur  la  manière  de  considérer  le  cône,  toutes  les 
fois  qu'on  voudra  étudier  l'équilibre  et  le  mouvement  des  agents 
physiques  dans  son  intérieur. 

Pour  représenter  analytiquement  ce  cas  singulier,  il  faut  supposer 
b  et  c  nuls  dans  équations  (5),  sans  que  le  rapport  -  le  soit;  la  pre- 
mière de  ces  équations  représente  alors  des  sphères  concentriques, 
mais  que  l'on  doit  considérer  ici  comme  les  limites  d'ellipsoïdes  à  axes 
inégaux,  dont  les  quatre  foyers  sont  infiniment  rapprochés,  sans  se 
confondre  cependant  :  la  seconde  et  la  troisième  des  équations  (5) , 
dans  lesquelles  on  pourra  remplacer  :  ,  p ,  b ,  c,  par  ev, ,  ep, ,  eb, ,  ec, , 
i  étant  infiniment  petit  ou  nul,  et  »,,  p,,  b,,  c„  des  longueurs  finies, 
représenteront  alors  des  cônes  assvmptotiques  à  des  hyperboloïdes  a 
une  et  à  deux  napes .  ayant  les  mêmes  plans  de  sections  principales 
et  les  mêmes  fovers. 
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Il  suit  de  là  que  si  l'on  imagine  les  deux  se'ries  d'hypeiboloïdes  à 
une  et  à  deux  nappes  représentées  par  les  deux  dernières  équations  (5), 
les  traces  de  leurs  cônes  asymptotiques  sur  une  même  surface  sphé- 
rique ,  ayant  son  centre  à  leur  sommet  commun ,  formeront  deux- 
systèmes  de  courbes  à  double  courbure  qui  se  couperont  à  angle 
droit. 

§  xx. 

Pour  traiter  le  cas  de  l'équilibre  de  température  d'une  enveloppu 
cylindrique,  dont  les  parois  et  les  surfaces  isothermes,  coupées  per- 
pendiculairement aux  arêtes,  donneraient  des  courbes  du  second  de- 
gré ,  il  faut  chercher  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  fonctions  m  et 
n  du  même  paramètre  variable  A  ,  pour  que  l'équation 

mx*  -f-  njr*  =  i 

représente  un  système  de  surfaces  d'égale  température.  On  est  alors 
conduit  aux  deux  systèmes  suivants  : 

_i_       j — —   i 

£  _j_  _Z .  =  j  f 

qui  représentent  deux  séries  de  cylindres  ,  les  uns  à  base  elliptique  , 
les  autres  à  base  hyperbolique,  qui  ont  cela  de  commun  que  leurs  traces 
sur  un  même  plan  perpendiculaire  à  leurs  arêtes  sont  toutes  des  cour- 
bes du  second  degré  ayant  les  mêmes  foyers.  Les  traces  hyperboliques 
coupent  à  angle  droit  toutes  les  traces  elliptiques,  etc. 

On  trouve  alors  pour  la  loi  des  températures  de  l'enveloppe  cylin- 
drique indéfinie  à  base  elliptique, 

-  v>.  _  c.  =  a, 

V  =  Alog(^  -f-  VV  —  c  )  +   B; 
et  pour  le  cas  de  la  base  hyperbolique 
dV 


^    y/c*  —  ,»  =  A  , 
V  =  Aarcfsin  =  ^)  -f-  B. 
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Je  crois  inutile  d'entrer  dans  plus  de  détails  sur  ces  nouveaux 
exemples;  la  discussion  du  cas  plus  général  que  j'ai  traité  le  premier 
ne  permet  pas  de  douter  de  l'exactitude  des  lois  indiquées  par  les 
équations  précédentes. 


SECONDE   PARTIE. 
§  XXI. 

Les  coordonnées  elliptiques ,  qui  sont  indiquées  par  l'analyse  ma- 
thématique de  l'équilibre  de  la  chaleur  dans  les  corps  que  j'ai  consi- 
dérés, donnent  le  moyen  de  traiter  le  cas  plus  général  des  tempéra- 
tures stationnaires  d'un  corps  plein  ou  d'une  enveloppe  solide  creuse, 
dont  les  parois  seraient  des  surfaces  du  second  degré,  auxquelles  se- 
raient immédiatement  appliquésdes  foyers  connus,  mais  variables  d'un 
point  à  l'autre  de  ces  parois  ;  ainsi  que  le  cas  du  refroidissement  de 
ce  corps  ou  de  cette  enveloppe ,  lorsqu'elle  est  exposée  à  des  circons- 
tances calorifiques  de  même  nature. 

En  exprimant  l'équation  générale  au  moyen  des  coordonnées  dont 
il  s'agit,  on  parvient,  comme  dans  les  cas  traités  jusqu'ici ,  à  ramener 
la  solution  complète  de  la  question  à  l'intégration  d'équations  aux 
différences  ordinaires;  en  sorte  que  la  seule  difficulté  qui  s'oppose 
encore  à  l'évaluation  numérique  des  températures  ne  consiste  plus 
qu'à  intégrer  ces  dernières  équations  au  moyen  de  séries  suffisam- 
ment convergentes. 

Ces  équations  aux  différences  ordinaires  prennent  leur  forme  la 
plus  simple  et  la  plus  commode  ,  en  substituanl  aux  coordonnées  el- 
liptiques un  autre  genre  de  coordonnées,  qui  a  encore  un  rapport 
plus  direct  avec  la  question  physique.  Si  l'on  considère  séparément 
les  trois  systèmes  conjugués  et  orthogonaux  de  surfaces  isothermes 
comprises  parmi  les  surfaces  du  second  degré  ,  la  température  est 
exprimée,  dans  chacun  de  ces  systèmes,  par  une  transcendante  ellip- 
tique de  première  espèce.  Or,  les  nouvelles  coordonnées  dont  il  sa- 
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git  sont  les  trois  transcendantes  elliptiques  qui  expriment  les  tempéra- 
tures stationnaires  dans  les  trois  cas. 

L'objet  de  cette  seconde  partie  est  de  démontrer  les  deux  proposi- 
tions que  je  viens  d'énoncer. 

§  XXIF. 

Je  considérerai  d'abord  le  cas  général  de  l'équilibre  des  températures 
dans  un  corps  solide  homogène,  terminé  par  des  surfaces  du  second 
degré  homofocales. 

Soient  é,  y\,  £,  les  intégrales  qui  constituent  les  parties  variables 
de  la  température,  dans  les  équations  (io)c,(io),,  (io)a,  de  la  pre- 
mière partie  de  ce  mémoire ,  lorsque  les  surfaces  isothermes  sont 
ou  des  ellipsoïdes  ,  •où  des  hyperboloïdes  à  une  nappe  ,  ou  des  hyper- 
boloïdes  à  deux  nfppes,  tous  ayant  les  mêmes  foyers.  Soit  de  plus 
A"-o>c,  >'.>&  et  <Cc,  f0<ib,  les  limites  inférieui'es  des  intégrales  t, 
y.,  g,  ou  les  valeurs  des  variables  pour  lesquelles  ces  intégrales  sont 
nulles,  on  aura 

du. 


J «.vV— 


d, 


Il  s'agit  maintenant  de  prendre  é,  »,  £,  pour  les  trois  variables 
indépendantes  de  la  température  V,  qui  rapportée  aux  coordonnées 
x ,  y,  z,  doit  vérifier  l'équation  (i).  Pour  cela,  il  faut  d'abord  trans- 
former cette  dernière  équation  en  coordonnées  elliptiques,  /ut.,  v,  f.  fg 

En  effectuant  cette  transformation  ,  on  se  rappellera  que  les  équa- 
tions obtenues  en  égalant  à  des  constantes  les  trois  fonctions  fA,v,  f , 
représentent  (en  coordonnées  rectangulaires)  trois  surfaces  qui  se 
coupent  orthogonalement ,  en  sorte  que  l'on  doit  poser 


23.. 
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dfc 
dx 

A       •  A 

'   dx  ~  dj 

d,          dp 

'  dj  "*"  dz 

d, 

•    dz 

dfi 
dx 

di      1    dP 
'   dx  f  df 

d(     ,     df* 
'  dj~*~  dz 

de 

'  dz 

d, 

dx 

d±        A 

dx         dy 

dJ.  +  ± 

'  dy  ^  dz 

di 
'  dz 

=  o> 

=  o, 


On  a,  eu  regardant  /x,  v ,  p,  comme  des  fonctions  de  ce ,  j ,  z, 

dY dVdp  dVA_  dXd(_ 

dx    ~~~    dft  dx  dr   dx  dg  dx  ' 

d*V     _  cW_  /A**       £V  /A_y       djY  /dj  y 

dx-    ~~     df  \dx)   ~       d,-  \dx)    "*"   df   \dx) 

dY  d'u        dV  d'v         dYd's 


dft?   \dxj  dv%  \dx/  de 

du  dx'  d»  dx"         dç  dx- 

d*V       du       dv     .       d'Y        du        de     »      d-Y       d,       de 

J      o  _J__         *     o  -—  — W-  2  —   .   — 

~      dftdt    '  d.x   '   dx    '       dfide  '    dx  '    dx    '       dvde       dx     dx 
et  par  suite,  en  omettant  les  termes  qui  se  détruisent, 

d'Y        d'Y    .    d'Y 

7i  ~r~ 


(12) 


dx'  dy2  dz' 

=  jM+>^+mt>Ht)'+ ci)"] 

+  ?(£+£+£)+£[©'+  ($)"+  £>"] 


Or,  les  fonctions  /*,  v,  p,  vérifient  l'équation  (2)  en  prenant  pour 
J,(ju.),  4(0  »  4  if)  les  expressions  qui  conduisent  aux  équations  (9), 
et  qui   sont , 

4(/«)  = 

On   a  donc 
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(l  +  P  +  £=  fc^b +=^b)  [(S) +($)'+©']  • 

(.5)te +9  +  =■  =  (^-^)[(0+(î)'+dQ" 
te + g + s  =-(^+^):[(?,M*y+ cm 

On  a  de  plus 

(zD  +  (âO  +  (£)  =  Tp"  ,      r      ,      -     y 

et  en  vertu  des  équations  (6) 
d'où  enfin 


/^Y  _±_  ^V  a-  f  !^Y  —  (■«"  — c'Hi«'— 6^) 
W  "*"  \dj)  "*"  W         (/•»  —  O  (  »a  -  r)  ' 

^Y  -i-  f^Y  -(-  f&Y  —  (^— g')  (c3— ea) 
Wy  "*"  W/  ■*"  W      (^s  -  p)  (»a  -  r)' 


Les  équations  (i5)  et  (14)  donnent  le  moyen  d'éliminer  x ,  y ,   z  , 
dans  l'équation  (12),  qui  devient  alors 

d^^^Py/^T^ 

[\/^-c>  vV-^ Tfi *- 

(,5)    \  V7»'—  b*  Vc*—  *' ^ * 

,___<*  v/^7Vc~ ?Ç" 

*— /••  vV-f 3 i 

+ — — ^ =0. 

(^ — ?  ;  1»'—  «  ) 
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Ou  enfiu ,  en  rapportant  la  température  V  aux    coordonnées  e, 

On  doit  considérer  dans  cette  équation  /x, ,  v  ,  p,  comme  des  fonc- 
tions de  €,  »,  £,  données  par  les  formules  (11).  Il  s'agit  maintenant 
d'intégrer  cette  dernière  équation  (i5)  bis. 

§  XXIII. 

Les  formules  fi  1)  donnent 


dP        i/~ï — r«  J~ \ ;       d\/u- — b*  , 

-  =  V  ^—^y/^—c  ,    -^ —  =  fx  vV— c* , 

d  Vn—c*  , 

jt =/iV^J-»'  ; 


D'où  l'on  conclut  les  identités  qui  suivent ,  lesquelles  sont  importantes 
pour  la  question  qui  nous  occupe  : 

v-rt(t)+(*w-)(0+^-,-)(â)' 

-(«■-,-)(^-3-7)*==(.--rt(A-->-rt("'-'-- 
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Il  resuite  de  là  que  si  E ,  Y ,  X ,  sont  des  fonctions  ,  la  première 
de  €  seulement,  la  seconde  de  >i ,  la  troisième  de  g,  satisfaisant  aux 
équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre  suivantes  : 


(17) 


-r(-^')'>'  =  °. 

où  P,  Q,"  R,  sont  des  paramètres  indéterminés  et  constants.  L'é- 
quation (i5;  bis  deviendra  en  y  posant  V  =  EYX  , 

(,»_p')(^-p>)(^-v>)(P  +  Q  +  R)  =  o, 

et  sera  satisfaite  si  Ton  établit  entre  P,  Q,  R,  la  relation 

(18)  P  -f-  Q  +  R  =  o. 

On  pourra  donc  prendre  pour  une  intégrale  ,  la  plus  générale  dt 
l'équation  [\5)bis,  une  série  de  la  forme 

Y  ==  SA. EYX, 

A  étant  un  coefficient  constant,  et  chaque  terme  de  cette  série  corres- 
pondant à  un  système  particulier  de  valeurs  de  P,  Q ,  R,  vérifiant 
l'équation  ("18). 

§  XXIV. 

Les  parois  du  corps  solide  proposé  sont  représentées  par  des  équa- 
tions très  simples  dans  le  système  de  coordonnées  actuel  ,  puisque 
ces  parois  sont  par  hypothèse  des  surfaces  sur   lesquelles  une  des 
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coordonnées  est  constante.  L'intégrale  (19)  de  V  se  prêtera  donc  faci- 
lement à  l'introduction  des  conditions  données  de  la  surface. 

Il  est  aisé  de  voir,  d'après  cela,  que  tous  les  cas  d'équilibre  de  tem- 
pérature des  corps  ou  des  enveloppes  solides  terminés  par  des  surfaces 
du  second  degré  soumises  à  des  sources  connues  de  chaleur  et  de 
froid,  sont  ramenés  à  l'intégration  des  équations  aux  différences  or- 
dinaires (17),  qui,  en  vertu  de  l'équation  (18),  peuvent  se  mettre 
sous  la  forme 


*I  +  [-QÔ'(C»-p»)-Rc'(&»-  f")]X=o, 


en  y  regardant  jjl  ,  v ,  p  ,  comme  respectivement  fonction  de  s,  y, 
d'après  les  formules  (1 1)  ;   ou  en  /a,  v,  p  : 

+  [Q6*  (  v?-c»)  +  Kc%  ^—b')-]  E  =  o , 

+  [Qè«  (ca—  v')  —  RcaOa— 6a)]  Y  =  o . 
(,._ ?-x*  W)  jp  +  [-#  (*  W)  -  p',c>-P>)-]  | 

-h  [— Qô«(c*— 0*)— Rc*(b*— p')]X  =  o. 


§  XXY. 

Le  cas  du  refroidissement  d'un  corps  solide  homogène  termine 
par  des  surfaces  du  second  degré  homofocales ,  peut  pareillement  se 
ramener  à  l'intégration  d'équations  aux  différences  ordinaires 

La  formule  générale  connue 

t£»V        d-X        d'Y K  dY 

d^  ~*~  dy-  ~t~  1?  ~      dt  ' 

devient  en  fx,  v ,  p 
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Vf**—  <W/i'—b' g 

tvë=*  }/?=*% 

y/c._  ,.  yV—6' 3 - 

d  vb>— e  V  c>—<*  -7- 

et  en  é ,  m  ,  £ 

en  regardant  ici  ju, ,  v ,  p ,  comme  respectivement  fonction  de  ê,  »,  ç  , 
d'après  les  équations  (n). 

Or  on  satisfera  évidemment  à  cette  dernière  équation ,  en  posant 

El 
V  =  2Ae     *'  .eyX. 

Les  fonctions  E,  Y,  X,  vérifiant  les  équations  différentielles  (17) , 
dans  lesquelles  les  constantes  P,  Q,  R,  seront  liées  au  paramètre  6*, 
par  l'équation 

P  +  Q-f-R  +  G*  =  o. 

Il  est  facile,  si  on  le  trouve  convenable,  de  rétablir  dans  ces 
équations  les  coordonnées  fi.,  v ,  p;  elles  prennent  alors  des  formes 
analogues  aux  équations  (17)  ter;  les  derniers  termes  sont  seuls  plus 
compliqués. 


Tome  II.  —   Mai  1837.  24 
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§  XXVI. 

Dans  l'état  actuel  de  l'analyse  mathématique ,  toutes  les  équa- 
tions différentielles  (17)  ne  sont  pas  intégrâmes  d'une  manière  assez 
simple,  ni  assez  commode,  pour  qu'il  pût  être  intéressant  de  pous- 
ser ici  plus  loin  la  discussion  des  cas  généraux  qui  précèdent.  Je  me 
contenterai  d'avoir  fait  voir  que  l'analyse  de  ces  questions  physiques 
ne  dépend  plus  que  de  l'intégration  d'équations  aux  différences  or- 
naires  linéaires  et  du  second  ordre. 

§  XXVII. 

Les  équations  aux  différences  ordinaires  auxquelles  on  est  con- 
duit en  cherchant  à  traiter  les  cas  plus  particuliers  de  l'équilibre 
et  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  les  ellipsoïdes  de  révolution  , 
ou  dans  un  prisme  à  base  elliptique ,  se  déduisent  facilement  de 
calculs  plus  simples,  mais  analogues  aux  précédents;  je  me  dispen- 
serai de  les  présenter  ici. 

Je  ferai  remarquer  toutefois  que  le  cas  de  l'équilibre  des  tem- 
pératures de  l'ellipsoïde  de  révolution  autour  de  son  grand  axe, 
lorsque  les  foyers  de  chaleur  et  de  froid  auxquels  il  est  exposé  sont 
placés  symétriquement  par  rapport  à  cet  axe,  est  exprimé  par  l'équa- 
tion 

rfV  ,  dY 

^  »  d~%  °' 

qui  peut  s'intégrer  assez  facilement,  comme  M.  Poisson  l'a  fait  voir 
dans  un  de  ses  mémoires  sur  le  son. 

§  WMIl. 

Le  cas  de  l'équilibre  calorifique  d'un  cylindre  indéfini  à  base  ellip- 
tique se  présente  sous  une  forme  très  simple,  en  employant  pour 
coordonnées  les  fonctions 
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•>        du.  _  r, d» 

qui  expriment  les  lois  des  températures  stationnaires  sur  les  cylin- 
dres elliptiques  et  hyperboliques,  homofocaux  et  isothermes,  que  j'ai 
considérés  à  la  fin  de  la  première  partie  de  ce  mémoire;  l'équation 
que  la  fonction  V  doit  vérifier  se  réduit  alors  à 

d>X     ,     d»V 

dF+dv  =  °- 

En  sorte  que  le  cas  général  du  cylindre  à  base  elliptique  ou  hy- 
perbolique, en  équilibre  de  température,  peut  se  traiter  avec  la 
même  facilité  que  celui  correspondant  du  prisme  à  base  rectangu- 
laire, dont  la  solution  est  connue. 

§  XXIX. 

Ainsi ,  la  connaissance  des  surfaces  isothermes  du  second  ordre , 
et  celle  des  lois  qui  lient  les  températures  stationnaires  sur  ces  sur- 
faces, indiquent  à  l'analyse  le  genre  de  coordonnées  qu'il  convient 
d'employer  pour  traiter  les  cas  plus  généraux  de  l'équilibre  et  du  mou- 
vement de  la  chaleur,  dans  les  corps  ou  les  enveloppes  solides,  ter- 
minés par  des  surfaces  du  second  ordre  en  contact  avec  des  sources 
constantes  de  chaleur  et  de  froid.  C'est  ce  que  je  m'étais  proposé  de 
démontrer  dans  cette  seconde  partie. 


a4- 
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NOTE  DE  M.  POISSON 

RELATIVE    AU    MÉMOIRE    PRÉCÉDENT. 


La  première  équation  du  paragraphe  XIV,  savoir  : 

.  rb  çh Cr'— x-)djdx _L^ 

peut  se  changer  en  celle-ci , 

(2)      ch      **       r      ^dj 


/' b  x'dx  rc 


dy 


')(c>— x')     J  b       y/{j*—  b*)(c*—  JT) 

Pour  la  vérifier,  je  fais  d'abord 

x=6sin<p,         dx=bcos$dp,         b  =  ac; 

les  limites  relatives  à  <p ,  qui  répondent  àx=oetx—b,  seront  <p  =  o  et  <p  =ji; 
et  d'après  les  notations  connues  de  Legendre,  il  en  résultera 

/,6 dx ^    /ii  dp  _i 

/'* X'rfx TJTT     dp 
0  l/(65— x*)^1— x1)             J  o            V^i—  a3sin3<p 

—  c/    *       y/i — fl*sinap  d<p=zc(F,a — E,a). 


Je  fais  ensuite 


—, -  =  cot*.a,  r*  =  c*  —  (c3— 6')  sin'S, 

,  (cs— ô^sinScosS^ 

V/c=— (cs— i')sin'9 
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les    limites  relatives  à  y,  qui  répondent  à  y  =  b  et  y  =  c,  seront  Ô=j5r  et 
6  =  0;  en  les  intervertissant  et  changeant  le  signe  de  l'intégrale ,  on  aura 


Çc  ày  =L  Ç\ 


- —  =  -F, 


/'C  y^df  f\*  

.       .  ,— -=-,  =~  —  c  !  y  \ — «asin30  di  =  cE,m. 

Au  moyen  de  ces  transformations ,  l'équation  (2)  devient 

(3)  F,aE,«  4-  F,«E,a  —  F.aF.a  =  j»  ; 

et  en  observant  que  les  modules  a  et  «  sont  complénientaires,  on  voit  qu'elle 
coïncide  avec  une  équation  trouvée  par  Legendre  (*). 

La  dernière  équation  du  paragraphe  XIV  devant  subsister  pour  toutes  les  va- 
leurs de  ^  ,  et  ayant  lieu  évidemment  pour  ft  =  o  ,  il  suffira  de  vérifier  sa  diffé- 
rentielle par  rapport  à  ft,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  l'équation 

J  oJ  b       i/^—x^c'—x'Xy'—bW—y') 
Elle  se  décompose  eu  trois  autres  ,  savoir  : 

rh  Çc  (f—x^dydx _,_ 

J   oJ  b 


b       v'^—x^){e—x'){y--b^{&—y^) 

rbr        (r-xwjrd*        _  _rtt>^ 

J  oJ  b       \/ (b*-x*)(c*-x*)(y*— b>)(c>-y>) 

çb  çc  x*y\y-x')dydx  _     ftv, 

J  0  J  b       1/  (6=— xs)(c'— *»)(  r*—b>)(c>— y') 


La  première  est  la  même  que  l'équation  (1),  qu'on   vient  de   vérifier;   les  deux 
autres  peuvent  s'écrire  ainsi  : 


(*)  Traité  des /onctions  elliptiques ,  tome  Ier,  page  60. 
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/*  __■  Çc  y*dy 

(4)  < 

/'"*  x'dx  rc  y*dy 

o  i/(b'—X>)(c*—X>)     J   i 


\/{b%— x-')(C<— x')    Jb       y  (y*— _>)(_*— je) 

___  rc  ydr  ,     ,. 
—  /       —           J      J                   —'-^b'c 

|/(ô  _-_-)(_-- *>)   Jb    v/(^3-6")(cJ— y") 

D'après  les  transformations  précédentes  ,  on  a 

rb  x'dx  ,  f'z'n  sin^ip^i» 

/ —  =a'<?  !  ___________  | 

Jo       \/ (b*-~x7  )  (c1— x%)  Jo  y*  x  _  „»sina<p 

/ ______=_=_____-  _=j  cl  /   ,77(i— _2sin!Ô)'  d&. 

Jb       y  {j*_b*)(c*-y'<)  Jo 

En  intégrant  par  parties  ,  et  ayant  égard  aux  limites  ,  on  a  aussi 

/'•;»■      sin3pcoss0_p  ,     <-±_  

.  /  ~~T  „         =  —  /  a     (cos'ffl — sinaffl)l/i  —  a'suvffldî. 

o        y  i  —  a2  sina<p  «v  o 

et ,  par  conséquent  , 

sin'çdç 


>    o         i/ [ — a^sin*®  J  o 


l/ i — a'sin*?         J  o       j/  [ — a*sin*$ 

i   /~ir  (i — -sin'p)  (î — a'sin'^)„g 
a'J  o 


[/ 1  —  a'sin3 


_  _(l  -J-d")    /""--^r         siu*$<fy  I    /yîjr  d«f 

°a       «/  °       l/  i  —  _\sin*ffl         av  o       i/i —  „a 


l/i—  _-'sin*p         SV»       V^1 — a'sin'ip 

ûa*fdf 


-V? 


\/  i  —  c'sin'ç» 
d'où  l'on  déduit 
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/"".*  s\n*<pdip  2(1  +aa)     Ç-jk  sin  '<pdtp 

°        \/ \ — «"sin'p  3<2a       J  o        y/ 1  —  a'siu'tp 

1    r{-7i         d<f 

3a* J  o        l/i—  a5sin\J> 

_  2-f-aa    /*4*-  <fy>  2(1  +ak)    /"^jt 

J<!'    >/«         \/ 1  —  a  Vin"?  3a-      ^  ° 

En  même  temps  ,  on  a 

de 


0  («—•»»*>'*=./; 


\/  1  —  «'sin*^ 


/"  w        sin'Ôa'â  /W         siii^^j 

«  /   " —  -h  "■*  I  ' — 

J  o        ^/ { —  a2sini6  J  °        \'  1 — *5siirS 


> .      sin<6<$  2(i-+-*3)     C-ic         sin'Crff 


T>  ,       sin^rfj  _    2(1  -f«3)     T- 

^  °         1/  i— «  sitrP  3e*  /  o 


V  1 — «  sinP  3c"  /  o        ^/ 1 — «'-siu 

3»"  J  o         J/'  1 — e'sin'S 
d'où  l'on  conclut 

/         (1  —  «'sin'*)       rf;= — /         —         ■ 

■J  °  3     J  0         V/i—  *3sin3& 

2«5(«' — 2)    /•■;*  sinaM 

+       3     J  c     j/,— ■; 

_  2(1  -fa')    /v*. a1     /"  V  «à 

— ô /  1/  1— a'sin'fi  «' 5— /         — ;  — . 

•s        J  o  i  J  o        \/i  —  «  sin1* 


Cela  étant,  en  employant  les  notations  de  Legendre  ,  on  aura 


/        ,    ,  — 5 r,û — 2- —E.a. 

J  o       X/lb'—x^  fca— a-n  3  3 


J  t      i/(ry 


J'dy 2c'(i  -f  a') 


_1E,« -—   F, 


et  comme  on  a  trouvé  précédemment 
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/ =  —  F, a, 

J  o        ^{b'--x*)    (c2— X')  c 

Ch  x'dx  m         c     > 

/  ===  =  e(F,a— E,a), 

r°  rf^- =  -l  f,-, 

J  b        l/(r=_^    (c*—Y>)  c 


r: 


j'dj 


=  cE, 


les  équations  (4)  deviendront 

-i-  (i  -f-aî)  (F,nE,*  +  F.aE.a— F:aF,«)  =  £*(&»  +c'), 
—5—  (  F,aE,«  -|-  F.aE.a  —  F^F,*)  =  ^b'c''  ; 

ce  qui  coïncide,  à  cause  de  b  =  ac ,  avec  l'équation  (3)  citée  plus  haut. 
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Addition  à  la  JSote  de  M.  Poisson,,  insérée  dans  le  ISuméro 
précédent  de  ce  journal  (*)  ;  par  l'Auteur. 


L'article  du  Journal  de  M.  Crelle,  auquel  cette  note  se  rapporte,  a 
pour  titre  :  Nota  de  erroribus  quibusdam  geometricis ,  qui  in  theoriu 
fonctionum  leguntur.  Parmi  ces  erreurs,  on  cite  textuellement  deux 
passages  du  neuvième  chapitre  de  la  seconde  partie  de  la  Théorie  des 
fonctions  analytiques.  Or,  j'ai  dit  dans  ma  note  ,  et  je  maintiens,  que 
ces  deux  passages  sont  parfaitement  exacts  ;  et  je  pense  que  c'est  en  se 
méprenant  sur  leur  véritable  signification  qu'on  a  pu  les  croire  erro- 
nés. Bien  entendu ,  je  suis  loin  d'attacher  une  grande  importance 
soit  à  cette  méprise  d'un  illustre  géomètre ,  soit  à  la  remarque  que 
j'en  ai  faite. 

Avant  de  citer,  dans  son  article  ,  ces  deux  passages  du  chapitre  IX  , 
l'auteur  avait  d'abord  rappelé  le  numéro  55  du  chapitre  VII.  Mais  ce 
qui  est  contenu  dans  ce  numéro ,  exact  ou  non ,  n'a  aucun  rapport 
avec  les  propositions  du  chapitre  IX.  Celles-ci  sont  relatives  aux  lieux 
des  centres  des  sphères  osculatrices  d'une  surface,  suivant  la  direction 
et  dans  toute  la  longueur  d'une  ligne  tracée  sur  cette  surface;  dans 
les  numéros  55  et  56  du  chapitre  VII ,  Lagrange  considère ,  au  con- 
traire, les  lieux  des  centres  des  cercles  osculateurs  d'une  ligne  plane 
ou  à  double  courbure  ;  et  ces  deux  lieux  géométriques  sont ,  en 
général ,  essentiellement  distincts,  et  ne  coïncident,  pour  une  même 
ligne  donnée,  que  dans  des  cas  particuliers. 

Ayant  seulement  voulu  montrer  dans  ma  note  qu'il  n'y  a  aucune 


{*)  La  première  partie  de  cette  Addition  a  été  écrite  à  l'occasion  des  remarques 
qu'un  membre  de  l'Académie  a  faites  dans  la  séauce  du  i  7  avril  dernier,  sur  la  note 
dont  il  s'agit. 
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erreur  dans  les  deux  passages  cites  du  chapitre  IX ,  je  n'ai  point  eu  à" 
m 'occuper  du  numéro  55  du  chapitre  VII ,  et  je  me  suis  dispensé  d'en 
parler.  Mais  il  est  vrai  de  dire  que  l'analyse  contenue  dans  ce  numéro 
et  dans  le  suivant,  présente  quelque  chose  d'incomplet,  et  même 
d'équivoque.  Lagrange  détermine  la  condition  pour  que  les  centres 
des  cercles  osculateurs  d'une  courbe  donnée  forment  une  développée 
proprement  dite,  c'est-à-dire  une  ligne  dont  les  tangentes  coupent  à 
angle  droit  la  courbe  proposée  ;  puis  il  dit  que  les  courbes  planes 
satisfont  toujours  à  celte  condition  ;  mais  il  n'ajoute  pas  qu'elle  n'est 
remplie  que  pour  elles  seules;  et  cette  omission  pourrait  faire  croire 
qu'il  ne  serait  pas  impossible  qu'une  ligne  à  double  courbure  eût  pour 
développée,  le  lieu  de  ses  centres  de  courbure.  Or,  non-seulement  on 
voit,  par  des  considérations  géométriques  très  simples,  que  cette 
propriété  n'appartient  qu'à  des  courbes  planes;  mais  Lagrange  pouvait 
aussi  le  conclure  de  différentes  manières,  de  sa  propre  analyse ,  et, 
par  exemple,  en  montrant,  comme  M.  Lacroix  dans  son  Traité  du 
Calcul  différentiel  (*),  que  l'équation  différentielle  du  troisième  ordre, 
qui  doit  être  satisfaite  pour  que  cette  propriété  ait  lieu,  revient  à 
celle  qui  exprime  que  trois  éléments  consécutifs  quelconques  de  la 
courbe  proposée  sont  dans  un  même  plan  ,  ou  que  cette  courbe  est 
plane.  A  la  fin  du  chapitre  VII  ,  Lagrange  se  borne  à  renvoyer,  pour 
de  plus  grands  détails  sur  ce  qui  concerne  les  développées,  au  Mémoire 
de  Monge ,  où  leur  théorie  est  exposée  dans  toute  sa  généralité. 

En  un  point  donné  M  sur  une  surface  quelconque,  le  parabolo  de 
osculateur,  qui  a  son  sommet  en  ce  point,  est  elliptique  ou  hyper- 
bolique, selon  que  les  deux  courbures  principales  de  la  surface  en  ce 
même  point,  sont  tournées  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires. 
Les  rayons  de  ces  deux  courbures  étant  représentés  par  a  et  Ç,  et  en 
prenant  leurs  plans  et  le  plan  tangent  pour  ceux  des  coordonnées  x , 
yi  z,  la  normale  pour  axe  des  z,  le  point  M  pour  origine;  l'équa- 
tion du  paraboloïde  sera 

*"   _i_  J*  . 


(*)  Voyez   la  première  édition  publiée  en   1797,  ou  le  n°  353  de  la  seconde 
édition. 
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le  signe  supérieur  ayant  lieu  quand  il  est  elliptique,  et  le  signe  infé- 
rieur quand  il  sera  hyperbolique.  Il  se  changera  en  un  cylindre,  lors- 
que l'une  des  deux  sections  de  courbure  principale  sera  une  ligne 
droite,  c'est-à-dire  lorsque  a  ou  ë  sera  infini,  et  en  un  plan,  quand 
ces  deux  sections  seront  rectilignes,  ou  qu'on  aura  a  =  co  et  £=oo  . 
L'expression  de  l'ordonnée  z  d'un  point  de  la  surface  différent  de 
M,  pourra,  en  général,  se  développer  en  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  et  les  produits  de  x  et  y.  Pour  les  cas  d'exception  ,  je  ren- 
verrai à  mon  Mémoire  cité  dans  la  note.  En  désignant  par  A  ,  la 
différence  entre  cette  ordonnée  et  celle  du  paraboloide,  qui  répondent 
aux  mêmes  valeurs  de  x  et  y,  on  aura 

A  =  gx3  +  hx'y  -f-  kxj  '  +  ly3  -f-  R  ; 

g.  h,  k,  l,  étant  des  coefficients  constants  qui  dépendront  de  la 
forme  de  la  surface,  et  R  étant  une  série  de  termes  de  quatre  ou  d'un 
plus  grand  nombre  de  dimensions,  par  rapport  à  x  ety.  Pour  qu'il  y 
ait  contact  du  troisième  ordre,  suivant  une  section  normale,  entre  la 
surface  donnée  et  le  paraboloide,  il  faudra  que  la  somme  des  quatre 
premiers  termes  de  la  valeur  de  A,  soit  zéro  suivant  cette  direction. 
Si  l'on  appelle  m  la  tangente  de  l'angle  compris  entre  ce  plan  et 
celui  de  x  et  z,  et  en  faisant y=  mx,  on  aura  donc 

gm3  -f-  hm%  +  km  -\-  l  =  o, 

pour  l'équation  du  troisième  degré,  dont  il  a  été  question  à  la  fin  de 
la  note.  Lorsque  ses  trois  racines  seront  réelles,  il  y  aura  au  point  M 
delà  surface  donnée,  troisdirections  pour  lesquelles  le  contact  parabo- 
lique du  second  ordre  s'élèvera  au  troisième  [*)  ;  il  y  en  aura  une  seule, 
quand  l'équation  n'aura  qu'une  racine  réelle;  une  seule  aussi ,  lorsque 
ses  trois  racines  serGnt  égales,  et  deux  dans  le  cas  de  deux  racines 
égales.  Dans  tous  les  cas,  le  contact  du  troisième  ordre  aura  lieu  éga- 
lement, suivant  ces  directions  particulières,  entre  la  surface  donnée 


(*)  Par  erreur,  on  a  mis  troisième  et  quatrième  ordre  ,  en  haut  de  la  page  1 44 
de  la  note,  au  lieu  de  deuxième  et  troisième. 

25.. 


192  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

et  un  ellipsoïde  oscillateur ,  quelle  que  soit  la  grandeur  de  son  troi- 
sième axe,  qui  reste  indéterminée. 

En  changeant  l'origine  et  la  direction  des  coordonnées,  et  mettant 
ensuite  dans  l'équation  précédente ,  à  la  place  de  chacun  des  coeffi- 
cients g ,  h,  k,  l ,  sa  valeur  en  fonction  des  nouvelles  coordonnées  , 
tirée  de  l'équation  de  la  surface  donnée,,  et  pour  m  le  rapport  entre  les 
différentielles  de  deux  de  ces  coordonnées,  on  obtiendra  l'équation  dif- 
férentielle des  lignes  tracées  sur  cette  surface  et  suivant  lesquelles  elle 
a   un  contact  du  troisième  ordre  avec  les  ellipsoïdes  oscillateurs.  Il 
serait  intéressant  de  connaître  la  figure  de  ces  lignes  à  la  surface  de  la 
terre,  et  de  savoir  s'il  en  existe  trois  ou  une  seule  dans  les  différentes 
parties  du  globe.   Quoique  le  sphéroïde  terrestre   diffère   peu   d'une 
sphère,  ces  lignes  peuvent  s'écarter  beaucoup  des  méridiens;  car  leur 
direction  en  chaque  point  ne  dépend  pas  des  grandeurs  absolues  de  g, 
h,  k,  l,  qui  sont  de  très  petites  quantités,  mais  des  rapports  de  ces 
coefficients ,  qui  peuvent  être  des  nombres  quelconques. 
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MÉMOIRE 

SUR    L'INTERPOLATION; 
Par  Bf.  Aug.  CAUCHY(*). 


Dans  les  applications  de  l'analyse  à  la  Géométrie ,  à  la  Physique , 
à  l'Astronomie...  deux  sortes  de  questions  se  présentent  à  résoudre, 
et  il  s'agit  i°  de  trouver  les  lois  générales  des  figures  et  des  phéno- 
mènes ,  c'est-à-dire  la  forme  générale  des  équations  qui  existent  entre 
les  diverses  variables,  par  exemple,  entre  les  coordonnées  des  courbes 
et  des  surfaces,  entre  les  vitesses,  les  temps,  les  espaces  parcourus 
par  les  mobiles,  etc.;  i°  de  fixer  en  nombres  les  valeurs  des  para- 
mètres ou  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  l'expression  de  ces 
mêmes  lois ,  c'est-à-dire  les  valeurs  des  coefficients  inconnus  que 
renferment  les  équations  trouvées.  Parmi  les  variables  ou  distingue 
ordinairement,  comme  l'on  sait,  celles  qui  peuvent  varier  indépen- 
damment les  unes  des  autres,  et  que  l'on  nomme  pour  cette  raison 
variables  indépendantes  ,  d'avec  celles  qui  s'en  déduisent  par  la 
résolution  des  diverses  équations ,  et  qui  se  nomment  fonctions  des 
variables  indépendantes.  Considérons  en  particulier  une  de  ces  fonc- 
tions, et  supposons  qu'elle  se  déduise  des  variables  indépendantes  par 
nne  équation  ou  formule  qui  renferme  un  certain  nombre  de  coeffi- 
cients. Un  pareil  nombre  d'observations  ou  d'expériences  ,  dont 
chacune  fournira  une  valeur  particulière  de  la  fouction  correspon- 


(*)  Ce  Mémoire  a  été  autographié  en  septembre  i835  et  envoyé  à  cette  époque 
à  l'Académie  des  Sciences.  On  l'imprime  ici  pour  la  première  fois,  du  consente- 
ment de  l'auteur.     (.T.  L.) 
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dante  à  un  système  particulier  de  valeurs  des  variables  indépendantes, 
suffira  pour  ia  détermination  numérique  de  tous  ces  coefficients;  et, 
cette  détermination  faite,  on  pourra  obtenir  sans  difficulté  de  nou- 
velles valeurs  de  la  fonction  correspondantes  à  de  nouveaux  systèmes 
de  valeurs  des  variables  indépendantes,  et  résoudre  ainsi  ce  qu'on 
appelle  le  problème  de  l'interpolation.  Par  exemple,  si  l'ordon- 
née d'une  courbe  se  trouve  exprimée  en  fonction  de  l'abscisse  par 
une  équation  qui  renferme  trois  paramètres,  il  suffira  de  connaître 
trois  points  de  la  courbe,  c'est-à-dire  trois  valeurs  particulières  de 
l'ordonnée  correspondantes  à  trois  valeurs  particulières  de  l'abscisse , 
pour  déterminer  les  trois  paramètres  ;  et,  cette  détermination  effec- 
tuée, on  pourra  sans  peine  tracer  la  courbe  par  points  en  calculant 
les  coordonnées  d'un  nombre  aussi  grand  que  l'on  voudra  de  nou- 
veaux points  situés  sur  les  arcs  de  cette  courbe  compris  entre  les 
poiuts  donnés.  Ainsi,  envisagé  dans  toute  son  étendue,  le  problème 
de  l'interpolation  consiste  à  déterminer  les  coefficients  ou  constantes 
arbitraires  que  renferme  l'expression  des  lois  générales  des  figures 
ou  des  phénomènes,  d'après  un  nombre  au  moins  égal  de  points 
donnés,  ou  d'observations,  ou  d'expériences.  Dans  une  foule  de 
questions  les  constantes  arbitraires  entrent  au  premier  degré  seule- 
ment dans  les  équations  qui  les  renferment.  C'est  précisément  ce  qui 
arrive  lorsqu'une  fonction  est  développable  en  une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  ou  descendantes  d'une 
variable  indépendante,  ou  bien  encore  suivant  les  sinus  ou  cosinus 
des  multiples  d'un  même  arc.  Alors  il  s'agit  de  déterminer  les  coeffi- 
cients de  ceux  des  termes  de  la  série  que  l'on  ne  peut  négliger  sans 
avoir  à  craindre  qu'il  en  résulte  une  erreur  sensible  dans  les  valeurs 
de  la  fonction.  Dans  le  petit  nombre  de  formules  qui  ont  été  propo- 
sées pour  cet  objet,  on  doit  distinguer  une  formule  tirée  du  calcul 
des  différences  finies,  mais  applicable  seulement  au  cas  où  les  diverses 
valeurs  de  la  variable  indépendante  sont  équidifférentes  entre  elles  , 
et  la  formule  de  Lagrange  applicable,  quelles  que  soient  ces  valeurs, 
à  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  variable 
indépendante.  Toutefois  cette  dernière  formule  elle-même  se  com- 
plique de  plus  en  plus  à  mesure  que  l'on  veut  conserver  dans  le 
développement  de  la  fonction  en  série   un  plus   grand  nombre   de 
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termes;  et  ce  qu'il  y  a  de  plus  fâcheux  ,  c'est  que  les  valeurs  appro- 
chées des  divers  ordres  correspondantes  aux  divers  cas  où  l'on  conser- 
verait dans  la  série  un  seul  terme,  puis  deux  termes,  puis  trois 
termes....  s'obtiennent  par  des  calculs  à  peu  près  indépendants  les 
uns  des  autres  ,  en  sorte  que  chaque  nouvelle  approximation ,  loin 
d'être  rendue  facile  par  celles  qui  la  précèdent,  demande  au  contraire 
plus  de  temps  et  de  travail.  Frappé  de  ces  inconvénients ,  et  conduit 
par  mes  recherches  sur  la  dispersion  de  la  lumière  à  rn'occuper  de 
nouveau  du  problème  de  l'interpolation  ,  j'ai  eu  le  bonheur  de 
rencontrer  pour  la  solution  de  ce  problème  une  nouvelle  formule 
qui ,  sous  le  double  rapport  de  la  certitude  des  résultats  et  de  la 
facilité  avec  laquelle  on  les  obtient ,  me  paraît  avoir  sur  les  autres 
formules  des  avantages  tellement  incontestables,  que  je  ne  doule 
guère  qu'elle  ne  soit  bientôt  d'un  usage  général  parmi  les  personnes 
adonnées  à  la  culture  des  sciences  physiques  et  mathématiques. 

Pour  donner  une  idée  de  cette  formule,  je  suppose  qu'une  fonction 
de  x,  représentée  par  y,  soit  développable  en  une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  ou  descendantes  de  x, 
ou  bien  encore  suivant  les  sinus  ou  cosinus  des  arcs  multiples  de  x  , 
ou  même  plus  généralement  suivant  d'autres  fonctions  de  x  que  je 
représenterai  par 

<p(x)  =  u,    y^{x)=-v>     -\{x)  =  w,..., 

en  sorte  qu'on  ait 

(i)  y  =.  au  -f-  bi>~\-  cw  -{-... , 

a,  b,  c ...  désignant  des  coefficients  constants.  Il  s'agit  de  savoir, 
i°  combien  de  termes  on  doit  conserver  dans  le  second  membre  de 
l'équation  (i)  pour  obtenir  une  valeur  dey  suffisamment  approchée, 
dont  la  différence  avec  la  valeur  exacte  soit  insensible  et  comparable 
aux  erreurs  que  comportent  les  observations;  2°  de  fixer  en  nombres 
les  coefficients  des  termes  conservés,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
de  trouver  la  valeur  approchée  dont  nous  venons  de  parler.  Les 
données  du  problème  sont  un  nombre  suffisamment  grand  de  valeurs 
de  7  représentées  par 

J>,  J,-..   7»; 
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et  correspondantes  à  un  pareil  nombre  n  de  valeurs  de  x  représentées 
par  x,}  x„. .  ..xn,  par  conséquent  aussi  à  un  pareil  nombre  de 
valeurs  de  chacune  des  fonctions  u,  v,  w,  . . .,  valeurs  que  je  repré- 
senterai de  même  par 

u,,  u%,  . , .  um 

pour  la  fonction  u,  par 

i»lf  c„  ...vm 

pour  la  fonction  v,  etc..  Ainsi,  pour  résoudre  le  problème,  on  aura 
entre  les  coefficients  inconnus  a,  b ,  c ,  .  . .  les  n  équations  du  pre- 
mier degré 

i'    y,  =  au,   -f-  bi>,  -f-  cw,  -}-..., 
J  »  =  «w,  -f"  bv.  -f-  cwx  -f-  .  .  . , 
; 
J'n   =    Clllm    -f-    é»^n    +    CW„    -f-  .  .  .  , 

qui ,  si  l'on  désigne  par  i  l'un  quelconque  des  nombres  entiers 

î ,  2,  ..  .  n, 

se  trouveront  toutes  comprises  dans  la  formule  générale 

(5)  y-,  =  au,  -f-  bvj  -f-  CiVj  -f-  .  .  .  . 

On  effectuera  la  première  approximation  en  négligeant  les  coefficients 
b ,  c ,.  .  .,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  en  réduisant  la  série  à  son 
premier  terme.  Alors  la  valeur  générale  approchée  de^'  sera 

(4)  J  =  au  ^ 

et,  pour  déterminer  le  coefficient  a,  on  aura  le  système  des  équa- 
tions 

(5)  y\  =  au, ,  ya  =  au2 ,  . . .  y,  =  aun. 

Les  diverses  valeurs  de  a,  que  l'on  peut  déduire  de  ces  équations  (5) 
considérées  chacune  à  part,  ou  combinées  entre  elles,  seraient  toutes 
précisément  égales  si  les  valeurs  particulières  de  y,  que  nous  suppo- 
sons données  par  l'observation,  étaient  rigoureusement  exactes.  Mais  il 
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n'en  est  pas  anisi  dans  la  pratique  où  les  observations  comportent  des 
erreurs  renfermées  entre  certaines  limites;  et  alors  il  importe  de  com- 
biner entre  elles  les  e'quations  (5)  de  manière  que ,  dans  les  cas  les 
plus  défavorables,  l'influence  exercée  sur  la  valeur  du  coefficient  a 
par  les  erreurs  commises  sur  les  valeurs  de  y,,  y„,...,  yu  soit  la 
moindre  possible.  Or,  les  diverses  combinaisons  que  l'on  peut  faire  des 
équations  (5)  pour  en  tirer  une  nouvelle  équation  du  premier  degré, 
par  rapport  à  a,  fournissent  toutes  des  valeurs  de  a  comprimes  dans  U 
formule  générale 

(G)  a  =  k,jr'  +  k'J'  +  '  '  '  **=£ 

{  J  *,  «,  -f  *T^  +  -...A.V 

que  l'on  obtient  en  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  (5)  après 
les  avoir  respectivement  multipliées  par  des  facteurs  constants  k„  A,..., 
kn .  Il  y  a  plus  ;  comme  la  valeur  de  a  déterminée  par  l'équation  (6)  ne 
varie  pas  quand  on  fait  varier  simultanément  les  facteurs  A,,  fa. . .,  ku 
dans  le  même  rapport ,  il  est  clair  que  parmi  ces  facteurs ,  le  plus 
grand  (abstraction  faite  du  signe)  peut  toujours  être  censé  réduit  à 
l'unité.  Remarquons  enfin  que,  si  l'on  nomme 


les  erreurs  respectivement  commises  dans   les   observations  sur  les 
valeurs  de 

r«»    /.»•••»   In, 

la  formule  précédente  (6)  fournira  pour  a  une  valeur  approchée,  dont 
la  différence  avec  la  véritable  sera 

Il  faut  maintenant  choisir  A,,  kt,.  .  .,  ka  de  telle  sorte  que,  daus  les 
cas  les  plus  défavorables,  la  valeur  numérique  de  l'expression  (7)  soit 
la   moindre   possible. 
Représentons  par 

Sw( 

la  somme  des  diverses  valeurs   numériques  de  «,,  c'est-à-dire  ce  que 
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devient  le  polynôme 

=+=  il,  zh  u%  =fc. .  .  =b  «, 

quand  ou  y  dispose  de  chaque  signe  de  manière  à  rendre  chaque 
terme  positif.  Représentons  par  Sf,  non  la  somme  des  valeurs  numé- 
riques £,,  e.t.  . .,  f»,  mais  ce  que  devient  la  somme  Su,,  quand  on 
y  remplace  chaque  valeur  de  w,  par  la  valeur  correspondante  de  et.  Si 
l'on  réduit  à  +  i  ou  à  —  i  chacun  des  coefîicients  k, ,  ktf. . .,  k„, 
en  choisissant  les  signes  de  manière  que,  dans  le  dénominateur  de  la 
fraction 

k,(,  +    k,tt  -f ...    -f-    /y, 

/-,«,   -f-   kaU3    -f  .  .  .    -f-   knun 

tous  les  termes  soient  positifs,  cette  fraction  sera  réduite  à 

<«>  l; 

et  elle  offrira  une  valeur  numérique  tout  au  plus  égale  au  rapport 

jE 

Su,  ' 

si  l'on  désigne  par  E  la  somme  des  valeuts  numériques  de  r4,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  la  valeur  numérique  de  Sf,  dans  le  cas  le  plus 
défavorable.  D'autre  part,  en  attribuant  à  À,,  #»,. . .,  A„  des  valeurs 
inégales  dont  la  plus  grande  (abstraction  faite  des  signes)  soit  l'unité, 
on  obtiendra  pour  dénominateur  de  la  fraction  une  quantité  dont  la 
valeur  numérique  sera  évidemment  inférieure  à  Su, ,  tandis  que  la 
valeur  numérique  du  numérateur  pourra  s'élever  jusqu'à  la  limite  E  ; 
ce  qui  arrivera  effectivement  si  les  erreurs  e,,  ea). ..,  e»  sont  toutes 
nulles,  à  l'exception  de  celle  qui  sera  multipliée  par  un  f  jeteur  égal, 
au  signe  près,  à  l'unité.  Il  en  résulte  que  la  plus  grande  erreur  à 
craindre  sur  la  valeur  de  a  déterminée  par  la  formule 

k,u,    -j-  A-ji/.,    -f-  . .  .  knu„ 
sera  la  moindre  possible  si  l'on  pose  généralement 
*,  a=s  ds  I  , 
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en  choisissant  les  signes  de  manière  que  dans  le  polynôme 

ktu,  +  £»«,  +  . . .  ■+-  hnun 
tous  les  termes  soient  positifs.  Alors  cette  formule  donnera 

(9)  *-ir> 

Sy,  étant  ce  que  devient  la  somme  Sut  quand  on  y  remplace  chaque 
valeur  de  u,  par  la  valeur  correspondante  de  yl}  et  l'équation  y  =  eui 
deviendra 

(10)  y  =  ^  Sj, 

Si  l'on  fait  pour  abréger 

on  aura  simplement 

fia)  y  =  a.  Sy,. 

Si  l'on  supposait  généralement  «  =  1,  l'équation  y  =  au,  réduite  à 
y  =  a, 

exprimerait  que  la  valeur  de  y  est  constante  ;  et  comme  on  aurait 
alors 

U  I 

la  formule/  =  a  S/,  donnerait 

Donc  alors  on  devrait  prendre  pour  valeur  approchée  de  y  la 
moyenne  arithmétique  entre  les  valeurs  observées;  et  la  plus  grande 
erreur  à  craindre  serait  plus  petite  pour  cette  valeur  approchée  que 
pour  toute  autre.  Cette  propriété  des  moyennes  arithmétiques,  jointe 
à  la  facilité  avec  laquelle  on  les  calcule  ,  justifie  complètement 
l'usage  où  l'on  est  de  leur  accorder  la  préférence  dans  l'évaluation  des 

26.. 
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constantes  arbitraires  qui  peuvent  être  déterminées  directement  par 
l'observation. 

Soit  maintenant  A/  le  reste  qui  doit  compléter  la  valeur  appro- 
chée de  /  fournie  par  l'équation 

(12)  y  =  a  Syt, 

en  sorte  qu'on  ait 

(i3)  y  =  «  Sy,  +  A/. 

Posons  de  même 

(14)         v  =  aSt'j-f-  Ap,  w  =  aSvvj  -f-  Atv ,  etc.... 
On  tirera  de  la  formule^  =  au-,  -f-  £t'i  -f-  £"'■  +  etc-  •  •  •  > 
(  1 5)  Syt  =  «Sw,  -f-  £»Sp,  -f-  eStv,  +  etc. . .  ; 

puis  de  cette  dernière ,  multipliée  par  a. ,  et  soustraite  de  l'équa- 
tion (1), 

(16)  A/=  6At>  +  cAw +  etc.  . . 

Soient  d'ailleurs  a,,  Ay, :,  Ap,  ,  aw,<  , . . .  ce  que  deviennent  les 
valeurs  de  a,  Ay,  Av ,  Aw, .  .  .  tirées  des  équations  (1 1),  (i3)  et  (14), 
quand  on  y  remplace  x  par  x,,  i  étant  l'un  des  nombres  entiers 
1,  2, . . .  n.  Si  les  valeurs  de 

sont  très  petites  ,  et  comparables  aux  erreurs  que  comportent  les 
observations,  il  sera  inutile  de  procéder  à  une  seconde  approxima- 
tion, et  l'on  pourra  s'en  tenir  à  la  valeur  approchée  de^'  fournie  par 
l'équation  y  =  aSj\.  Si  le  contraire  a  lieu,  il  suffira,  pour  obtenir 
une  approximation  nouvelle  ,  d'opérer  sur  la  formule  (16)  qui  donne 
Ay—ôAv-j-eic. ,  comme  dans  la  première  approximation  l'on  a  opéré 
sur  la  formule  (1)  y  =  au  -f-  etc. 
Cela  posé,  désignons  par 

S'Ap, 

la  somme  des  valeurs  numériques  de  Av, ,  et  par  ' 
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S'A/,-,  S'âw, ,  etc.. . . 

les  polynômes  dans  lesquels  se  change  la  somme  S'Af,  quand  on  y 
remplace  chaque  valeur  de  Ay,  par  la  valeur  correspondante  de  A/,  ou 
de  Atv,. . .  ;  soit  enfin 

si  l'on  peut,  sans  erreur  sensible,  négliger  dans  la  série  (1)  le  coeffi- 
cient c  du  troisième  terme  et  ceux  des  termes  suivants,  on  devra 
prendre  pour  valeur  approchée  de  &jr 

(18)  Aj  =  <?S'a7, 

Soit  A'j-  le  reste  du  second  ordre  qui  doit  compléter  cette  valeur 
approchée,  et  faisons  en  conséquence 

(19)  Aj  =  eS'Aj, -f- A'jr. 
Posons  de  même 

(20)  Atv  =  êS'Atv,  -f-  A'w ,  etc. ...  ; 
on  tirera  successivement,  de  la  formule  (16) , 

(21)  A/,  =3  bà.Vi  -f-  cAw,  -f-  etc. . . . 

(22)  S'a/,  =  bS'^i  +  cS'aw;  -f-  etc. ...  ; 

puis  cette  dernière,  multipliée  par  £  et  retranchée  de  l'équation  (19), 

(23)  A  y  =  cA'tw  +  etc. . .  . 

Soient  d'ailleurs  £,,  A*^,,  iV„. .  ,  ce  que  deviennent  les  valeurs  de 
6,  A*j,  A'tv,. . .,  tirées  des  équations  (17),  (19)  et  (20),  quand  on  y 
remplace  x  par  xk ,  i  étant  l'un  des  nombres  entiers  1 ,  2,. .  .,  n.  Si 
les  valeurs  de 

sont  très  petites  et  comparables  aux  erreurs  que  comportent  les  obser- 
vations, il  sera  inutile  de  procéder  à  une  nouvelle  approximation,  et 
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l'on  pourra  s'en  tenir  à  la  valeur  approchée  de  Ay  fournie  par  l'équa- 
tion (18).  Si  le  contraire  a  lieu ,  il  suffira,  pour  obtenir  une  troisième 
approximation,  d'opérer  sur  la  formule(a5)  qui  donne  A'y,  comme  l'on 
a  opéré  dans  la  première  approximation  sur  la  formule  (i).  En  conti- 
nuant de  la  sorte,  on  obtiendra  la  règle  suivante  : 

L'inconnue  y,  fonction  de  la  variable  x,  étant  supposée  dévelop- 
pable  en  une  série  convergente 

(I)  au  -f-  bv  +  cw  -f- . . . 

où  u,  v,  w,...,  représentent  des  fonctions  données  de  la  même 
variable,  si  Ton  connaît  n  valeurs  particulières  de  y  correspondantes 
à  n  valeurs  particulières 

de  x ,  si  d'ailleurs  on  nomme  i  l'un  quelconque  des  nombres  entiers 
i  ,  2  , .  .  . ,  ?i ,  etyif  «, ,  vt , . .  . ,  ce  que  deviennent  y.  u  ,  v  , .  . . , 
quand  on  y  remplace  x  par  x,  ;  alors,  pour  obtenir  la  valeur  générale 
de  y  avec  une  approximation  suffisante,  on  déterminera  d'abord  le 
coefficient  a  à  l'aide  de  la  formule 

(II)  u  =  aSw, , 

dans  laquelle  Sw,  désigne  la  somme  des  valeurs  numériques  de  u,  , 
et  la  différence  du  premier  ordre  Ay  à  l'aide  de  la  formule 

(IIL  y  =;  aSy  -f-  Ay. 

Si  les  valeurs  particulières  de  Ay,  représentées  par  Ay,,  A/,,.  .  .  Aj  -„ , 
sont  comparables  aux  erreurs  d'observation,  on  pourra  négliger  Ay 
et  réduire  la  valeur  approchée  de  y  à 

aSy,. 
Dans  le  cas  contraire,  on  déterminera  C  à  l'aide  des  formules 

(IV)  v  =  aSi<,  +  Ai>,    Ay=£SAi',, 

S'At>   étant  la  somme  des  valeurs  numériques  de  Ai',,  et  la  différence 
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du  second  ordre  Ay  a  l'aide  de  la  formule 

(V)  Ay  =  €S'Ay  +  AV. 

Si  les  valeurs  particulières  de  A'j,  représentées  par  Ay,,  A'/,,. 
Ay„ ,    sont   comparables    aux    erreurs   d'observation  ,    l'on    pourra 
négliger  A*y  et  réduire  en  conséquence  la  valeur  approchée  de  y  à 
aSr,  -f-  Se&'AjTi. 

Dans  le  cas  contraire,  on  déterminera  y  par  les  formules 

(VI)  w==aSWi-j-Aw,  Aw=ëS'Aw,-t-A*w,  A3tv  =  ;  S"A»tv, , 

S'A'w,  étant  la  somme  des  valeurs  numériques  de  &>Hvit  et  la  diffé- 
rence du  troisième  ordre  A3y  par  la  formule 

(VII)  AV  =  yS"Ay,  -f-  A3y,  etc.. . 

Ainsi,  en  définitive,  en  supposant  les  coefficients  a,  C,  y,... 
déterminés  par  le  système  de  ces  équations,  etc.,...,  on  devra 
calculer  les  différences  des  divers  ordres  représentées  par 

Ay,  Ay,  AV,..., 

ou  plutôt  leurs  valeurs  particulières  correspondantes  aux  valeurs  x, , 
x%,...,  xn  de  la  variable  x ,  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  une 
différence  dont  les  valeurs  particulières  soient  comparables  aux 
erreurs  d'observation.  Alors  il  suffira  d'égaler  à  zéro  la  valeur  de 
cette  différence  tirée  du  système  des  équations  (III),  (V),  (VII).  .  ., 
pour  obtenir  avec  une  approximation  suffisante  la  valeur  de  y.  Cette 
valeur  générale  sera  donc 

y  =  aSy, ,  ou  y  =  aSy,  -f-  ëS'Ayl ,   ou  etc. .  .  . , 

suivant  que  l'on  pourra,  sans  erreur  sensible,  réduire  la  série  à  son 
premier  terme,  ou  à  ses  deux  premiers  termes....  Donc,  si  l'on 
nomme  m  le  nombre  des  termes  conservés ,  le  problème  de  l'inter- 
polation sera  résolu  par  la  formule 

y  =  aSy,  +  CS'Ay,  -f  yS"A'y,  +  etc. 

le  second  membre  étant  prolongé  jusqu'au  terme  qui  renferme  A"- 'y,. 
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li  est  bon  d'observer  que  des  formules  précédentes  on  lire  non-seule- 
ment 

s«,=  i;  S£=o,  S'€,=  i;  Sy,=  o,  S'y ,=:<),  S"7,=  i,  etc....; 

maie  encore 

SAc,  =  o  ;  SAiv,  =  o ,  SA'iv,  =  o ,  S'A'u-,  =  o ,  etc. . .  . , 
et 

SAj,=o;  SAy^o,  S'A^=o;SAsj— q,  S'A3j,  =  o;  S"ù?y.=. o, . . . 

Ces  dernières  formules  sont  autant  d'équations  de  condition  aux- 
quelles doivent  satisfaire  les  valeurs  particulières  de  a,  ê,  y,..., 
ainsi  que  celles  îles  différences  des  divers  ordres  de  u ,  v ,  w, .  .  . .  y  ; 
et  il  en  résulte  qu'on  ne  peut  commettre  dans  le  calcul  de  ces  valeurs 
particulières  aucune  erreur  de  chiffres  sans  en  être  averti  par  le  seul 
fait  que  les  équations  de  condition  cessent  d'être  vérifiées. 

En  résumé ,  les  avantages  des  nouvelles  formules  d'interpolation 
sont  les  suivants  : 

i°.  Elles  s'appliquent  aux  développements  en  séries,  quelle  que 
soit  la  loi  suivant  laquelle  les  différents  termes  se  déduisent  les  uns 
des  autres,  et  quelles  que  soient  les  valeurs  équidifférentes  ou  non  de 
la  variable  indépendante. 

2°.  Les  nouvelles  formules  sont  d'une  application  très  facile  , 
surtout  quand  on  emploie  les  logarithmes  pour  le  calcul  des  rapports 
et,  Ç,  y,...,  et  des  produits  de  ces  rapports  par  les  sommes  des 
diverses  valeurs  des  fonctions  ou  de  leurs  différences.  Alors,  en  effet , 
toutes  les  opérations  se  réduisent  à  des  additions  ou  à  des  soustrac- 
tions. 

3e  A  l'aide  de  nos  formules  les  approximations  successives  s'exé- 
cutent avec  une  facilité  de  plus  en  plus  grande,  attendu  que  les 
différences  des  divers  ordres  vont  généralement  en  diminuant. 

4°.  Nos  formules  permettent  d'introduire  à  la  fois  dans  le  calcul  les 
nombres  fournis  par  toutes  les  observations  données ,  et  d'augmenter 
ainsi  l'exactitude  des  résultats  en  faisant  concourir  à  ce  but  un  très 
grand  nombre  d'expériences. 

5°.  Elles  offrent  encore  cet  avantage,  qu'à  chaque  approximation 
nouvelle,  les  valeurs  qu'elles  fournissent  pour  les  coefficients  a,  b,  c,... 
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sont  précisément  celles  pour  lesquelles  la  plus  grande  erreur  à 
craindre  est  la  moindre  possible. 

6°.  Nos  formules  indiquent  d'elles-mêmes  le  moment  où  le  calcul 
doit  s'arrêter,  en  fournissant  alors  des  différences  comparables  aux 
erreurs  d'observation. 

7°.  Enfin  les  quantités  qu'elles  déterminent  satisfont  à  des  équations 
de  condition  qui  ne  permettent  pas  de  commettre  la  plus  légère  faute 
de  calcul ,  sans  que  l'on  s'en  aperçoive  presque  immédiatement. 

On  trouvera  dans  les  nouveaux  exercices  de  mathématiques  de 
nombreuses  applications  de  nos  formules  d'interpolation. 


Tome  II.  —  Juin  iSi-. 
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NOTE 

Sur   un   passage  de  la    Mécanique   céleste ,    relatif  à    la 
Tliéorie  de  la  Figure  des  Planètes  ; 

Par  J    L10UVILLE. 


On  s'est  beaucoup  occupé  de  la  recherche  des  formes  permanentes 
qui  peuvent  convenir  à  une  masse  liquide  dont  les  molécules  s'attirent 
l'une  l'autre  en  raison  inverse  du  carré  des  distances  et  tournent  au- 
tour d'un  axe  fixe  avec  une  vitesse  angulaire  constante.  Ce  pro- 
blème, qui  se  rattache  à  la  théorie  de  la  figure  des  planètes,  devait  na- 
turellement intéresser  les  géomètres;  mais  il  n'a  pas  été  résolu  par 
eux  d'une  manière  générale.  On  s'est  borné  d'abord  à  démontrer 
la  possibilité  de  certaines  figures  d'équilibre.  Quand  la  vitesse  an- 
gulaire de  rotation  est  au-dessous  d'une  limite  indiquée  par  le 
calcul,  on  sait  depuis  long- temps  que  deux  formes  au  moins  sont 
possibles,  toutes  deux  comprises  parmi  les  ellipsoïdes  de  révolution. 
Laplace  a  observé  de  plus  que,  pour  une  impulsion  primitive  donnée, 
il  existe  toujours  un  seul  ellipsoïde  de  révolution  satisfaisant  aux  condi- 
tions d'équilibre  du  liquide.  Mais  ces  mêmes  conditions  peuvent  être 
remplies  aussi,  dans  certains  cas,  par  un  ellipsoïde  à  trois  axes  iné- 
gaux. Ce  dernier  théorème  est  dû  à  M.  Jacobi.  J'en  ai  donné  dans  le 
XXIIIe  cahier  du  Journal  de  l'Ecole  polytechnique  une  démons- 
tration  très  simple. 

Quand  on  envisage  le  problème  dont  nous  nous  occupons  ici ,  sous 
le  point  de  vue  de  ses  applications  à  la  physique  céleste,  la  question 
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se  simplifie  beaucoup  à  cause  du  peu  de  différence  qui  existe  entre  la 
figure  d'une  sphère  et  celle  des  planètes  et  des  satellites.  Eu  négligeant 
le  carré  de  cette  différence ,  on  prouve  eu  effet  que  la  figure  d'équi- 
libre de  la  masse  fluide  est  toujours  celle  d'un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion dont  le  petit  axe  coïncide  avec  l'axe  fixe.  Pour  démontrer  cette 
proposition  importante,  Laplace  a  employé  deux  méthodes  distinctes 
que  l'on  trouve  exposées  au  livre  3e  de  la  Mécanique  céleste. 
La  première  de  ces  deux  méthodes  repose  sur  la  possibilité  de  déve- 
lopper une  fonction  Y  de  deux  variables  /a  et  <ar  en  une  série  que  les 
géomètres  désignent  ordinairement  par  Y0  -f-  Y,  +  Y,  -f-etc,  et  dont 
les  divers  termes  jouissent  de  plusieurs  belles  propriétés  aujourd'hui 
bien  connues.  Après  l'avoir  donnée,  Laplace  ajoute  :  «  L'analyse  pré- 
»  cédente  nous  a  conduits  à  la  figure  d'une  masse  fluide  homogène  en 
»  équilibre,  sans  employer  d'autres  hypothèses  que  celle  d'une  figure 
»  très  peu  différente  de  la  sphère.  Elle  fait  voir  que  la  figure  elliptique 
»  qui,  par  le  chapitre  précédent,  satisfait  à  cet  équilibre,  est  la  seule 
1.  alors  qui  lui  convienne.  Mais  comme  la  réduction  du  rayon  du  sphé- 
»  roïde  en  une  série  de  la  forme  a(i+aY0-j-aY,-H...)  peut  faire  naître 
»  quelques  difficultés,  nous  allons  démontrer  directement  et  indépen- 
»  damment  de  cette  réduction  que  la  forme  elliptique  est  la  seule  figure 
«  d'équilibre  d'une  masse  fluide  homogène,  douée  d'un  mouvement  de 
»  rotation,  ce  qui,  en  confirmant  les  résultats  de  l'analyse  précédente, 
»  servira  en  même  temps  à  dissiper  les  doutes  que  l'on  pourrait  élever 
»  contre  la  généralité  de  cette  analyse.»  Mais  cette  seconde  solution  de 
l'illustre  auteur  nous  parait  incomplète,  et  c'est  à  en  montrer  l'imper- 
fection que  la  présente  note  sera  consacrée.  Le  vice  de  la  méthode  de 
Laplace  provient  de  ce  qu'il  n'a  pas  démontré  à  priori  que  la  quantité 
H  dont  il  fait  usage  (Mécanique  céleste,  tome  II,  page  7.!»)  est  une 
quantité  finie:  s'il  existait  une  figure  d'équilibre  pour  laquelle  on  eût 
II  =  co  (ce  qui  arriverait  par  exemple  si  la  variation  du  rayon  du  sphé- 
roïde était  proportionnelle  au  cube  du  cosinus  de  la  latitude) ,  cette  fi- 
gure échapperait  nécessairement  à  son  analyse.  C'est  ce  que  l'on  verra 
dans  le  numéro  suivant  où  je  m'efforcerai  de  développer  mou  objection 
avec  la  clarté  désirable.  Je  montrerai  ensuite  comment  on  peut  en 
effet  résoudre  la  question  proposée  sans  réduire  en  série  le  rayon  du 
sphéroïde.  Cette  dernière  partie  de  mon  travail  intéressera  peut-être 

27.. 
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les  géomètres,  qui  savent  combien  il  est  utile  de  traiter  sous  plusieurs 
points  de  vue  les  questions  mathématiques  délicates. 

IL 

En  cherchant  à  déterminer  la  figure  permanente  d'une  masse  liquide 
homogène,  dont  les  molécules  s'attirent  l'une  l'autre  avec  une  force 
inversement  proportionnelle  au  carré  des  distances,  et  qui  tourne 
autour  d'un  axe  fixe  passant  par  son  centre  de  gravité,  Laplace  est 
conduit  [Mécanique  céleste,  tome  II,  page  75)  à  l'équation 

(A)  C  =  Ç.  Y-*fo~fydpdq>  sîap-i^i-fx-j  : 

tu  représente  une  variable  comprise  entre  —  i  et  +  i  ;  c'est  le  cosinus 
de  l'angle  que  fait  avec  l'axe  de  révolution  un  rayon  vecteur  quel- 
conque :  Y  est  une  fonction  inconnue  de  f* ,  et  Y'  une  fonction  sem- 


constantes.  Pour  déterminer  Y,  Laplace  diflerentie  trois  fois  par  rap- 


port  à  (j.  l'équation    (A),    et,   en   observant   que  ■£-  =  coss/> ,     il 


trouve 

o==.T'd^-JoJ0  4W**P**'p--%f> 

ou  ,  ce  qui  est  la  même  chose, 

°  =fôfy^ sin  p  c°*6p  g  •  dd?  -  %y 

k  Cette  équation,  dit-il,  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  p  :  or  il  est  clair 

>'  que  parmi  toutes  les  valeurs  de  u.  comprises  depuis  jj-= —  i  jus- 

»  qu'à  p.  =  i  ,  il  en  existe  une  que  nous  désignerons  par  h  et  qui  est 

d3Y 
»  telle,  qu'abstraction  faite  du  signe,  aucune  des  valeurs  de  -r~î  ne 

»  surpassera  celle  qui  est  relative  à  h  :  en  désignant  donc  par  H  cette 
>•>  dernière  valeur,  on  aura 

°  =fif^dPd(i's{Qp  œs6p  g  h  -  w?y 
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»  La  quantité  |  H  —  -r-^  est  évidemment  du  même  signe  que  H ,  et 
»  le  facteur  sin/?cos5p  est  constamment  positif  dans  toute  l'étendue  de 
»  l'intégrale:  les  éléments  de  cette  intégrale  sont  donc  tous  du  même 
»  signe  que  H,  d'où  il  suit  que  l'intégrale  entière  ne  peut  être  nulle 
»  à  moins  que  H   ne  le  soit  lui-même,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

»  généralement  o  =  -3-;,  d'où  l'on  tire,  eu  intégrant,  \=zl-^mu-{-nu%, 

»  l,  m,n  étant  des  constantes  arbitraires.  » 

Ce  raisonnement  est  spécieux  et  peut  séduire  au  premier  aperçu  ; 
mais,  en  y  réfléchissant  davautage,  on  voit  qu'il  cesserait  d'être  ap- 

plicable  si  le  maximum  de  la  fonction  -rx  pouvait  être  infiui,  ce  qui 

arriverait  si  l'on  avait  par  hasard 

Y  =  (1   —  ff,     ou     Y  =  (.  —  fi?)5,    etc., 

en  sorte  que  pour  l'employer  avec  sécurité,  il  faudrait  avoir  prouve 

à  priori  que  la  dérivée  -r-,  ue  devient  infiuie  pour  aucune  valeur  de 

fj.,  ce  que  Laplace  ne  fait  nulle  part.  Pour  nous  convaincre  de  l'inexac- 
titude du  principe  sur  lequel  il  s'appuie,  considérons  un  exemple  très 
simple;  et  proposons  de  trouver  la  fonction  <p(x)  qui  satisfait  à  l'é- 
quation 

(B)  f\(ax)dx=  ^  <?(•*), 

x  étant  une  variable  indépendante.  En  différenliant  trois  fois  l'équa- 
tion (B)  par  rapport  à  x,  il  vient 


/ 


~a.3tp'"(*x)da  =  -^<P'"00 


ou  ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

(C)  Ç  'af^  <p'"  (je)  —  <p'"  (ax)~\  d*  =  o. 

Maintenant  eu  appliquant  à  l'équation  (C)  et  à  la  fonction  tp(x)  le 
raisonnement  de  Laplace,  sans  y  changer  un  seul  mot,  on  trouvera 
comme  ci-dessus  <p"\x)  =  o,   ce  qui  est  absurde;  car  la  valeur  de 
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<p(x)  qui    satisfait   à  l'équation  j(B)  est   évidemment   de   la    forme 
<p(x)  =  Axâ  ,     A  désignant  une  constante  arbitraire. 
En  mettant  l'équation 

/     <p(ax)doi  =  2<p(x) 
sous   la  forme 

J  [da  [<p  (ax)  —  2©  (x)]  =  o , 

on  en  conclura  de   même  <p(x)z=o,  tandis  que  <$(x)  peut   avoir 

cette  valeur  plus  générale  <p(x)  =  —j=. 

y  x 

Pour  que  la  démonstration  de  Laplace  fût  suffisante,  il  faudrait  donc 

d3Y 
que  ce  grand  géomètre  eût  montré  d'abord  que    la    dérivée  -j-j-  a 

toujours  une  valeur  finie.  Et  l'on  ne  doit  pas  dire  que,  dans  son  ana- 
lyse, il  exclut  implicitement  les  cas  où  l'on  aurait 


H  = 


«C  , 


car  il  se  propose  de  prouver  non  pas  que  la  figure  ellipsoïdale  satisfait 
à  l'équilibre  de  la  masse  fluide  supposée  presque  sphérique,  mais  bien 
qu'aucune  autre  figure  ne  peut  y  satisfaire.  Exclure  d'avance  certaines 
formes  de  la  fonclion  Y,  serait  évidemment  aller  contre  le  but  qu'il 
indique  lui-même  et  ruiner  par  le  fait  sa  propre  démonstration.  La 
seule  condition  à  laquelle  la  fonction  Y  soit  soumise,  c'est  de  ne  de- 
venir jamais  infinie.  Ainsi ,  pour  trouver  la  valeur  de  Y,  satisfaisant 
à  l'équation  (A) ,  il  faut  employer  une  méthode  très  différente  de 
celle  de  Laplace.  Je  vais  exposer  cette  méthode. 

III. 

Soient  Ox ,  0/.  Oz  trois  axes  rectangulaires.  Imaginons  autour  du 
point  0  une  masse  fluide  homogène  A  qui  tourne  autour  de  l'axe  0: 
avec  une  vitesse  constante  et  dont  les  molécules  s'attirent  l'une  l'autre 
en  raison  inverse  du  carré  des  distances.  La  figure  permanente  de 
cette  masse  liquide  dépendra  de  l'intensité  de  la  force  centrifuge  qui 
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s'exerce  à  la  distance  1  de  l'axe  de  rotation  :  nous  désignerons  cette  in- 
tensité par  g  et  nous  la  supposerons  assez  petite  pour  que  la  figure  du 
liquide  soit  très  peu  différente  de  celle  d'une  sphère.  Nous  prendrons 
en  outre  pour  unité  la  force  attractive  produite  à  l'unité  de  distance  entre 
deux  niasses  égales  à  l'unité.  Cela  étant,  considérons  un  point  INI  placé 
à  la  surface  libre  du  liquide  :  nommons  9  l'angle  MOz  etp  le  cosinus 
de  6,  rie  rayon  vecteur  OM,  <sr  l'angle  compris  entre  la  projection 
de  r  sur  le  plan  des  xy  et  l'axe  des  ce  :  représentons  par  Q',  //,  r',  <&' 
les  quantités  analogues  à  fl,  f»,  r,  <sr  pour  un  autre  point  M'  pris  dans 
l'intérieur  de  A.  L'élément  de  A  dont  le  centre  est  en  M'  sera  exprimé 
par  r'*  sin Q'dQ'd&r'dr'  ou  par  r^dpdta-'dr'.  La  distance  du  point  M  au 
point  M'  sera 


^//■»  4.  ;■'»  _  ïrr1?  , 

P  étant  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  les  deux  droites  r  et  /•',  en 
sorte  que  l'on  a 

P  =  cosôcosâ'  -f-  sin  G  sin  6'  cos(<sr  —  tir') , 


P  =  pp'  +    \A —  (i*   \A —  f/\cos(<ar—  tir'). 

La  somme  V  des  éléments  de  A  divisés  par  leurs  distances  respectives 
au  point  M  sera  exprimée  par  l'intégrale  triple 

P C  /■>       r  'àftdtn'di' 
~  Jjj  Vrl  +  r2  —  2/7P  ' 

les  intégrations  s'étendant  à  la  masse  A  tout  entière.  Et  la  figure  per- 
manente de  cette  masse  sera  déterminée  par  l'équation 

(')  V  +   —  (l   —  I**)  =  constante, 

qu'il  est  aisé  de  démontrer  par  les  formules  connues  de  l'hydrostatique. 
L'équation  (1)  doit  servir,  comme  on  voit,  à  déterminer  r  en  fonc- 
tion des  deux  variables  indépendantes  p  ,  tir. 

Nous  supposerons  désormais  que  l'origine  0  est  placée  au  centre  de 
gravité  du  sphéroïde  :  nous  désignerons  par  a  la  plus  petite  valeur  de 
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r  :  la  valeur  générale  de  ce  rayon  vecteur  sera  donc  de  la  forme 

r  =  a(i  +  aY) , 

a  étant  un  très  petit  coefficient  et  Y  une  fonction  inconnue  de  u  et  <sr  : 
à  cause  de  la  petitesse  de  a.  et  de  g,  on  négligera  dans  le  calcul  les 
quantités  de  l'ordre  ag  et  de  l'ordre  a*.  La  valeur  de  V  se  composera 
de  deux  parties  distinctes  :  l'une  relative  à  la  sphère  du  rayon  a  est 
exprimée  par 

££(i   -  aY): 
l'autre,  relative  à  l'excès  du  sphéroïde  sur  la  sphère,  a  pour  valeur 


f+i  pi-  Y'dudir' 

a. a*.  I        I        JZL : 

J  -\J  O      l/2— 2.P 


•5 

Y'  désigne  ce  que  devient  Y  lorsqu'on  y  change  p  en  f*'  et  <zsr  en  <&' . 

IV. 

Cette  expression  de  V,  savoir, 

(2)      v  =  i3-(I-aY)  +  -7_J0    tt^I' 

n'est  pas  la  seule  dont  on  puisse  faire  usage.  D'après  la  transformation 
très  ingénieuse  donnée  par  Laplace  à  la  page  75  (*)  du  tome  II  de  la 
Mécanique  céleste ,  on  a  aussi 

(5)         V = ^f  (1  —  aY)  +  ««*  P/^  Y'  sin  /4*fy' , 

les  nouvelles  variables  p,  q',  étant  liées  aux  anciennes  //,  <sr'  par  deux 
relations  dont  l'une  est 


(*)  A  la  page  citée,  Laplace  considère  spécialement  un  sphéroïde  de  révolution  ; 
mais  son  analyse  est  générale  et  s'étend  sans  modifications  à  tous  les  sphéroïdes 
très  peu  différents  de  la  sphère. 
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fjt'  =  txcos'p  —  sin'pcosq', 

et  dont  l'autre  est  inutile  à  l'objet  que  nous  nous  proposons  ici. 

En  comparant  ces  deux  valeurs  de  V,  qui  doivent  être  identique- 
ment égales,  on  tombe  sur  une  formule  remarquable,  savoir 

/:r  fis  </>*«'• 

Dans  cette  formule,  la  fonction  Y  de  u-,  <ar  est  arbitraire  :  toutefois  elle 
ne  doit  jamais  devenir  infinie,  lorsque  u  varie  de  — i  à  -f- 1  et  «sr  de  o 
à  27T.  Lorsque  Y  est  une  fonction  F(u)  indépendante  de  <sr,  on  a, 
d'après  cela, 

J-Jo       V2-rt=jJo   nycos'p-sm'pcosqjswpdpctq. 

En  particulier  si  l'on  pose  F(u)  =  p",  n  étant  un  nombre  entier  posi- 
tif quelconque,  il  vient 

f      I       - — - — —  —  /     /       (."cos'p  —  sinapcos(y')n.siii  pdpdq' , 

J  —  i  J  o       y  2  —  2P         J  °  •    " 

et  comme  l'intégrale  placée  au  second  membre  est  toujours  facile  à 
calculer,  on  voit  qu'il  en  sera  de  même  de  l'autre  intégrale 

'5*  i&"dfi! dis-' 


ex 


1/2-  2P 

en  développant  eu  effet  (pcosrp — sin'pcosq''  par  la  formule  du  bi- 
nôme de  Newton  et  multiplant  ensuite  les  divers  termes  de  ce  déve- 
loppement par  sinpdpdq',  il  est  évident  que  l'intégrale  du  premier 

terme  u"  cosinp  sin  pdpdq'  sera  -^-~-  :    celle   du   terme   suivant  sera 

nulle  ainsi  que  celle  de  chaque  terme  de  rang  pair  :  le  résultat  de 
l'intégration  sera  donc  une  fonction  entière  de  u.  de  la  forme 

if,  +  »•"+  £,«•-'+■••> 

C, ,  C„..  . .   étant  des  constantes  dont  il  est  inutile  d'écrire  ici  les  va- 
Tome  II.  —  Je»  iS3-.  28 


ai4  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

leurs;  et  l'on  aura 

Ç^n^^M-  =  JpC,  +  C,««-  +  etc. 

J-lJo        j/a— 2P  271   -f   1     ^         1  T"1 

En  changeant  /  en  p  et  u  en  y.',  ce  qui  n'altère  pas  la  valeur  de  P, 
on  obtiendra  semblablement 

J   —t  J    O         y  2  2P  2B-J-   I  ' 

La  formule  (4)  nous  sera  par  la  suite  d'un  grand  secours. 

V. 

En  mettant  pour  V  sa  valeur  (2)  dans  l'équation  (1)  et  observant 
que  l'on  peut,  à  cause  de  la  petitesse  de  g ,  poser  r  =  a  dans  le  second 
terme  ,  cette  équation  devient 

2-5- (1    —  a\)  +  *a*  /       -— — h  —  (1  —  ,<*')  =const.  ; 

ou  plus  simplement 

(5)    ^Y-r+,rT-i±^i=c+^(i-^, 

C  étant  une  constante.  On  pourra  aussi  lui  donner  cette  autre  forme 
équivalente 

(6)        Ç  Y  -/J7  Vsnpdpilq'  =  C  +  £  (.   -  ."')  , 

en  employant  la  valeur  (3)  de  V.  Pour  en  tirer  Y,  le  moyen  le  plus 
simple  est  de  développer  cette  inconnue  en  une  série  Y0  +  Y,  +etc. 
dont  les  géomètres  ont  étudié  les  propriétés  avec  beaucoup  de  soin. 
La  solution  dont  je  parle  est  exposée  à  la  page  69  du  deuxième 
volume  de  la  Mécanique  céleste  :  nous  ne  voulons  point  nous 
en  occuper  ici.  Observons  seulement  que,  pour  que  cette  mé- 
thode soit  complète  et  rigoureuse ,  il  faut  qu'on  ait  démontré  à 
priori  la  possibilité  de  représenter  par  an  développement  de  la  forme 
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Y»  +  Yi  +•  •  •  •  (cnlre  les  limites  —  t  ,  -j-  1  ,  et  0,17;  de  p  et  de  <sr) 
toute  fonction  Y  qui  ne  devient  pas  infinie  entre  ces  limites.  Laplace 
ne  possédant  pas  une  telle  démonstration  avait  lieu  de  craindre  que  sa 
méthode  ne  fût  insuffisante.  C'est  ce  qui  l'a  porté  à  chercher  un  autre 
procédé  pour  déterminer,  directement  et  indépendamment  des  suites 
infinies,  la  valeur  de  Y  qui  satisfait  à  l'équation  (5).  Mais,  comme  je 
l'ai  expliqué  dans  l'introduction,  le  principe  dont  il  a  fait  usage  est 
tout-à-fait  inadmissible.  Nous  allons  donc  essayer  d'atteindre  par  une 
autre  voie  le  but  qu'il  s'était  proposé,  savoir  de  trouver  la  valeur  de 
Y,  sans  recourir  à  l'emploi  des  séries. 

Nous  décomposerons,  comme  lui,  la  question  en  deux  parties. 

i°.  Nous  supposerons  que  la  figure  du  sphéroïde  en  équilibre  soit 
de  révolution  :  Y  sera  alors  fonction  de  f»  seulement,  et,  dans  cette 
hypothèse,  nous  en  déterminerons  la  valeur. 

2°.  Nous  prouverons  qu'en  effet  la  figure  du  sphéroïde  ne  peut  être 
que  de  révolution.  Pour  cette  dernière  partie  du  problème,  nous 
renverrons  le  lecteur  au  livre  IIIe  de  la  Mécanique  céleste  ,  où  elle  est 
traitée  d'un  manière  exacte  et  complète  :  c'est  donc  à  la  première  qu'il 
faut  spécialement  nous  attacher. 

VI. 

D'après  un  théorème  connu  ,  démontré  par  Maclaurin,  nous  savons 
d'avance  que  l'équilibre  de  la  masse  fluide  peut  subsister  en  attribuant 
à  cette  masse  la  forme  d'un  ellipsoïde  de  révolution.  Il  est  donc  évi- 
dent qu'on  aura  une  solution  particulière  de  l'équation  (6),  et  par 
suite  de  l'équation  (5),  en  posant  Y  =  M -f- Nu.2  et  en  déterminant 
convenablement  les  constantes  M,  N.  En  substituant  cette  valeur 
de  Y,  on  trouve  en  effet  qu'elle  satisfera  à  l'équation  (6)  si  l'on  prend 

M  =  -^L—  -         N  =  —  4^-. 
Cela  posé,  la  valeur  générale  de  Y  pourra  être  mise  sous  la  forme 

Z  étant  une   fonction  inconnue  de  p.  qui  doit  satisfaire  à  l'équation 

28.." 
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nouvelle 


m     ç-«  -/:/; 


Z  ^«  dzr' 


=  o, 


Va  — 2P 

dans  laquelle  Z'  désigne  ce  que  devient  Z  lorsqu'on  y  change  y  en 
a'.  On  déduit  l'équation  (8)  de  l'équation  (5)  en  y  remplaçant  Y  par 
sa  valeur  (7)  :  la  solution  particulière  Y  =  M  -f-  N/*'  que  l'on  a  obte- 
nue à  l'aide  de  l'équation  (6)  sert,  comme  on  voit,  à  faire  disparaître 

le  second  membre  C  -f-  --  (1  —  y")  de  l'équation  (5). 

Vil. 

Nous  allons  prouver  que  la  fonction  inconnue  Z  est  égale  à  zéro- 
Pour  cela  nous  ferons  usage  du  théorème  suivant  qui  se  trouve  dé- 
montré dans  mon  Journal  de  Mathématiques  (tome  II,  page  1)  : 

(f  Soit  ""t" (p)  une  fonction  dey,  déterminée  mais  inconnue,  qui  ne 
»  devienne  jamais  infinie  lorsque  y  croît  de  —  1   à  -f-  1 .  Si   l'on   a 

»  constamment  /  _  yn<irQj.)dyz=o,  11  étant  un  quelconque  des  nom- 
»  bres  entiers  o,  1,  2,  3,...,  on  aura  aussi  "Sf1"  (,u)  =  o ,  entre  les 
»   limites  y  =  —  1  ,  y-  =  -f-  1 .  » 

Pour  prouver  que  Z  =  o,  il  suffira  donc  de  prouver  que  l'on  a 


f. 


_x  y"Zdy  =  o, 


n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  nul  ou  positif. 

En  multipliant  par  dy.  les  deux  membres  de  l'équation  (8)  et  inté- 
grant ensuite  depuis  u  =  —  1  jusqu'à  y  =  -\-  1  ,  on  a 


/::**-/>/:;*'/: 


TJ  (ha 


v/2  —  2P 


L'intégrale  triple  contenue  dans  l'équation  que  je  viens  d'écrire  peut 
être  mise  sous  la  forme 


/>o/: 


dzr' 


V/2-2P 

Mais  par  la  formule  (4)  il  vient 
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cfsr' 


r,  */: 


^  =  w 


l/2— 2P 
notre  intégrale  triple  est  donc  égale  à 

ou  ,  ce  qui  est  la  même  chose ,  à 
Par  suite  on  a 

ce  qui  exige  que 

/        Zf/u  =  o. 

Pour  prouver  que  /  [xZdj-  =  o ,  il  faut  se  rappeler  que  l'origine 
O  des  coordonnées  est  en  même  temps  le  centre  de  gravité  du  sphé- 
roïde. En  effet  le  moment  de  l'élément  r'idu.'d'sr'dr'  par  rapport  au 
plan  des  xjr  est 

r'3  .tJ-'dp'drsr'dr'  : 

pour  que  ce  plan  contienne  le  centre  de  gravité,  il  faut  donc  que  l'on  ait 
ÇCÇr'\¥!dv!d<w'dr'  =  o, 

les  intégrales  s 'étendant  au  volume  entier  du  liquide.  On  effectuera 
d'abord  l'intégrale  relative  à  r'  depuis  rl=o  jusqu'à  r'=a(i  -f-aY'), 
et  en  négligeant  le  carré  et  les  puissances  supérieures  de  a,  on  aura 

f-ïf* '  'j! ■ (ï  "+"  {«X'Wd**   =  °  : 
Y'  étant  indépendant  de  <& ' ,  cette  équation  de  condition  se  réduit  à 

u'X'du'     ou      /       fiYdn  =  o, 
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d'où  résulte  immédiatement 

f_t  u.Zdu  =  o, 

puisque  Y  ne  diffère  de  Z  que  par  la  fonction  paire  M  +  ]tys. 
Actuellement  iî  suffira  de  prouver  que  si  les  intégrales 

/  __  ZcLi ,        J  _t  pZdu. , /__  fj."-'Zdu. 

sont  nulles  pour  uce  certaine  valeur  de  n  égale  à  2  ou  >  2,  l'intégrale 

suivante   /       ^"Zd^  est  nulle  aussi.  Cela  fait,  il  sera   rigoureusement 

prouvé  que  l'on  a     Z  =  o. 

Or  en  multipliant  par  fj-"du-  les  deux  membres  de  l'équation  [8]  et 
intégrant  par  rapport  à  u.,  on  obtient 

L'intégrale  triple  contenue  dans   cette  équation,  étant  mise  sous  la 
forme 

J   _,  J   _!      r       V    O  V/2   — 2P 

devient,  en  vertu  de  la  formule  (4), 

changeant  p'  en  p.  sous  le  signe  /  et  omettant  les  termes  multipliés 
par  les  iutégrales  nulles 

elle  se  réduit  à 

-i^rvz^., 

en  sorte  que  l'on  a 

3  J  _,    '  W'+lJ-l' 

et  par  conséquent 
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/       ^"Zd^  =  o  , 

puisqae   211  +  1   est   >3. 

Concluons  de  cette  analyse  qu'en  se  bornant  aux  sphéroïdes  de  ré- 
volution ,  les  formes  possibles  d'équilibre  très  peu  différentes  de  la 
sphère  sont  représentées  par  l'équation  générale 

/      .      v\  /      .     3ç-         3«C         \5g  ,  ,  \ 

laquelle  se  simplifie  en  observant  que  a  représente  (n°  IT1)  la  plus  pe- 
tite valeur  de  r  :  en  effet  la  plus  petite  valeur  de  r  répond  à  ,u»  =  1  : 


on  a  donc 
d'où  l'on  tire 


/  3g-         3«C  i5g\ 

\  ifer  Orr  ibjr/ 

/      ,     3g  3«C\  /      .    \5g\ 


et  par  suite , 

(9)  r^a£, +£(«-,■)]. 

L'équation  (9)  est  celle  d'un  ellipsoïde  qui  se  réduit  à  une  sphère  lors- 
que g-  =  o;  en  sorte  que  la  sphère  est  la  seule  figure  de  révolution 
qui  satisfasse  à  l'équilibre  d'une  masse  fluide  homogène  immobile  ,  du 
moins  lorsqu'on  suppose  à  priori  cette  figure  presque  sphérique. 

C'est  en  partant  de  ce  dernier  théorème  que  l'on  prouve  ensuite  que 
parmi  toutes  les  figures  très  peu  différentes  de  la  sphère  (qu'elles 
soient  ou  non  de  révolution)  une  seule  peut  satisfaire  à  la  condition 
d'équilibre  du  fluide  tournant  autour  d'un  axe.  En  sorte  que  la  surface 
de  ce  fluide  est  nécessairement  celle  de  l'ellipsoïde  déterminé  par 
l'équation  (9).  Mais  sur  ce  point,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  nous 
renverrons  au  livre  IIP  de  la  Mécanique  céleste  (tome  II ,  page  76.) 
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EXTRAIT 


D'un  Mémoire  sur  le  développement  des  fonctions  en  séries 
dont  les  différents  termes  sont  assujettis  à  satisfaire  à  une 
même  équation  différentielle  linéaire,  contenant  un  para- 
mètre variable  y 

Par  MM.  C.  SITUAI  et  j.  liouville. 


Soient  x  une  variable  indépendante  comprise  entre  deux  limites  don- 
nées x,  X;  g,  k,  l  trois  fonctions  positives  de  .r;  r  un  paramètre  in- 
déterminé; et  V  une  fonction  de  x  et  de  r,  qui  satisfasse  à  la  foi'9  à 
l'équation  indéfinie 


(0  -^^  +  (gr-l)\=o, 


et  à  la  condition  définie 

(2)  -j li\  =  o     pour     x  ==.  x  , 

dans  laquelle  h  représente  un  nombre  donné  positif.  11  est  aisé  de  trou- 
ver une  fonction  V  qui  vérifie  ces  deux  équations  et  qui  ne  devienne 
identiquement  nulle  pour  aucune  valeur  déterminée  de  r,  lorsque  x 
reste  indéterminée.  Ou  s'est  beaucoup  occupé  des  propriétés  de  la 
fonction  \  dans  différents  mémoires  auxquels  nous  renverrons  le 
lecteur  (*). 


'*)    Tome  I  de  ce  Journal,  pages  106,  253,  769,  373,  et  tome  II  ,  page  16. 
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Désignons  par  H  un  coefficient  positif  et  par  <Gr(r)  ce  que  devient  la 

quantité   — +HV  lorsqu'on  y  fait  ,r=X:  on  sait   que  l'équation 

tsr(r)  =  o  a  une  infinité  de  racines  toutes  réelles  et  positives  que  nous 
nommerons  r, ,  ra). .  .  r., .  .  .  en  les  supposant  rangées  dans  un  ordre 
de  grandeurs  croissantes.  Nous  représenterons  par  V»  ou  VJx)  ce  que 
devient  V  lorsqu'on  fait  r=ra.  Ainsi  l'on  aura  à  la  fois 

(4)  -jzr   —  «V„  =  o     pour     x  =  x , 


(5)         -r-2  +  HY„  =  o     pour     x  =  X. 


dx 
dV 

~dx 

Cela  posé,  on  peut  chercher  à  sommer  la  série 

I   Y. /^      gVnf\X)Ax  ) 


(6) 


f*       ëYn'da 


dans  laquelle  le  signe  2  s'applique  aux  valeurs  successives  \,  2,  3,.... 
de  l'indice  n,  et  où  f(x)  est  une  fonction  arbitraire  de  x  qui  ne  de- 
vient jamais  infinie.  Soit  F  (x)  la  somme  demandée.  Il  s'agit  de  prou- 
ver d'une  manière  directe  et  rigoureuse  que  l'on  a  F  (x)  =  f{x).  Déjà 
l'un  de  nous  a  traité  cette  question  dans  un  mémoire  particulier; 
mais  comme  la  série  (6)  se  présente  dans  une  foule  de  problèmes  de 
physique  mathématique,  nous  avons  pensé  qu'il  était  bon  de  revenir 
sur  ce  sujet.  Au  surplus,  la  méthode  dont  nous  allons  faire  usage 
diffère  beaucoup  de  celle  que  l'on  a  d'abord  employée. 

Combinons  entre  elles  les  équations  (1)  et  (3)j  en  ayant  égard  aux 
conditions  (2),  (4),  nous  aurons  sans  difficulté 

/>v.d,=  r-é-(v£_v„£). 

En  posant  x  =  X  et  se  rappelant  que,  pour  cette  valeur  de  x, 
g-2  -f-  HVm  se  réduit  à  zéro  et  g-  +  HV  à  ^(r),  il  vient  donc 

Tome  II—  Jcis  1837.  29 
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(7)        f*  £VV.d*  =  -  KVn(X) .  ^.  : 

K  et  Vn(X)  représentent  les  valeurs  respectives  de  k  et  de  V»  pour 
x  =  X.  Dans  le  cas  particulier  où  /•=;„,  le  second  membre  delà 
formule  (7)  prend  la  forme  \  :  en  cherchant  alors  sa  vraie  valeur  par 
la  règle  connue,  on  trouve 

(8)        jT*  gYtfx  =  -  KY,,(XK(r.). 

D'un  autre  côté  on  peut  démontrer  que  la  fraction  -j-\  est  déco  m- 

posable  en  fractions  simples.  Par  les  méthodes  connues  pour  ce  genre 
de  décomposition  ,  on   obtient 

-V-  =  z{ ïï 1, 

»■('•)  l  (r—  rjr/(rn)   /  ' 

d'où  résulte 

r9)        v  =  2  (     fff)V;-  }. 

A  l'aide  des  formules  (7)  et  (8),  on  peut  éliminer  <sr(r),  <sr' (rn)  :  cette 
élimination  faite,  si  l'on  multiplie  l'équation  (9)  par  gf{x)dx  et  si 
l'on  intègre  ensuite ,  on   obtient  finalement 

Mais  en  multipliant  par  g\dx  et  intégrant  les  deux  membres  de  l'é- 
quation 

(V„  f*gVnf(x)dx) 

on  a  de  même 

rx                                  l  fXgVVttdz.   fXgYnf(X)dx) 
fx  g\F(x)dx  =  z\^ J ■ 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  ao3 

Les  deux  intégrales 

J*gVf{x)àx,       f*gV¥(xyix 

sont  donc  égales  entre  elles,  en  sorte  que  l'on  a 

f*gY[F(x)   -f(x)]4x  =  o. 

Cette  dernière  équation  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  /',  et  l'on  peut 
aisément  prouver  qu'elle  entraîne  la  suivante  F  (x)  =  f(x)  , 
C.  Q.  F.  D. 

La  méthode  que  nous  venons  d'employer  pour  sommer  la  série  (6) 
est  à  la  fois  très  simple  et  très  générale.  Elle  peut  servir  à  trouver  la 
somme  d'un  grand  nombre  d'autres  séries,  comme  on  le  verra  dans 
notre  mémoire,  où  l'analyse  précédente  est  présentée  sous  plusieurs 
points  de  vue  (*). 

(*)  L'abondance  des  matières  nous  force  à  différer  la  publication  de  ce  Mémoire. 
L'extrait  qu'on  vient  de  lire  a  déjà  été  imprimé  dans  le  Compte  rendu  des  séance* 
de  l'Académie  des  Sciences  ,  tome  IV,  page  675.  (J    Liouville.) 
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REMARQUES 

Sur  les  Intégrales  des  fractions  rationnelles; 
Par  M.   POISSON. 


Lorsqu'on  passe  de  l'intégrale  indéfinie  d'une  fraction  rationnelle  à 
son  intégrale  définie,  prise  entre  les  limites  zéro  et  l'infini,  il  arrive 
souvent  qu'elle  se  réduit  à  une  fonction  algébrique  des  racines  de 
l'équation  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  dénominateur  de  la 
fraction  proposée,  et  qu'elle  ne  contient  plus  qu'une  seule  quantité 
transcendante,  savoir,  le  rapport  tt  de  la  circonférence  au  diamètre. 
Mais  cette  fonction  n'est  pas  du  genre  de  celles  que  l'on  peut  expri- 
mer sans  radicaux,  au  moyen  des  coefficients  de  l'équation  dont  elle 
renferme  les  racines;  et  quoiqu'elle  ne  doive  avoir  qu'une  seule  va- 
leur, elle  dépend,  néanmoins,  d'une  équation  d'un  degré  supérieur  au 
premier,  dont  cette  valeur  est  une  racine  déterminée.  C'est  ce  que  l'on 
verra,  en  effet,  par  l'exemple  suivant,  auquel  il  sera  facile  d'en 
ajouter,  si  l'on  veut ,  beaucoup  d'autres. 

Je  désignerai  par  a,  b,  c,  g,  h,  k,  des  constantes  données,  et  j'ap- 
pellerai^- l'intégrale  que  je  prendrai  pour  exemple,  savoir  : 


=/: 


c  (g-  -f-  hx"  +  kx*)dx 
xe  -f-  axi  -+-  bx*  -+-  c' 


Soient  — a*,  — £%  — y",  les  trois  racines,  réelles  ou  imaginaires 
de  l'équation 

x6  +  ax4  -f-  bx*  +  c  =  o  ; 

résolue  par  rapport  à  x',  de  sorte  qu'on  ait 

** +  £*  +  }*  =  a,      a*£J  +  y%a."  ■+-  C'y*  =  b  ,     *•£*>*  =  £.      (i) 
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Àlin  que  le  dénominateur  de  la  fraction  comprise  sous  le  signe  f,  ne 
passe  pas  par  zéro  entre  les  limites  de  l'intégration  ,  je  supposerai 
qu'aucune  de  ces  racines  ne  soit  positive,  ce  qui  exigera  que  le  der- 
nier terme  c  soit  positif.  Les  signes  de  a ,  € ,  y  ,  seront  ambigus. 
Pour  fixer  les  idées,  je  supposerai  aussi  que  ces  trois  quantités  sont 
positives,  ou  des  imaginaires  dont  la  partie  réelle  est  positive. 
Par  la  règle  ordinaire  ,  on  aura 

_    g  —  h*>  +  tm*    (**>       dx 

h?  +  k£*  rx       dx 


g  _  h?  +  k*  r> 

"*"    (î'-'Jp-y'lJo 
g  —   J,V*  4-  Ay*    r™ 


dx 


4  y2 

Je  fais  x  =  etz  et  dx  =  ctdz  dans  la  première  intégrale,  x  =  ê: 
et  dx  —  Çdz  dans  la  seconde,  x=yz  et  dxz=.ydz  dans  la  troisième. 
D'après  l'hypothèse  que  l'on  vient  de  faire  sur  les  signes  de  a,  € ,  y  , 
les  limites  relatives  à  la  nouvelle  variable  z  seront  toujours  zéro  et 

/'  œ     dz  I  . 

— — — -  =  -7i ,  il  en  résultera 
o*  r  4  z  2 

2       .    g  —  ha?  +  ttct*  g  —  ht'  4  k&  .  g—hy'-j-kyi 

ou  bien,  en  réduisant  les  trois  fractions  au  même  dénominateur, 

a       ff(«  +  £  4  y)  4  &«'y  +  **gy  (ag  4  y*  4  £y)  /  \ 

*J    "'  «£y(«+S)(y  +  «)(S  +  y) 

Soit  actuellement 

a  +  S  4-  ^-  =  u. 

En  vertu  des  équations  (i),  on  aura  d'abord 

a(aë  +  7a  +  £>)  =  «*  —  a> 
on  aura  ensuite 

4  [aa^a  4-  ^'a.1  +  6y  +  2xÇy  (a  4-  £  4  y)]  =  («*  — a)', 
et,  par  conséquent, 

(m*  —  a)'  —  8m  V/c  —  4*  =  o  ,  (3) 
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où  l'on  regardera  X'c,  valeur  de  aëy ,  comme  une  quantité  po- 
sitive. Or,  il  est  évident  qu'on  aurait  été  conduit  à  cette  même  équa- 
tion (3),  si  l'on  eût  pris  pour  u  l'une  des  trois  quantités  a.  —  ë — y, 
y — a  —  ë,  ë —  y  —  a,  qui  se  déduisent  du  trinôme  <z-\-ë-\-y,  en 
changeant  les  signes  de  deux  de  ses  termes,  ce  qui  n'empêche  pas  le 
produit  des  trois  termes,  de  rester  positif  et  égal  à  \/c.  Il  s'ensuit  donc 
que  les  quatre  racines  de  l'équation  (5)  sont 

a  -)-  ë  -\-y,    a  —  £  —  y,    y —  «  —  ë,    ë — y  —  <*■■ 

D'ailleurs,  les  trois  quantités  a,  ë,  y,  étant  positives  ou  des  ima- 
ginaires dont  la  partie  réelle  est  positive,  il  en  résulte  qu'une  au 
moins  de  ces  quatre  racines  sera  réelle  et  positive;  et  l'on  voit  aussi  que 
si  l'équation (5)  a  plusieurs  racines  de  celle  espèce,  c'est  la  plus  grande 
qui  exprime  la  valeur  de  a-\-ë  -\-y.  En  désignant  par  p  la  plus 
grande  racine  positive  de  l'équation  (3),  il  faudra  donc  prendre  ,  dans 
la  formule  (2) , 

a  -f-  £  -j-y=p,     aë  +  yx  +  ëy  =  j(p% —  a); 
comme  on  a  identiquement 

{x  +  ë)(y  -\-x)(ë+y)=(x+ë-{-y)(o.ë+zy+ëy)—  xëy, 
on  aura,  en  même  temps, 

(*4-€)  (>+"«)(£  +  >)  ^ip(p*— *)—*£>} 

et  à  cause  de  aëy  =  \  c ,  la  formule  (2)  deviendra 

2        rgp  +  ih  \/c  +  ];{p'-  —a)\/c  _  .    . 

w\  P(.P'  —  a)  V~ê—  2C 

en  sorte  qu'il  suffira  de  calculer  la  valeur  de  la  plus  grande  racine  de 
l'équation  (5),  pour  en  conclure  immédiatement  la  valeur  de  y. 

En  remettant  pour  y  l'intégrale  que  cette  lettre   représente,  on 
pourra  décomposer  cette  formule  (4) ,  en  ces  trois  autres 
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/•K  dx *P 
o     X           p  (p*  —  a)  [/  c  —  ic 

/=°    x'dx      _                        *V C \    /g\ 

,  X  p(p'—x)[/c le'  ( 

f. 

où  l'on  a  fait,  pour  abréger, 

jc*  +  ax*  +  &x*  +  c  =  X. 

Si  l'on  a,  par  exemple,  a=o,  ù  =  o,  c='  ,  1  équation  (3) 
se  réduira  à  ^^6  —  8w  =  o;  ses  quatre  racines  seront  u=o,  11=2, 
w=i=b\/ — 3;  ce  sera  la  seconde  qu'il  faudra  prendre  pourp;  au 
moyen  de  quoi,  les  équations  (5)  deviendront 

x!dx 

»  ~  3' 

ce  qui  coïncide  avec  les  valeurs  que  l'on  déduirait  delà  formule  connue 

'dx  7T 

1  ■+•  x" 


r*°       dx        _  t  rx     x'dx     *  f™     x>d: 


/: 


Dans  le  cas  de  #=3,  b  =  5,  c=i,  l'équation  (3)  a  une  racine 
égale  à  5  ,  et  trois  racines  égales  entre  elles  et  à  — 1 .  En  prenant  donc 
p  =  3  ,  les  formules  (5)  donneront  alors 

x^dx  3;r 


/  °°     dx       _  3*-        /■"»    x-dx      _  n         r- 


(i+.i-r      16  ■ 


résultats  faciles  à  vérifier,  par  le  procédé  de  l'intégration  par  partie. 

En  général,  si  l'on  élimine  p  et  p* — a,  entre  les  trois  équations 
(5) ,  il  vient 

x*dx 

7.Y  c  J  °        X 

équation  indépendante  de  a  et  b,  et  qui  fera  connaître  immédiatement 
l'une  des  trois  intégrales  que  nous  considérons  ,  lorsque  les  valeurs  des 
deux  autres  seront  connues.  On  aura  aussi  cette  autre  équation 


f"0  dx    r™  x<dx  __  /   /"*>  x'dx\*  w      f 

J  o      X  J  o        X  \J  0         X    /  jl/'êJ  o 


P     rM  x'dx r™  dx 

\/lJ  o     x    -J,    x; 
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et  quand  les  deux  intégrales  qu'elle  renferme  auront  été  calculées  par 
les  quadratures,  elle  fera  connaître  la  valeur  approchée  de  ia  plus 
grande  racine  positive  p  de  l'équation  (3). 

La  fraction  rationnelle  donnée  ne  contenant  toujours  que  des  puis- 
sauces  paires  de  la  variable;  si  son  dénominateur  est  du  huitième  de- 
gré, l'équation  dont  sa  valeur  dépendra,  se  réduira  au  quatrième 
degré,  comme  l'équation  (3),  et  ce  sera  encore  la  plus  grande  racine 
positive  de  cette  équation  qu'il   faudra  employer   dans  cette    valeur. 

Après  avoir  décomposé  une  fraction  rationnelle  en  fractions  simples 
dont  les  dénominateurs  soient  du  premier  ou  du  second  degré;  si  l'on 
suppose  que  le  nombre  qui  marque  le  degré  du  dénominateur  de  la 
fraction  proposée  devienne  infini,  le  nombre  des  fractions  simples  le 
deviendra  aussi,  et  elles  formeront  une  série  infinie  dont  la  fraction 
donnée  exprimera  la  valeur.  On  obtient  par  là,  sans  intégration, 
les  sommes  des  diverses  séries  qu'Euler  et  D.  Bernouilli  ont  jconsidé- 
rées  ,  et  qui  sont  déterminées  d'une  autre  manière  dans  mes  mémoires 
sur  les  intégrales  définies  (*)  ;  mais  je  n'ai  pas  vu  que  ce  moyen  con- 
duisît à  des  résultats  qui  ne  fussent  pas  déjà  connus. 

(*)  Journal  de  V École  Polytechnique  ,  XVIIIe  cahier  .  pages  3 1 1  et  suivantes. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  329 


MM\>    \»\\  MVtWWW  **AV\  a\\v\v\\\%a%w*\\%%»\v  ***\\\%*\\\v\\M.v*\*W-*\  MMAVMMMAWMMMV 

MÉMOIRE 

Sur  le  degré  d'approximation  qu'on  obtient  pour  les 
valeurs  numériques  d'une  variable  qui  satisfait  à  une 
équation  différentielle ,  en  employant  pour  calculer  ces 
valeurs  diverses  équations  aux  différences  plus  ou  moins 
approchées  ; 

Par  G.   CORIOLIS. 


Lorsqu'on  a  à  résoudre  l'équation 
on  le  fait  au  moyen  de  l'intégrale 

J  =  ffix)àx- 

Les  valeurs  numériques  de  cette  dernière  peuvent  se  calculer  par  ap- 
proximation au  moyen  de  l'équation  aux  différences 

A/  =  f(pc)ùk.x  : 

c'est  ce  qu'on  appelle  la  méthode  des  quadratures.  Au  lieu  de  cette 
équation  aux  différences,  on  emploie  encore  la  suivante  : 

C  est  pour  cette  formule  que  le  célèbre  Euler  a  donné  les  termes  d'une 
série  complémentaire,  et  que  M.  Poisson,  dans  un  mémoire  qui  fait 
partie  du  recueil  de  l'Académie,  année  1827,  a  exprimé  le  reste  de 
cette  série  sous  une  forme  analogue  à  celui  de  la  série  de  Tayloi . 

Tome  II.  —  Juin  i33-.  3o 
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M.  Cauchy  est,  je  crois,  le  premier  qui  ait  fixé  une  limite  à  l'erreur 
commise  lorsque,  pour  calculer  les  valeurs  de  y  tiré  de  l'équation  dif- 
férentielle dy=z  f{x,y)&x,  où  les  variables  x  et  y  paraissent  toutes 

deux  dans  la  fonction  qui  exprime  la  valeur  de  -p  ,    on  se  sert    de 

l'équation  aux  différences 

àr  =  Ax>  r)^x- 

Nous  allons  d'abord  exposer  la  marche  qu'il  a  suivie  ,  puis  nous 
donnerons  des  limites  analogues  lorsqu'on  emploie  diverses  autres 
équations  aux  différences  plus  ou  moins  approchées  de  l'équation 
difféientielle. 

Pour  fac.liter  les  énoncés,  nous  concevions  x  et  y  comme  étant 
deux  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  dans  un  plan. 

Nous  ferons  remarquer  d'aboi  d  que  toutes  les  méthodes  d'approxi- 
mation pour  le  calcul  des  valeurs  numériques  de  y  ne  peuvent  réussir, 
comme  on  le  verra,  par  la  recherche  même  des  limites  de  l'erreur, 
qu'autant  qu'on  sait  à  priori  que  pour  tous  les  points  compris  dans  un 
certain  rectangle  sur  le  plan  ,  ni  la  fonction  f{x,  y),  ni  certaines  de 
ses  dérivées  ne  deviennent  infinies,  et  qu'on  peut  assigner  des  nombres 
que  ces  fonctions  ne  dépassent  jamais  dans  ce  rectangle. 

Soit  donc  A  un  nombre  que  f(x ,  y)  ne  puisse  dépasser  dans  le 
rectangle  dont  les  points  extrêmes  ont  pour  coordonnées  x0,  x0-\-a, 
J°  —  b,  y„+b. 

Supposons  qu'après  avoir  pris  Ax  = :  ,    on    calcule  y„    au 

moyen  des  équations  successives 

ïx  —  ïo  =  /{xo  ,  y0)  Ax  , 

y,  —y.-,=  /<*•_=,>.  jv-0  à*. 

11  s  agit  de  reconnaître  quelle  altération  recevait  cette  valeur  de/., 
si,  au  lieu  de  diviser  x  —  x0  en  n  parties,  on  multipliait  indéfini- 
ment les  éléments  en  sous-divisant  chacun  des  accroissements  Ax  en 
m  éléments  A'x  plus  petits. 
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Soient  y,  et/r+1,  deux  quelconques  desj'  successifs  du  calcul  pré- 
cédent ,  de  telle  sorte  qu'on  ait 

en  sous-divisant  àx  en  m  éléments  A'x  et  conservant  à  x,  et  à  y,  les 
mêmes  valeurs,  on  aura  une  nouvelle  valeur  de  yr+,  répondant  à 
xr+,  ou  à  xr~\-  àx,  laquelle  résultera  des  équations  successives 

r\  =  jl  +  /(•sv.jrDA'.r, 


ou   a:;,  >r;,    .r| ,  etc ,  désignant  les   valeurs  de  x  intermédiaire 

entre  xr+,  et  x,  et  y\ ,  ^,  y\ ,  etc.,  les  valeurs  de  y  fournies  par  ces 
équations  aux  différences.  On  peut  les  mettre  sous  cette  forme 

J\  —  Jr  =  f(xt,jr,)&x, 


y,+,  —y,  =  ffa,j',)  *'x  +  •  •  •  •+/(•*,'-.  »  y'*-,) A'*- 

Tant  que  A.r  ne  dépassera  pas  —  ,  c'est-à-dire  que  AAx  <.b ,  on  sera 

sur  que  chacune  des  sommes  qui  forment  les  deuxièmes  membres  sera 
inférieure  à  AAx,  et  qu'ainsi  tous  les  y  qui  paraissent  dans  le  calcul 
seront  tous  compris  entre  les limites^-0db  A Ax  ouy0d=6.  Ainsi,  l'on 
peut  poser 

y,+x  =  y,  ■+■  f{x,  +  ÔA.r,    yT  =b  ÔAAj?)  Ax, 

0  étant  un  nombre  fractiounaire  entre  zéro  et  l'unité. 

Si  donc  on  désigne  par  £yr+t  la  différence  entre  la  valeur  de^  cal- 
culée par  l'équation 

yr+,  =yr  +  f(x„yr)Ax, 

3o.. 
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et  celle  qui  résulte  des  m  sous-divisions  de  &x;  on  aura 

Sr,+l  =  [f(xr  +  ÔAA^,  y,  rfc  GAûx)  —  f{x, ,  y,)]  A.r. 
Si   l'on   désigne   par  P  et  Q   les  maxima  numériques  des  dérivées 
partielles         ,  ' J     et  ,  ■' —  dans  l'étendue  du  rectangle  dont  nous 

"  d.r  djr  ° 

avons  parlé,  et  qu'on  développe  la  différence  ci-dessus  au  moyen  des 
dérivées  partielles,  on  aura  toujours 

fyr+t  <  (P  +  AQ)A.r\ 

Il  reste  à  examiner  maintenant  quelle  sera  l'altération  partielle  pro- 
duite sur/,  par  cette  variation  <fy;+, ,  en  supposant  que  l'on  ne  change 
pas  le  mode  de  division  entre  y,+,  et/.,  et  que  cette  dernière  quan- 
tité ne  soit  ainsi  modifiée  que  par  le  seul  changement  deyr+,. 

En  désignant  de  même  par  J)r+1,  £yr+3 ,  etc.,  les  variations  cor- 
respondantes des  quantités  /_,.,,,  y,+3 ,  etc.,  on  aura  évidemment 

jyr+,  =  <Dw,  +  [f(jcr+,,y,+l  +  jyr+l)  —  /(*,_,,  jr+1)] **■ 

Cette  équation  fournit  l'inégalité  suivante  : 

<jy,+.  <  j>w,(i  +  qax), 

et  comme  on  aura  semblablement , 

«5W3  <  è'r+.Çi  +  QAar), 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à 

J>-,   <  J>,_,(i   +  QA*)ï 
on  en  déduira 

En  appliquant  cette  formule  au  premier  élément  A.r  à  partir  de  xor 
?a  sous-division  produisant  un  changement  Jy,  sur/, ,  on  aura  pour 
la  variation  correspondante  S'y,  sur  ym 

£,y«  <  J'y,  (i  +  QAar)"_,. 
Si  l'on  sous-di  vise  ensuite  le  second  élément  kx ,  on  produira  sur/. 
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un  deuxième  changement  qui  sera  limité  par  l'inégalité 

f,r.  <  Jy,(i+  QA.r)»-. 

On  continuera  à  poser  des  relations  semblables  qui  limiteront  les  alté- 
rations partielles 

£$J«,     «T4r.,  etc. 

Il  est  clair  que  l'on  aura  le  changement  total  surj\,  en  faisant  la  somme 

J>.  +  «*>•  +  ^«7-  +  etc. 

En  la  désignant  par  Jy,  et  se  rappelant  que  toutes  ces  quantités  Syn, 
<PaJ\>  etc.,  sont  toutes  inférieures  à  (P  -f-  AQ)Ax*  ;  on  aura 

fr.<(P  +  AQ)p'+Qff"-']*r. 

Cette  inégalité  subsistant,  quel  que  soit  le  nombre  des  nouvelles  sous- 
divisions  de  chacun  des  n  éléments  Aj?  en  d'autres  plus  petits,  elle 
aura  encore  lieu  à  la  limite  quand  le  nouvel  y  deviendra  la  valeur 
exacte  ;  ainsi  elle  donne  une  limite  de  l'erreur  que  l'on  commet  en 
prenant ym  au  lieu  de  la  limite. 

La  maiche  précédente,  tout  en  donnant  une  limite  pour  l'erreur 
commise,  a  l'avantage  de  démontrer  que^»  converge  vers  une  limite 
lorsque  n  croît  indéfiniment,  et  qu'il  y  a  une  fonction  qui  satis- 
fait à  l'équation  différentielle  :  les  valeurs  de  cette  fonction  peuvent 
ainsi  se  calculer  par  la  méthode  précédente  avec  telle  approximation 
que  l'on  voudra. 

Telle  est  l'analyse  qu'on  doit  à  M.  Cauchy. 

Nous  remarquerons  maintenant  que  si  l'on  admet  à  priori  que  la 
fonction/  existe,  la  limite  précédente  peut  être  réduite  à  moitié.  En 
effet,  les  valeurs  de  y  répondant  à  x,+,  peuvent  être  mises  sous  la 
forme 

y=y,+  f(xr,y,)Ax  +  y&t^Zîb&'f 

Or,  la  valeur  approchée  dey  que  nous  désignerons  par  y,^  est  donnée 
par 

JWi  =  X'  +  ffaiff)**'* 


254  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Ainsi,  la  seule  sous-division  à  l'infini  des  éléments  entre  x,  et  rr^, 
fait  varier  y  de 

df(.rr4- Air,  j,  ±  bkàx)  kx1 
dx  i    ' 

qui  est  inférieure  à 

(P  +  AQ)  *?. 

C'est  la  moitié  de  ce  qu'on  avait  adopté  par  la  marche  précédente  ; 
on  peut  donc  poser  en  général 

Il  no  faut  pas  perdre  de  vue  que  ces  calculs  par  éléments  ne  peuvent 
réussir  et  conduire  ainsi  aux  valeurs  numériques  de  l'intégrale  y  qu'au- 
tant qu'on  peut  assigner  un  certain  rectangle  dans  lequel  ni  la  fonc- 
tion f(x.y),  ni  les  deux  dérivées  partielles  ne  deviennent  infi- 
nies. Les  coordonnées  extrêmes  de  ce  rectangle  étant  x, ,  x0-{-a, 
ya  —  b  et  70  -f-  b,   on  n'est  sûr  à  priori  de  pouvoir  calculer  y  que 

pour  une  valeur  de  x  qui  ne  dépasse  pas  x0  -f-  —  ,    puisque  dans  ce 

cas  seulement  on  sait  que  quel  que  soit  l'indice  r  la  valeur  numé- 
rique de  y, — y0  étant  plus  petite  que  A(xr  —  x0)  sera  alors  infé- 
rieure à  /;. 

On  peut  remarquer  que,  si  la  fonction  J~(x,  y)  reste  positive  pour 
toute  la  superficie  du  demi-rectangle  compris  entre  ya  et  y0-\-b; 
alors  on  n'a  pas  besoin  de  considérer  le  demi-rectangle  inférieur  com- 
pris entre ye  etyc —  b  puisqu'on  sera  sur  alors  que  dans  l'étendue  du 
calcul  les  valeurs  de  y  vont  en  croissant  :  ce  sera  l'inverse  si  j"(x,y) 
reste  négative. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  l'on  emploie  d'autres  équations 
aux  différences  pour  calculer  les  valeurs  dey.  On  peut,  par  exemple, 
procéder  d'une  manière  analogue  à  celle  qu'on  prend  pour  les  inté- 
grales définies,  quand  on  leur  substitue  l'aire  d'un  polygone  au  lieu 
de  la  somme  des  rectangles  inscrits.  On  emploie  alors  l'équation  aux 
différences 

4r  =  [/(*,  7)  +  ffr,  r  +  f(x,  y)  A*)]  ^'. 
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Examinons  dans  ce  cas  quelle  limite  on  peut  assigner  à  l'erreur  com- 
mise. 

Lorsque/  n'existe  pas  dans  f{x,j)  et  que  cette  fonction  est  réduite 
à  f(x) ,  Eulcr  a  donné  une  série  pour  exprimer  le  complément  néces- 
saire pour  former  la  valeur  dej\  M.  Poisson  a  exprimé  le  premier  le 
reste  de  cette  série  et  a  posé  ainsi  une  limite  à  l'erreur.  Il  s'est  fondé 
sur  l'analyse  propre  aux  développements  des  fonctions  en  séries  de 
sinus  et  de  cosinus.  Nous  exprimerons  ici  le  reste  par  le  seul  emploi 
de  la  série  de  Taylor. 

Supposons  d'abord  qu'on  ait  une  fonction  f  {ce)  au  lieu  de  f[pc,  y) 
et  que  l'équation  aux  différences  soit 

Ar  =[/(*)  +  /(*  +  **)]f- 

En  développant  f(x-{-  Ax)  et  s'arrêtent  au  troisième  terme,  cette 
équation  devient 

4r  =  Ax/(x)  +  ïff(f)  +  ~f\x  +  flAx), 

9  étant  un  coefficient  numérique  plus  petit  que  l'unité.  Mais  la  valeur 
exacte  de  Ay  serait  donnée  par 

Af  =  Ax/(x)  +  ^ff(x)  +  tffix  +  flAr). 

ainsi  la  différence  entre  les  deux  y  pourra  être  mise  sous  la  forme  de 

^  /"(*  +  flAar). 

Si  A"  désigne  la  plus  grande  valeur  numérique  de  f"(x)  pour  toutes 
les  valeurs  de  a?-f-  §Ax  qui  peuvent  être  employées  ,  l'expression  ci- 
dessus  sera  inférieure  à 

*g  A". 

12 

Revenons  maintenant  à  l'équation  différentielle  où  les  deux  variables 
x  et  /  entrent  dans  la  fonction ,  et  soit 

dj 


dx 


=  /(*>  !)• 
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Nous  dcduirons^r4.,  de  y,  par  l'équation  aux  différences 

posons ,  pour  abréger, 

./  +  /(*  »  j")  ax  ==  y', 

et  désignons  par  Y  la  valeur  exacte  de  y.  Nous  pourrons  remplacer 
l'équation  aux  différences  qui  fournit  les  y,  par  la  suivante 

47  =  [/(-W)  +  /0*>  Y)]^_[/(x,  ¥)_/(*,  /)]£. 

Le  premier  terme  du  deuxième  membre  de  cette  équation  peut  être 
considéré  comme  une  fonction  de  x,  ainsi  par  la  formule  qu'on  vient 
de  donner  pour  ce  cas,  la  différence  entre  ce  terme  et  ce  qu'il  devait 
être  pour  donner  la  valeur  exacte  Y  est  plus  petite  que 

*f  A". 

La  quantité  A"  étant  la  plus  grande  valeur  numérique  de  la  dérivée  de 
f(x ,  y)  prise  par  rapport  à  ce ,  en  y  regardant  y  comme  une  fonc- 
tion de  x.  En  désignant  par  R,  S  ,  T  les  plus  grandes  valeurs  numé- 
riques des  trois  dérivées  partielles  du  deuxième  ordre  de  f(x,  y)  ; 
on  aura 

A"  <  R  +  aSA  +  TA»  +  Q  (P  -f-  AOJ. 

Cherchons  maintenant  une  limite  du  deuxième  terme  de  1  équation 
ci-dessus,  c'est-à-dire  une  limite  de 

Lorsqu'on  veut  passer  de  x  à  x  -f-  Ax ,  on  a 

^=y  +  f(x,y)Ax-i-f(x  +  8Axfyd=^AAx)^f} 
de  plus,  d'après  la  définition  de^-',  on  a 

f  —y  +   f(x,y)Ax, 
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Ainsi, 

Y  =  /  -f-  f\x  +  flAjc,   r±  6AA.r)^-. 

Introduisant  cette  valeur  de  Y  dans  f(x,  Y)  — /X^  »  ./')»  et  rempla- 
çant cette  différence  par  une  valeur  moyenne  de  la  dérivée  partielle 
qui  lui  correspond,  c'est-à-dire,  la  développant  par  la  formule  de 
Taylor  arrêtée  à  la  première  dérivée  5  on  aura 

_  ^d/[x,  jr  +  if  &  +  •**,  ^±^A,)]//(x  +  eAj>   J:±:6A^) 

Ayant  désigné  par  P  et  Q  les  plus  grandes  valeurs  numériques  des 

dérivées  partielles  -s^f)  *'  et     J  f  '  ^    pour  toutes  les  valeurs  de  x 

et  de  ^  qui  peuvent  être  employées  dans  le  calcul,  l'expression  ci- 
dessus,  en  faisant  abstraction  du  signe,  sera  inférieure  numérique- 
ment à 

^(P  +  AQ)Q. 

Ainsi,  dans  le  cas  le  plus  défavorable,  où  le  signe  des  deux  par- 
ties que  nous  venons  de  calculer  serait  le  même ,  la  limite  de  l'erreur 
totale  commise  sur  unyr+1  quelconque,  sera  donnée  par 

<**■  <  T  Cf  +  (P  +  AQ;Q1 

Maintenant,  il  reste  à  voir  quelle  influence  a  l'erreur  Jj',+  l  sur  j\ 
quand  on  sous-divise  les  éléments  kx. 
Comme  on  a 

j>^t  =  yr+1-f-^{/(arr+„  fr+t)+f[xr+l,  jr^+Axf(xr+l,  Jr+1)]}» 
on  eu  déduit 

ou  bien , 

«fcw,  <  jy,+.(i  +  qax+  <t~); 

on  aura  de  même 

J/r+3  <  crJWa(1+QAx+^)î 
et  ainsi  de  suite. 

Tome  II.  —   Juillet  .83-.  3l 
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En  multipliant  ces  inégalités  l'une  par  l'autre,  on  aura 

JW.  <«&w.  (i  H-  Q^  +  Q'  ^-)""r""; 

l'erreur  totale  sur  _/»  est  la  somme  de  tous  les  £r+iY»  résultant  des 
changements  produits  par  les  sous-divisions  des  &x  ;  et  comme  on 
a  toujours,  quel  que  soit  l'indice  r, 

on  aura  pour  l'erreur  totale  sur^„ 


J>-    <    -7- 
1 


A 


4_+(P  +   AQ)Q 


Ai 

Q  +  <?= 


A"  étaut  limité  dans  cette  formule  par 

A*  <  R  +  2SA  +  TA»  +  (  P  -f-  AQ  )  Q. 

Le  dernier  facteur  qui  entre  dans  la  limite  de  S'y,,  prend  une  valeur 
finie  pour  &x  infiniment  petit  et  n  infiniment  grand;  ainsi  l'erreur 
est  de  l'ordre  de  ajc'. 

Eu  égard  aux  sigues  des  différences  qui  ont  introduit  A"  et 

Q  (P  +  AQ),  on  peut  remarquer  que  si  la  fonction  j  [x,j)  et  ses 
dérivées  du  premier  et  du  deuxième  ordre  étaient  de  même  signe  dans 
l'étendue  du  rectangle  dout  nous  avons  parlé,  alors  on  pourrait  dans 
l'expression  ci-dessus  remplacer  le  facteur 


ou  par 


^  +  (P  +  AQ)Qpar^-(P  +  AQ)Q, 


R  +  2AS  +  A»T-5Q(P  +  AQ). 


On  peut  donner  égalemeut  la  limite  de  l'erreur  commise  lorsqu  on 
emploie  une  équation  aux  différences  formée  d'un  certain  nombre  de 
termes  de  la  série  de  Taylor. 

Ainsi ,  en  partant  de 
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n  \  i     àf(x,    y)  Ax*    .  dmf'(x,r)        ù.xm 

AV  =  f(x,  Y)  AX  +  ■ h-  •  •  ,   m 5 , 

7  J  \      >J  >  fa  2  dx"1  i.2. 3... m' 

l'erreur  commise  sur  y-\-&y,  répondant  à  x  -f-  ax  ,   sera  moindre 
que  la  plus  grande  valeur  de 

d"+'f{x  +  9Ar,j-±9ÀAr)  Axm+' 

dxm+l  '  i.2. 3..  (ra-f-i)' 

En  désignant  par  ACm+0  la  plus  grande  valeur  de  la  dérivée  totale 
qui  forme  le  premier  facteur  de  cette  expression,  et  par  S'y  l'erreur 
sur^-f-A/,  on  aura 

"J       ^-  Ar"+' 


L'altération  deyr+, ,  résultant  seulement  de  celle  de  y, ,   sera  don 
née  par 


fyw=fy,+w^fm^r;^: 


dxm  dj- 


Si,    pour    abréger,    on    pose   en   général   la    dérivée    totale... 


d.r'n 


a("0.    on  aura 


da  ,  daim)        Ar" 


y  devant   avoir  une   valeur  enrre  y,  et  yr-\-Sy,,   dans  les  expres- 

da  do») 

sions  -r- — : — . 

djr  dj 

En  procédant  comme  dans  le  cas  précédent,  et  désignant  les  plus 
grandes  valeurs  numériques  des  dérivées  -j-  .  .  . .—, — ,  quel  que  soit 
y  dans  l'intérieur  du  rectangle,  par 

Q,  a,,  a;,  À», 

on  trouvera  que  l'erreur   sur  y„,  résultant  du  seul  changement  Syr 
sur  y,  sera  limité  par 

Ar-  <  *r,  (i  +Qax+ a: Af  + . . .  +  ah  ££^)"~r, 

3i.. 
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comme  toutes  les  quantités  <Pyr  sont  limitées  par 

y  l.2.3...(WJ+l)  ' 

et  qu'en  outre  l'erreur  totale  S~yn  de  y„  est  donnée  par 

ïy»  =  ^  •+■  J\/B  +  V-  •  •  •  ^7-  » 

on  aura 

fi+QAx+...A,CO    **"      Y  — 
\  1.2. ..m/ 


Axm  A(m+0 
-r"   <    i.2.3. ..(m+i) 


Q+A',^  ...  +  A,W-^ 


le  dernier  facteur  du  deuxième  membre  étant  fini  quand  n  devient 
infini ,  la  limite  de  l'erreur  est  de  l'ordre  de  Axm. 

Lorsque  n  devient  très  grand,  et  par  conséquent  lorsque  ax  devient 
très  petit  devant  l'intervalle  total  xn.—  xe ,  on  peut  poser 

•/  I.2.3.  ..m-f-i  v  'l — q —  / 


Examinons  encore  ce  que  devieut  la  limite  de  l'erreur  quand  on 
emploie  pour  équation  aux  différences  l'intégrale  d'une  équation  diffé- 
rentielle linéaire  très  approchée  de  l'équation  différentielle  du  pro- 
blème. 

Suivant  que  ce  sera  la  variable  x  ou  la  variable  y  qui,  par  la  nature 
de  la  question,  variera  le  moins  rapidement  en  développant  J(x,  y)  à 
partir  de  xa  et  y0  suivant  les  puissances  des  accroissements  de  x  ou 
de  y,  on  développera  j  (x  ,y)  suivant  les  puissances  de  l'accroissement 
de  x  ou  dey. 

Soit  donc,  pour  fixer  les  idées,  y  la  variable  qu'on  sait,  par  la  na- 
ture de  la  question,  devoir  varier  le  moins  rapidement;  on  posera 
y  =  y0  -f-  «,  et  l'on  remplacera  l'équation  différentielle 

%  =  f{x,y) 
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par  l'équation  différentielle  linéaire 

d*  —  -M*»  *•'  ^        dj —  * 
Nous  poserons,  pour  simplifier  l'écriture, 

àf(T,jr)_ 

Aj        —1- 

a  et  q  étant  ici  des  fonctions  de  x.    L'intégrale  de  l'équation  linéaire 
ci-dessus  sera 


'  =  <f""f 


.r-f* 


ad-x , 


En  se  servant  de  cette  équation  comme  d'une  équation  aux  différences, 
on  posera 

A  y  =  &        !  e  J      adx. 
On  peut  encore  écrire  cette  équation  sous  la  forme 

/"*"  -/TV 
e  adx. 

x,+,  étant  ici  égal  à  xr-t-&x. 

Pour  avoir  une  limite  de  la  différence  entre  cette  valeur  de  y,+  1  et 
celle  qui  est  exacte ,  on  remarquera  que  cette  valeur  exacte  peut 
être  considérée  comme  fournie  par  l'intégrale  de  l'équation  différen- 
tielle, 

dj  ,     d2f(r,j±5A4ar)  0* 


en  sorte  que  la  différence  entre  les  deux y,+,  sera 
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Si  T  désigne  la  valeur  maximum  de  ?[--  dans  toute  l'éten- 
due du  rectangle  que  nous  avons  déjà  considéré;  on  aura,  en  vertu 
de  ce  que  l'accroissement  v\  dey  est  petit  que  Aax  , 


jyr+1  <  *5L  a-T 


or,  quel  que  soit  le  signe  de  q,  on  a 


—  I  ?Ar  Q(*r+,— x)  Qû> 

e  J  x  <  e  <  e 


et 


/; 


Qax  Qix 

e       dx  =  e       Aar, 


ainsi  on  a 


Toutes  les  erreurs  jy, ,    jy. ,    Jy3 ,    etc. ,    provenant  de  la  même 
cause  seront  inférieures  à  cette  même  limite. 

Il  reste  maintenant  à  examiner  comment  une  erreur  jy,  influe  sur 
j;+,  tel  qu'il  a  été  déterminé  par  l'équation  aux  différences 


7 

On  tire  de  cette  équation, 


>  =  Jr  -f-  I  e  adar. 


les  dérivées,  par  rapport  à./,  devant  prendre  dans  cette  formule  des 
valeurs  moyennes  parmi  celles  qui  répondent  aux  points  compris  dans 
le  rectangle.  En  remarquant  qu'on  a 
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et  en  désignant  par  T,  comme  précédemment,  la  plus  grande  va- 
leur nume'rique  de  j—  ;  il  viendra  en  conservant  aux  lettres  A  et  Q 
leurs  significations  préce'dentes 

cTjf+I  <  «0,(1  +  QcQa*ùx  -I-  ATcOA*Aar). 

De  toutes  les  inégalités  semblables,  on  conclut 

J\r-  <  è;  [i  H-  QeQ^(Q+ AT)A*]-\ 

En  se  rappelant  que  l'on  a  toujours  , 

jy,  <  ^TA'cQ^, 
ou  trouvera  pour  le  jy.  total 


*.<^.9"at{! 


^ai(Q  +  AT)  j' 


Ainsi  l'erreur,  dans  ce  cas,  est  de  l'ordre  de  ax*.  On  voit  que  dans  le 
cas  où  les  fonctions  A  et  T  sont  très  petites,  cette  erreur  est  aussi 
très  petite  si  Qa,t  n'est  pas  très  grand. 

Si  l'on  peut  reconnaître  que  la  fonction  ■     d  d°nt  'e  maxl_ 

mum  numérique  est  Q  reste  positive  dans  l'étendue  du  rectangle  que 
nous  considérons  ;  alors  si  Q,  est  le  minimum  numérique  de  cette 
fonction  ,  on  aura 


et  par  suite 


/ 


v/>w*<^=^ 


on  peut  donc  poser 

Jjr.  <  —  AT  j ^^jl^ K— ô        > 
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On  peut  remarquer  que  dans  beaucoup  de  questions  de  niécan  ique 
qui  se  rapportent  à  des  mouvements  qui  tendent  vers  un  état  stable  , 
ou  appliquera  facilement  les  formules  précédentes  parce  qu'on  con- 
naît à  priori  une  limite  que  la  variable  jr  ne  peut  dépasser,  et 
qu'ainsi  on  peut  tracer  le  rectangle  dans  l'intérieur  duquel  le  point 
donné  par  les  coordonnées  x  ety  sera  toujours  compris. 

On  pourrait  étendre  les  considérations  précédentes  à  un  système 
d'équations  différentielles  simultanées,  ainsi  que  M.  Cauchy  l'a  fait 
pour  le  cas  où  l'on  emploie  pour  équations  aux  différences  celles  qui 
sont  fournies  par  le  changement  des  d  en  a  :  les  formules  devenant  très 
compliquées  ,  nous  n'avons  pas  cru  devoir  les  présenter  ici. 
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Sur  une  Lettre  de  d'Alembert  a  Lagrasge  ; 
Par  J.  LIOUVILLE. 


On  sait  que  pour  trouver  l'intégrale  complète  d'une  équation  diffé- 
rentielle linéaire  quelconque 

il  suffit  de  connaître  m  ou  même  (m — 1)  intégrales  particulières,  dis- 
tinctes entre  elles,  de  l'équation  plus  simple 

Plus  généralement,  dès  qu'on  possède  n  intégrales  particulières  de  1  équa- 
tion (2) ,  on  peut  ramener  l'intégration  de  l'équation  (1)  à  celle  d'une 
autre  équation  linéaire  de  l'ordre  (m  —  «).  Ces  propositions  funila- 
mer.tales  se  déduisent  facilement  du  principe  de  la  variation  des  cons- 
tantes; mais  en  les  donnant  pour  la  première  fois  dans  le  mémoire  in- 
titule Solution  de  différents  problèmes  de  Calcul  intégral ,  Lagrange  a 
fait  usage  d'un  procédé  singulier  fondé  sur  l'intégration  par  parties: 
ce  procédé  a  beaucoup  d'analogie  avec  celui  dont  les  géomètres  se  ser- 
vent si  souvent  dans  le  calcul  des  équations  différentielles  partielles  , 
lorsqu'ils  déterminent  les  coefficients  des  divers  termes  des  série-- 
qui  représentent,  dans  les  problèmes  physico-mathématiques,  l'état  ini- 
tial des  températures  ou  des  vitesses  de  chaque  molécule  d'un  système 
matériel  douué. 

T«na!1   —  Jcilut  18Î7.  3» 
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Pour  intégrer  l'équation  (  i  )  on  peut  encore  employer  une  autre 
méthode  qu'il  serait  aisé  de  rattacher  à  celle  de  la  variation  des  cons- 
tantes et  qui  consiste  à  profiler  de  chaque  intégrale  particulière  de 
l'équation  (2)  pour  abaisser  l'ordre  de  l'équation  (1)  d'une  unité.  Eu 
effet  si  j\  désigne  une  de  ces  intégrales  particulières  et  si   l'on   pose 
y  =Jtftdx,  l'inconnue  t  dépendra  d'une  équation  de  l'ordre  (m — 1  ) 
que  l'on  pourra  semblablement  abaisser  h  l'ordre  (m  —  2)  si  l'on  connaît 
une  seconde  intégrale  particulière^  En  continuant  ainsi  l'on  parvient 
enfin  à  une  équation  du  premier  ordre  qui  n'offre  plus  aucune  diffi- 
culté.  M.  Libri  a  présenté  cette  méthode  comme  nouvelle  dans  le 
recueil  de  M.  Crelle  et  même  dans  le  présent  journal  (tome  I,  page  io\ 
Déplus,  dans  la  5e   édition  de  son   excellent  Traité  élémentaire  du 
Calcul  différentiel  et  du   Calcul  intégral,  un  auteur  dont  personne 
ne  respecte  plus  que  moi  les  talents  et  le  caractère,  M.  Lacroix  s'exprime 
ainsi  :  M.  Libri  a  repris  dune  manière  très  élégante  et  très  féconde,  la 
théorie  des  équations  différentielles  linéaires.  Je  me  crois  donc  obligé 
d'avertir  que    la  méthode  dont  il  est  question  appartient  non  pas  à 
M.  Libri,  mais  à  un  géomètre  français,  à  d'Alembert  qui  l'a  donnée 
en   1764,   dans  une  lettre   écrite   à   Lagrange   et  imprimée  tome  111 
des  Miscellanea  Taurinensia  ,  page  38 1.  J'ignore  commentée  passage 
a  pu  échapper  à  M.  Libri  qui  s'est  occupé  si  long-temps  de  l'histoire 
des  sciences  mathématiques(*). 


'*)   Voici  la  lettre   de  d'Alembert  : 

-  n  Qdr        1W  Y 

.<    \  otre   problème    sur  1  intégration    ite     1  équation     rv  H , 1 ; — . .  .  . 

1  "  !      dx  dx- 

_)_  - —  =  X ,  lorsque    l'on    a    m  —  1    valeurs    de  j    dans    l'équation    Pr    -f- 

dx'" 

^  ?    I -L  _|_  ,  J   —  o  .  m'a  paru  si  beau,  que  j'en  ai  cherché  une  solution 

dx  dx  dxm 

que  voici. 

»   Soitj"  =  Vz,  V  étant  une  indéterminée,  et  z  une  des  valeurs  de  j   qui  sa- 
tisfait à   l'équation  9j  +  ^—  -f-     .  .  .  etc.  :=  o  ,  et  soit  substituée  cette  valeui 

dans  l'équation  P?  +  -^-  -+-  etc. =X;     la     transformée    seia     composé. 

ic  d'une  partie  V  (Pz  -f  -j^  .  .  .  +  ■       ^  )  ,  où  X   ne  se  trouvera  point ,  laquelle 
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QJz  HfF.z  ,7       »      «  i. 

sera  évidemment  =  o  ,  à  cause  de  Vz  -\ ; (- ■    ,     -  =  °  \PJP-)  ;  2  tl  llnc 

dx  axm 

partie  où  V  ne  se  trouvera  point,  et  qui  ne  contenant  que  d\T  avec  ses  différences 
jusqu'à  dm\  inclusivement,  pourra  par  conséquent  être  abaissée  au  (m  —  i)'  de- 
gré ,  en  faisant  dV  =  Y'dx  ;  or  puisqu'on  a  m  —  i  valeurs  de  y,  que  jr  =  *Vz, 
et  que  z  est  déjà  une  des  valeurs  de  y,  on  aura  donc  m  —  2  valeurs  de  V,  en  11  y 
comprenant  pas  l'unité  ;  donc  supposant  que  z  soit  une  de  ces  valeurs,  et  faisant 
V  =  z'  fV'dx,  comme  on  a  fait./  =  zf\'dx,  on  abaissera  de  même  l'équation 
en  V,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  équation  qui  sera  de  cette 
forme  dV"  e,c  -f-  KV"  elc  d x  =  X ,  K  et  X  étant  des  fonctions  de  .r.  Or  on  sait 
que  cette  équation  est  intégrable. 

»  Il  est  aisé  de  voir  par  cet  exposé,  1°  qu'à  cbaque  transformation  il  disparaît 
un  des  coefficients,  savoir  celui  de  y  par  la  première,  celui  de  dy  par  la  se- 
conde, etc. ,  en  sorte  que  dans  la  dernière  transformée  il  ne  restera  que  les  deux 
coefficients  de  dmy  et   dm~'y;  or  si  on   a  une    quantité  de  cette   forme.... 

"  ,  „,    ,■  -4 ; — -,  et  qu'on  fasse  dx  =  ly,dx ,  on  aura  dans  la  transformée  (en 

dxm~'  dx'n  ' 

dm  ~  '  >i  ,  ,         1    dmX 

laissant  à  part  les  autres  termes)  1°  £Ç  à  la  place  de  /S  et   ,  m_  ,  à  la  place  de  -j^;- 

2°  0£  +  "M*  X  (m—  i)l  -7 au  lieu  de  ~ -.  Donc  si  on  suppose  que 

dx  J  dxm  ~  a  dxm  ~  ' 

-= r-  -) r-^- soient  les  deux  derniers  termes  du  premier  membre  de  la  pro- 

dxm~l  dx'"  r 

posée  ,  et  qu'on  fasse  y  ==  zfz'dxfz"dtfzw,  . .  /V""elc-  dx  ,  il  sera  aisé  de  trouver, 

par  la  remarque  précédente,  la  forme  de  la  dernière  transformée  ,  d'où  l'on  tirera 

aisément  la  valeur  de  V""'" .  Je  ne  fais,  Monsieur,  qu'indiquer  l'opération  ,  qui 

serait  très  simple  et  très  courte;  vous  supplérez  aisément  à  ce  que  je  ne  dis  pas.» 
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Observations   sur  des    théorèmes    de   Géométrie ,    énoncés 
page  ifio  de  ce  volume  et  page  111  du  volume  précédent  ; 

Par  M.  BINET, 

Professeur  au  Collège  de  France. 


Je  viens  de  lire  dans  les  livraisons  d'avril  et  de  mai  un  Mémoire 
fort  intéressant  de  M.  Lamé,  sur  les  surfaces  isothermes,  dans  les  corps 
solides  homogènes  en-  équilibre  de  température.  Ce  mémoire  fait 
partie  d'un  volume  du  Recueil  des  Savans  étrangers  (*),  mais  je  n'a- 
vais pas  eu  occasion  de  le  voir  et  d'y  remarquer  l'emploi  que  fait 
M.  Lamé  d'un  théorème  de  Géométrie  que  j'ai  publié  en  181 1.  Je 
vais  eu  reproduire  l'énoncé  tel  qu'on  le  trouve  dans  un  mémoire 
sur  les  axes  principaux  et  les  moments  d'inertie  des  corps,  qui  fait 
partie  du  16e  cahier  du  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique.  Pour  faire 
comprendre  cet  énoncé  ,  il  convient  de  rappeler  qu'une  surface  du 
second  degré  étant  donnée,  si  l'on  détermine  les  foyers  de  ses  sections 
principales,  une  infinité  de  surfaces  du  même  ordre,  de  même 
espèce  ou  d'espèces  différentes,  peuvent  avoir  les  mêmes  foyers  pour 
leurs  sections  principales  :  ce  sont  les  surfaces  auxquelles  M.  Lamé 
donne  le  nom,  fort  convenable,  de  surfaces  homojocales .  Ces  sur- 
faces qui  se  sont  présentées  aux  géomètres,  en  premier  lieu,  dan-; 
la  théorie  de  l'attraction  des  sphéroïdes  elliptiques  sur  un  point  ex- 
térieur, jouissent  de  belles  et  utiles  propriétés.  Voici  celle  dont  il 
s'agit:  «  les  surfaces  du  second  degré  ayant  les  mêmes  foyers  pour 
leurs  sections  principales  doivent  respectivement  se  couper,  de  ma- 

(*)  Ce  volume  n'a  pas  encore  paru.  Le  mémoire  de  M.  Lamé  n'était  connu 
jusqu'ici  des  géomètres  que  par  un  petit  nombre  d'exemplaires  particuliers  ;  en 
le  publiant  dans  ce  journal,  je  crois  avoir  rendu  à  la  science  un  véritable  service. 
La  réclamation  très  fondée  de  M.  Binet  n'ùte  rien  au  mérite  du  travail  de 
M.  Lamé,  qui  me  semble,  je  le  répète,  ouvrir  une  route  nouvelle  dans  le  calcul 
des  équations  différentielles  partielles.  ,î.  LioCViLLE. 
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nière  que  le  système  de  tous  les  hyperboloïdes  h  une  nappe,  coupe 
un  quelconque  des  ellipsoïdes  suivant  les  lignes  de  l'une  de  ses  cour- 
bures ;  le  système  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes  coupe  le  même 
ellipsoïde  selon  le  second  système  de  ses  lignes  de  courbure,  et  ces 
propriétés  sont  d'ailleurs  réciproques.  De  là  il  suit  que  tout  l'espace 
sera  divisé  par  les  surfaces  que  nous  avons  considérées  (les  surfaces 
homofocales)  en  une  infinité  de  parallélépipèdes  rectangles  infini- 
ment petits,  dont  les  arêtes  seront  les  éléments  des  lignes  de  cour- 
bure communes  aux  surfaces;  et  les  axes  principaux  du  corps  répon- 
dant au  sommet  de  l'un  de  ces  parallélépipèdes  seront  les  tangentes 
aux  trois  lignes  de  courbure  communes  des  trois  surfaces  du  second 
ordre  qui  y  passent.  »  (Page  5g  du  XVP  cahier  du  Journal  de  l'École 
Polytechnique.  ) 

A  celle  citation  ,  j'ajouterai  celle  de  l'énoncé  du  même  théorème 
qui  se  trouve  dans  le  rapport  que  MM.  Laplace  et  Biot  firent  sur 
le  mémoire  relatif  aux  moments  d'inertie  et  aux  axes  principaux- 
des  corps:  ce  rapport  fut  imprimé  dans  le  Moniteur  (  n°  du  4  ju>'~ 
let  181 1),  et  là  se  trouve  une  date  authentique  et  une  publication 
réelle  :  «  Les  surfaces  dont  nous  venons  de  parler  (  ellipsoïdes: 
))  hyperboloïdes  à  une  et  à  deux  nappes)  prendront  divers  pé- 
»  rimètres,  et  conserveront  toutefois  les  mêmes  excentricités  pour 
»  leurs  sections  principales.  M.  Binet  remarque  de  plus  qu'elles 
»  se  couperont  à  angles  droits  ,  et  suivant  leurs  lignes  de  cour- 
»  bure ,  ce  qui  donne  une  construction  de  ces  lignes  aussi  simple 
»  qu'élégante  pour  les  surfaces  du  second  ordre,  au  moyen  de  cette 
»  pénétration.  Si  l'on  considère  un  point  quelconque  de  leurs  intersec- 
>i  tions,  les  axes  principaux  qui  y  répondent  sont  les  tangentes  à  ces 
»  mêmes  lignes  de  courbure,  etc.  »  Ce  rapport  avait  été  lu  à  l'Institut 
le  24  juin  181 1  ,  en  présence  de  Monge,  à  qui  l'on  doit  les  premières 
recherches  sur  les  lignes  de  courbure,  ainsi  que  la  détermination  de 
ces  lignes  pour  les  surfaces  du  second  degré  :  pour  Monge  ce  théorème 
était  nouveau.  D'illustres  géomètres,  Lagrange ,  Laplace,  Legendrc, 
Poisson  assistaient  à  cette  séance. 

Il  est  juste  de  reconnaître  que  de  son  côté,  M.  Dupin,  dans  des 
recherches  curieuses  sur  les  surfaces  orthogonales,  a  rencontré  la  même 
propriété  des  surfaces  du  second  degré  homofocales,  comme  appli- 
cation d'un  théorème  plus  général  Mais  la  date  de  publication  des  me- 
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moires  de  M.  Dupin  est  postérieure  de  deux  années  à  celle  du  mien, 
quoique  ses  recherchés  sur  ce  sujet,  d'après  son  assertion,  remontent 
à  une  époque  antérieure  à  i Si  i .  Le  théorème  de  M.  Dupin  semble 
aussi  n'être  pas  parvenu  à  la  connaissance  de  M.  Lamé ,  car  dans  son 
mémoire  sur  les  lois  de  l'équilibre  du  fluide  éthéré,  il  eût  pu  partir, 
comme  d'un  résultat  connu,  de  ce  théorème  général,  savoir;  que 
«  trois  systèmes  de  surfaces  orthogonales  conjuguées  sont  toujours 
»  tels  que  deux  quelconques  d'entre  eux  tracent  sur  une  surface  du 
»  troisième  toutes  ses  lignes  de  courbure.»  (Page  225  du  XXIIIe  ca- 
hier du  Journal  de  l'École  Polytechnique.)  Cette  belle  proposition  de 
Géométrie  est  précisément  le  théorème  de  M.  Dupin. 

La  forme  sous  laquelle  j'ai  considéré  l'équation  des  surfaces  homo- 
focales  est 

K-A    ~*~   K— B   "*"   R— C    ~~    '  ' 
a,  b,  c  sont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface  . 
A  ,   B ,   C  trois  constantes  positives  telles  que  A  >  B  >  C ,  et  K  une 
quantité  susceptible  de  toutes  les  grandeurs  supérieures  à  C  :   ce  qui 
donne  lieu  aux  trois  espèces  principales  de  surfaces  du  second  degré. 

De  trois  formules  semblables  à  la  précédente ,  répondant  à  trois 
valeurs  différentes  de  K,  M.  Lamé  déduit  les  coordonnées  a,  b,  c  en 
fonction  des  trois  valeurs  attribuées  à  K,  ou  à  des  quantités  /ul3,  v%  f* 
qui  remplissent  l'office  de  notre  quantité  K.  J'ai  aussi  remarqué  , 
il  y  a  beaucoup  d'années,  et  à  propos  du  même  sujet,  l'expression 
simple  de  ces  coordonnées;  mais  j'étendis  alors  mes  recherches  à  la 
détermination  d'un  nombre  quelconque  de  grandeurs  a*,  b*,  c*,  etc. , 
entre  un  pareil  nombre  d'équations  de  la  forme  précédente.  Je  rap- 
porterai ici  le  résultat  que  je  trouvai, parce  qu'il  peut  servir  en  d'autres 
circonstances;  j'y  joindrai  la  démonstration  qui  me  L'a  fourni.  Pour 
plus  de  simplicité,  j'écris  a,  b,  c,  etc.,  à  la  place  de  a*,  b1,  c1,  etc. 

Prenons  donc  un  nombre  n  d'équations  de  la  forme 

K-ZÀ   +   T-   ■+■    K=C   +  etC'   =    '  ' 


/fc.-A  +   K,  -B  +   K;^C  +  CtC'   — 

a b  .  c 

K,-A  "+"   RT-^B  +   ST^C    +   CtC'    — 
etc. 
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Nous  nous  proposons  de  former  l'expression  des  n  inconnues 
a,  b,  c,  etc.,  déterminées  par  ces  équations.  L'on  y  parviendra 
parles  considérations  suivantes: 

Soit  FÇx)  =  (x — A)  {x — BJ  (x — C) une  fonction  entière  du 

degré  n  marqué  par  le  nombre  de  ses  facteurs  x — A,  x — B,  etc.,  et 
J{oc)  une  autre  fonction  entière  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  n — i  ; 

fx 
la  traction  J—  sera  décomposante  en  n  fractions  simples  qui  auront  les 

dénominateurs  x — A  ,  x — B ,  etc.  ;   et  l'on  sait  que  si  f'(x)  désigne 

le  coefficient  différentiel  -r—  ,    on  a  ,   par  la  formule  d'Euler, 

f-  =        fX        4-         /B        4-  -J±—  4-  etc 
Fx  (x— A)r"A  ^    {x— B;F'B    ^    (x—  QF'C    ^ 

Dans  cette  formule  identique,  écrivons  successivement  K,  K,,  K3... 
à  la  place  de  x ,  nous  composerons  ainsi  n  équations  de  la  forme 

_? .  _*_  .  _i_  1  ele  _  /m. 

KA     ^    R— B    ^    K— C    ^  F(K)' 

K.^Â-  +  T,=E  +  k7=c  +  etc'  -  F(kT)  ' 

-"—  4-  -°—    4-   -—   4-  etc     -S-^lL 
Ka— A   ^   R2— B    ^   Ka-C    ^  ~  F(K.)  ' 

etc. 

et    ces    équations   seront    évidemment   satisfaites    en    prenant    pou; 
a,  b,  c,  etc.,  les  valeurs 

_  jm  _    /(A) 

a   —  F'(A)  (A— B)  (A— C)  (A— Dj.  .  . 

,  _  m  _ /jgj 

—    F(B)  (n-A)  (B— C)  (B-D)..  .  ' 

etc. 

Pour  obtenir  des  équations  entièrement  semblables  à  celles  que 
nous  nous  sommes  proposé  de  résoudre  ,  nous  composerons  une 
fonction  t\x)  du  degré  n  avec  les  facteurs  inégaux 

(x  —  K)  (x  —  K,)  (x  —  K.)  etc. 

Si  l'on  prend  pour  le  polynôme  du  degré    n  —  i  ,  que    nous  avons 
désigné  pai-y(x),  la   différence   F(jt) — ((x)  des  deux  polynômes  du 
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degré  n  qui  ont   le  même  premier  terme,   alors  le  second  membre 
de  la  première  des  équations  ci-dessus -^—j  deviendra 


I"(K)  F(K)       —  "' 

parce  que  f(K)=o  ;  il  en  seia  ainsi  des  autres  quanlitésVr,^,  ^4,etc  . 

r(K,)     r(Ka) 

et  les  e'qualions  (N)  prendront  la  forme  proposée  (n). 

Les  valeurs  de  a,  b,  c,  etc.,  qui  satisfont   à   71  équations  de  la 
forme 

k-a  +  k^b  +  ira  +  e,c-  =  '  • 
kTZb  +  ira  +  ctc-  -  '  - 


seront  a  =  *&=*&  =  _  W         b  =  _    M     etc 

F  (A)  F'(A;'  F(B)-*  eit'" 

puisque    F(A)  =  o.   F(B)  =  o,   etc.;    ains   l'on  aura 

_     _  (A— K)  (A— K,)  (A— K,)    .. 

(A-B)    (A-C)... 

_      _   (B— K)  (B— K,)(B— K,).... 

—  (B— A)    (B-C) ' 

.c  =  etc. 


Lorsque  l'on  veut  appliquer  ces  formules  aux  surfaces  du  second 
degré  homofocales  qui  se  coupent,  il  suffit  de  remplacer  a,  b,  c,  par 
a',  b*,  c*,  et  de  réduire  à  trois  le  nombre  des  équations. 

Ces  remarques  se  rapportent  à  un  écrit  déjà  bien  ancien  ;  il  a  pu 
rester  ignoré  de  géomètres  qui,  s'eccupant  de  sujets  différents  par 
leur  objet,  ont  pu  rencontrer  dans  leurs  recherches  les  mêmes  propo- 
sitions que  moi.  J'ajouterai  que  c'est  dans  le  même  mémoire  que  l'on  a 
donné,  pour  la  première  fois,  l'équation  du  troisième  degré  dont  les 
racines  sont  les  carrés  des  demi-axes  d'une  surface  du  second  ordre,  et 
que  l'on  a  énoncé  ce  théorème  cilé  par  M.  Saint-Guilhem  .  page  222 
du  premier  volume  de  ce  journal,  savoir,  que  la  somme  des  carrés  des 
faces  d'un  parallélépipède  conjugué  circonscrit  à  un  ellipsoïde,  est  une 
quantité  constante  pour  tous  les  parallélépipèdes  conjugués;  proposi- 
tion analogue  à  deux  autres  que  l'on  connaissait  depuisquelques  années, 
et  qui  avaient  été  publiées  par  M.  Livet.  (1  5' cahier  du  Journal  de 
l'École  Polytechnique.) 
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RECHERCHES  SUR  LES  NOMBRES; 

Par    M.    LEBESGUE, 

Professeur-suppléant  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Grenoble. 


§'I".  Nombre  de  solutions  de  la  congruence  axm-\-bjm-\-. .  .-\-kum  =  l 
(mod.  p=.hm-{-  \).  Le  module  étant  supposé  premier. 

Quoique  M.  Libri  ait  déjà  donné  une  formule  très  remarquable  qui 
détermine  le  nombre  de  solutions  d'une  congrueuce  quelconque,  j'ai 
cru  devoir  cependant  reprendre  la  question  en  suivant  une  autre  mar- 
che, afin  de  ne  pas  supposer  la  résolution  de  l'équation  xv=  i ,  vou- 
lant au  contraire  la  déduire  des  formules  de  ce  paragraphe. 


Congruence  conditionnelle  à  laquelle  satisfait  le  nombre  de  solutions 
d'une  congruence  algébrique  et  entière  f(xt,  sct. .  ..ri)=o(mod.  p). 

On  suppose  ici  que  la  fonction  f{x,,  xt, .  .  ,xk)  qui  renferme  Ain- 
connues  est  une  somme  de  termes  de  la  forme  \x",x\ .  .  .  .  xi ,  où  les 
exposants  sont  des  entiers  positifs  et  le  coefficient  A  un  entier  positif 
ou  négatif.  De  plus  quand  une  inconnue  manque  dans  un  terme,  on 
l'y  fait  entrer  avec  l'exposant  zéro. 

Il  est  question  seulement  ici  des  solutions  en  nombres  entiers  posi- 
tifs et  moindres  que  le  module,  zéro  n'étant  pas  excepté  des  valeurs 
données  aux  inconnues.  Voici  comment  on  déterminerait  les  solutions 
et  leur  nombre,  si  la  grandeur  du  module  ne  rendait  pas  le  calcul 
impraticable.  On  arrangerait  À-  à  À,  de  toutes  les  manières  possibles  et 

Tome  II.  —  Juillet  1837.  33 
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sans  exclure  la  répétition  d'un  même  nombre,  les  p  nombres... 
o,  i,  2,.  .  .(p  —  i)  ;  ce  qui  donnerait  pk  arrangements  :  les  uns  tels 
que  a, ,»,,..  .ak  donnant  /(*,,  a,, ..  ,ak)  =  o(mod.  p)  seraient  les 
solutions  et  les  seules  solutions,  puisque  les  autres  arrangements  tels 
que  fi,,  fitl.  .  ./?*  ne  donneraient  pas  f(fi,,  fi% ,.  .  ./3,)  =  o  (mod.  p). 
Le  nombre  de  solutions  ainsi  délerminé  peut  être  représenté  par  S*, 
l'indice  rappelant  le  nombre  des  inconnues  que  renferme  la  con- 
gi'ueuce. 

Quelquefois  il  est  avantageux  d'exclure  zéro  des  valeurs  données 
aux  inconnues:  dans  ce  cas  les  solutions  se  trouvent  parmi  les  (p — i)* 
arrangements  k  à  k  des  p —  i  nombres  i ,  2  ,  5. .  .{p  —  1).  Ce  nombre 
de  solutions  peut  être  représenté  par  sk  :  il  est  eu  général  moindre 
que  Sk. 

Ceci  posé,  voici  la  congruence  conditionnelle  à  laquelle  satisfait  le 
nombre    Ss    de   solutions  d'une  congruence 

f(x,,  jrî,....rA)  =  X»  =  o(mod.  p). 

Théorème.  Soit  Sk  le  nombre  de  solutions  de  la  congruence 
f(x, ,  xt,...xk)^o  (mod.  p) ,  si  l'on  fait  f(x,  ,  x% , . .  .  xk)  =  Xk  et 
que  l'on  suppose  ~SJT' z=lKx1x\. ..  .xsk,  on  aura,  en  représentant 
par  2A,Û,_0  la  somme  des  coefficients  des  termes  du  développe- 
ment de  X?-",  où  les  inconnues  entrent  toutes  (c'est-à-dire  en  nombre  k) 
avec  des  exposants  multiples  de  p —  1  et  plus  grands  que  zéro, 

(1)  S,  sC-Jir'SA^oCmod.p). 

Démonstration.  On  substituera  dans  X?-'  pour  x, ,  xtt.  .  ,xk  les 
nombres  qui  résultent  de  chacun  des  p*  arrangements  k  a  k  des 
nombres  o,  1,  2  , . .  .(p — 1). Pour  chaque  solution  (a, ,  aa, ..  ,ak)  on 
trouvera  X?-'  =  o  (mod  p),  puisque  l'on  aura  XA  =  o(mod.  p). 
Pour  toute  autre  substitution,  on  aura  X?-'=i  (mod.  p),  puis- 
que Xs  ne  sera  pas  divisible  par  p.  La  somme  des  résultats  de  ces  subs- 
titutions successives  sera  donc 

=  S,  x  o  -+-  (p"  —  Sk)  x   1  ==  —  S*  (mod.  p). 
D'un  autre  côté,  si  l'on  pose  pour  abréger 
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o4  +  i°  +  2a  -f- . . .+  (p  —  0*  =  fa, 

la  somme  exacte  des  valeurs  de  Xj-'  ou  de  1kx"x\. .  .xi  sera 
*2.\fafb.  .  .  fg.  On  le  voit  de  suite  eu  faisant  d'abord  les  substitutions 
pour  x,  et  sommant,ce  qui  donne  1\faxt...xl;  puis  pour  x,  dans  la 
somme  précédente  et  sommant  de  nouveau,  ce  quidonue  "2.t\fafb...xg; 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  trouve  'S.h.fafb ...  fg  après  avoir  fait 
les  substitutions  pour  les  A:  inconnues,  que  l'on  suppose  toutes  dans 
cbaque  terme,  ce  qui  introduit  des  sommes  fo  —  p,  dans  les  termes 
où  des  inconnues  manquent.  Or  on  a  par  des  théorèmes  bien  connus 
fa  =  o  (mod.  p)  ,  si  a  n'est  pas  multiple  de  p —  i ,  et  fa=p — i  = 
—  i  (mod./j),  si  a  est  multiple  de  p — i.  D'après  cela  chaque  terme 
de  2A/rt/7>.../gsera=o(mod./}),  ou  =  A( — i)\'mod./>),  ce  cas  arri- 
vant et  ne  pouvant  arriver  que  quand  les  exposants  a,  b,...g  en  nom- 
bre k  sont  tons  multiples  de  p —  i  et  p'us  grands  que  zéro.  Si  pour 
rappeler  cette  circonstance  on  représente  le  coefficient  A  deA( — i)* 
par  &t(p-i),  la  somme  des  valeurs  de  X*-'  =  2A.r?.r'. . . xi  sera 
donc 

=  2A,Cp_o(—  i)*(mod./>), 
mais  elle  est  aussi 

==  —  S;  (mod.  p).  De  là  résulte  — S*  se  ( — i)*2A<&_1)  (mod.  p) , 
ou  encore 

S4  =  (—  i)*+»2A^.0(mod.p). 

Comme  il  est  dit  dans  l'énoncé. 

Si  l'on  exclut  les  solutions  renfermant  une  ou  plusieurs  inconnues 
égales  à  zéro,  on  trouvera  tout-à-fait  de  même  la  formule 

(a)  S»  e=  (—  i)*[i  -  2A',CP_0]  (mod.  p) 

où  2A',(,_>)  indique  la  somme  des  coefficients  du  développement  de 
Xf-1  répondant  à  des  termes  dans  lesquels  les  exposants  des  inconnues 
sont  tous  multiples  de  p  —  i,  sans  ajouter  cette  restriction  qu'ils 
doivent  être  plus  grands  que  zéro.  C'est  pour  rappeler  cette  circons- 
tance que  la  lettre  A  a  été  accentuée. 

33.. 
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La  formule  (a)  est  beaucoup  moins  commode  pour  les  applications 
que  la  formule  (i),  dont  nous  nous  servirons  principalement. 

Quand  il  n'y  aura  qu'une  ou  deux  inconnues,  les  congruences  con- 
ditionnelles (i)  et  (2)  détermineront  complètement  S,  et  S„  ou  s,  et  s%. 
Mais  pour  un  plus  grand  nombre  d'inconnues  il  faudra  employer 
une  autre  méthode.  Car  si  les  nombres  SA  et  sk  deviennent  plus  grands 
que  le  module,  la  congruence  conditionnelle  donnera  pour  SA  et  st 
uue  expression  hp-\-a  où  <r  sera  un  nombre  détermiué  moindre 
que  p,  mais  où  h  restera  indéterminé.  M.  Libri  a  déjà  donné  des  con- 
gruences analogues  à  celles  (1)  et  (2);  mais,  comme  les  précédentes, 
elles  ne  sont  qu'un  premier  pas  vers  la  solution  du  problème  qui  fait 
l'objet  de  ce  paragraphe. 

II. 

Nombre  de  solutions  de  la  congruence  xm^a  (mod.  p  =  hin  -f- 1  ; . 

La  congruence    ax™  =  b  (mod. /j  =  hm  -f-  1)  se  ramène  à 

^m  =  A(mod.p)  en  faisant  A  =  bam~'  et  y  =  a.r(rnod.  p),  puisque 
l'on  a  amxm=ba'n~ '  (mod.p)  ;  ou  bien  encore  à  xm  =  A  (mod./?), 
puisque,  en  posant  ag=i,  Z>g  =  A,  l'on  a  agxm  =  bg  (mod.pj. 
Comme  d'ailleurs  le  nombre  de  solutions  ne  change  pas,  nous  con- 
sidérerons directement    la  congruence  x"^a  (mod. p). 

Ici  Xt  =  xm — a,  et  le  terme  général  du  développement  de  X/—1  est 

P—  i-P  —  2...P  —  n  ,         .         ,      ,_„■>       Mb  +  i.5.3.../i.(i'     „/„    ,    .-, 

1 .2. . .n  y  '  1 ,2.û. . .n 

=  a*xm(j'~,~*)  (mod.  p  ) . 

Ou  rendra  l'exposant  de  x  multiple  de  p-i,  en  posant  mn=(p-i)g; 
et  si  d  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  m  et  de  p. —  1,  n  prendra 

les  valeurs  o,  1  J—y-  ,     2.^p- ,     5.P-^-,...(d — ï).~t—;  de  là,  au 

moyen  de  la  formule  (1),  où  l'on  fera  À=  1 ,  on  trouvera 

(5)         S,  =  i-|-«  d  -\-a'  d  ...+  a         d  =^l=li(mod.  p). 
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Or,  évidemment,  on  ne  peut  avoir  ni  S,  =p,  ni  S,  >/>,  donc 

F— ' 

i°.  Si  l'on  a  «  <*     =  i  (mod.  p),  il  en  résultera  S,  =  d. 

p—* 
2°.  Si  l'on  n'a  pas  a  d    =  i  (mod.  />),  il  en  résultera  .?,  =o. 

Ce  dernier  cas  résulte  de  ce  que  ap~'  —  i  =o  (mod.  p). 

La  condition  de  possibilité  de  la  congruence  xm^a(mod.p)  est 
p— ' 
donc  a  d  =  i  (mod.  /?)  et  le  nombre  de  ses  solutions  est  d,  ce  nom- 
bre représentant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  m  et  de  p —  i . 

La  congruence  xm=a(mod.  p)  n'ayant  que  d  racines  réelles,  on  la 

ramènera  à  la   forme    xd  =  a'(mod.  p  =  gd-\-  i)   en    posant 

mi  =  d  (mod.  p —  i).  D'après  cela  on  considère  principalement  le  cas 
de  la  congruence  xm  =  a(mod.  p  =  /nn-\-  i),  pour  lequel  d=m; 

p— ' 
alors  la  condition  de  possibilité  devient  a  m  =  i  (mod.  p)  et  le 
nombre  de  solutions  est  égal  à  m.  Si  l'on  avait  a  =  o(mod  p)  il  n'y 
aurait  qu'une  solution,  savoir  jc  =  o.  Quand  la  congruence.... 
xm  =  a(mod/J.)  est  possible,  on  dit  que  a  est  un  résidu  de  m'  puis- 
sance pour  le  module  p;  et  particulièrement  un  résidu  quadratique, 
cubique,  biquadratique,  selon  que  m  est  égal  à  2  ,  3  ou  4. 

Voici  les  énoncés  de  quelques  propositions  qui  serviront  plus  loin. 

Les  résidus  de  m"  puissance  pour  le  module  p  =  mh  -f- 1   sont    les 
p—t 
racines  de  la  congruence  x  m  =  1   (mod.  p).    Ils  sont  en  nombre 

ï—^- ,  et  si  l'un  d'eux  est  représenté  par  a ,  lajormule  aym  les  contient 

tous. 

Les  nombres  qui  ne  sont  pas  résidus  de  mUme  puissance  pour  le 
module    p,   sont    nommés    non-résidus;   ils   sont    en    nombre.... 

p  —  1   — =  (m —  1).- :  ils  se  subdivisent  en  m —  1  clas- 

ses  de  - —  nombres  chacune.  Voici  le  principe  de  cette  classification 
importante  :  il  est  bon  de  le  rappeler  ici ,  à  cause  de  l'usage  continuel 
que  nous  en  ferons. 

La  congruence  xm  =  i(mod.p=znm  -f-  1),  ayant  pour  racine  un 
certain  nombre  entier  r,  les  nombres  r,  r*,  r3, . .  .r"^  1  (mod.  p)  sa- 
tisferont tous  à  la  congruence  xm  =  1  (mod.p).  Or  si  l'on  a 
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m  =  a*b3cy . . .   où.  a,  b ,  c. . .  sont  des  nombres  premiers  différents, 

/        ,..                    a — t      b —  i    c — i  ,  .  .. 

on  a  prouve  qu  il  y  a   m. '~K~' ••••    valeurs  de   r,   telles 

que  les  puissances  successives  r*,  /J,  r3, .  .  .r"1  seront  toutes  incongrues 
suivant  le  module  p,  et  formeront  par  conséquent  la  suite  complète 
des  racines  de  la  congruence  xm=  i  (mod.  p  =/;m  +  i).  Les  racines 
r  qui  jouissent  de  cette  proprie'té  sont  dites  primitives  (*).  D'après  cela 
on  classe  les  nombres  i  ,   2 ,  3 . .  •  (p  —  1  ) ,  ainsi  qu'il  suit  : 

Soit  rune  racine  primitive  de  x"  =  1  (mod.  p)  et  f  une  racine  pri- 
mitive de  p  ou  de  xp~'  =  1  (mod.  p). 

(*)  Voici  les  énoncés  de  deux  propositions  qui  prouvent  l'existence  des  racines 
primitives  et  qui  en  déterminent  le  nombre. 

Si  l'on  représente  par  A, ,  A,. . .  .A%  des  nombres  entiers  ou  des  polynômes  de 
forme  a  -f-  bx  -j-  e.ra  -f-  .  .  .fxk,  etc.  Si  de  plus  l'on  représente  par  P,  le  produit 
des  quantités  A,,  A3 . . .  A%  ,  par  P,  le  produit  des  plus  grands  communs  diviseurs 
des  mêmes  quantités  combinées  2  à  2,  par  P3  le  produit  desplus  grands  communs 
diviseurs  des  mêmes  quantités  combinées  3  à  3 ,  cl  ainsi  de  suite  :  le  plus  petit 
nombre,  ou  le  poljnome  de  moindre  degré  divisible  par  A,,  A,,  ...  Af  sera 
P,.P3.  P5.... 
Pa.P4.P6....' 

Si  l'on  suppose  m  =  a"b'cv (a ,  b ,  c. . .  étant  des  nombres  premiers 

mm  m 

différents)  et  que  Von  fasse  A,  =  x  a —  1,     A,  =  .r  '  —  1 ,       A3  =  x  'c  — 1 ,  etc., 

la  congruence  qui  donne  les  racines  primitives  de  la  congruence  xm  s  1  (mod.  p) 

(£-— .1).  P,.  P4.  P6...              ,        ,     ,           ,        .        a—ib—tc  —  i 
sera pp  p       =  o  :  (mod.  p)  son  degré  m  .  -£---y-»^- 

marquera  le  nombre  des  racines  primitives. 

Nous  omettrons  les  démonstrations  qui  ne  présentent  aucune  difficulté.  Nous 
pourrons  revenir  dans  un  autre  mémoire  sur  la  détermination  des  racines  primi- 
tives et  la  construction  des  tables  qui  résolvent  la  congruence  x"  =  a  (mod.  p) , 
comme  les  tables  de  logarithmes  résolvent  xm  =  a.  (V.  les  Recherches  arithmé- 
tiques de  M.  Gauss.)  Nous  ajouterons  seulement  que  la  copgruence  précédente 
s'étend  aux  racines  primitives  imaginaires  delà  congruence  a:m=i(mod.p 
=  hm  —  1).  (V.  De  Residuis  cubicis  commenlatio  numerosa,  J.  de  M.  Crelle, 
tome  II.) 

Pour  la  détermination  de  la  congruence  aux  racines  primitives,  on  peut  con- 
sulter les  exercices  mathématiques  de  M.  Cauchy ,  année  182g.  J'avais  donné  an- 
térieurement la  même  congruence  dans  le  Bulletin  du  Nord,  journal  scientifique 
et  littéraire  publié  à  Moscou. 
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]°.  On  aura  r  =  f4(mod.  p  =  hm-{-  0- 

p-  ' 

2°.  Les  résidus  de  m''""  puissance  ou  les  racines  de  x  '"  =  i(mod.p) 
seront  p",  fm,  p,m, . .  .  pCft— Om  .  leur  formule  est  ym. 

3°.  Zej  720/2  résidus  de  première   classe,  ou  les  racines  de 

xm  =  r~  fh(moù.p)  seront  les  nombres  p,  f.m4"',  fam+',-  .  rp(*-'3"w"1  . 
leur  formule  est  fjm. 

4°-  Zey  non-résidus  de  deuxième  classe,  ou  les  racines  de.... 
xk.~  r*  =  ftk  (mod.  p)  seront  les  nombres  p*,  fm+*,.  • .  ^c™— •>+«.  /ewr 
formule  est  f*jm. 

5°.  .En    général,  les   non-résidus   de  g"""  classe  ,  ou  les  racines 

de  la  congruence  jr"  ^=  r*  ^=  p**  (mod.  />)  _,  seront  les  nombres 

Ie*  >  p""t"f  >  •  •  •  ^*-,)m+?,  cfo«£  la  formule  est  ff*. 

On  emploie  fréquemment  les  conséquences  suivantes  : 
p— ■ 

jPowr  /e  cas  cfe    m    nombre  pair,  —  1  .fera  résidu  de  m'mt  puissance, 

pour  le  module  p.  Pour  le  cas  de  - —  nombre  impair,  ce  qui  ne  peut 

arriver  que  pour  m  pair,  —  1  sera  un  non-résidu  de  \%)      classe- 

Le  produit  abed. . .  sera  résidu  de  m'""  classe  pour  le  module  p,  si 
la  somme  des  numéros  déclasse  des  facteurs  non-résidus ,  est  multiple 
de  m,  ou  déforme  Km.  Ce  produit  sera  au  contraire  un  non-résidu  de 
gUme  classe,  si  la  somme  des  numéros  de  classe  des  facteurs  non-rési- 
dus est  de  la  forme  Km-f-g. 

Si  a  est  un  non-résidu  de  première  classe,  les  nombres  a',  a', 
a3,. .  .am~',  seront  des  non-résidus  de  1",  2%  3% .  . .  (m — i)'™"  classe 
respectivement. 

Quoiqu'il  y  ait  de  l'arbitraire  dans  le  numérotage  des  classes  de 
non-résidus  qui  change  avec  la  racine  primitive  f,  celte  classification 
n'en  est  pas  moins  importante,  ainsi  que  l'a  prouvé  M.  Gauss  par  sa 
résolution  de  l'équation  x"  =  1 ,  où  il  ne  reste  guère  à  faire  que  des 
simplifications  de  calcul,  qui  n'entraient  point  dans  le  plan  de  son 
ouvrage. 
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III. 


Nombre    de    solutions    de    la    congruence    a.or,"  +  o.r," 
^a3(mod.p  =  hm-+-  i). 

Pour  le  cas  de  at  =  o  (mod.  p)  ;  on  a  de  suite  ce  théorème  : 

La  congruence  tf1.r1ra-f-a..r,n,  =  o  (mod.  p)  a  une  seuls  solution 
(x,  =  o ,  xt  =  o),  si  —  ata,m~'  est  non-résidu  de  m1™"  puissance,  et 
i  _|_  m(p —  i)  si  —  <v*i"-1  est  résidu  de  m1""  puissance. 

Pour  le  second  cas  les  m(p — i)  solutions  autres  que  ar,=o3,  J?s=o, 
résultent  de  la  résolution  de  z"^  —  atxlm~l  (mod.p),  en  posant 
cxs  =  a,x,  (mod.  p). 

La  formule  générale  fl,.r,"  -f-  ata:tm  =  a3(mod.  p)  se  ramène  de  suite 
à  la  formule  particulière  xm —  aj ",  =  &  (mod.p)  en' posant  x=a,x, , 
y=«;,  a  = — a^i,"-',  b=a3am-'  (mod.  p),  ce  qui  ne  change  pas  le 
nombre  de  solutions,  c'est  donc  cette  dernière  que  nous  allons  consi- 
dérer pour  simplifier  les  calculs. 

La  congruence  x™ =aym -\- b (mod.  p=.hm  -+-  i),  a  un  nombre  de 
solutions  multiple  de  m  et  moindre  que  mp. 

En  effet,  si  l'on  peut  avoir  a)"-\-b  =  o  (mod.  p) ,  cela  aura  lieu 
pour  m  valeurs  de  y,  à  chacune  desquelles  correspondra  x=o,  on 
aura  d'abord  m  solutions. 

Ensuite  toute  valeur  dey  qui  donne  ajM  +  b  congru  à  un  résidu  de 
m1™"  puissance,  donne  m  valeurs  correspondantes  pour  x,  d'où,  résul- 
tent m  solutions.  Il  faut  encore  remarquer  que  si  la  valeur  de  y  qui 
rend  aym-\-b  résidu  de  mtem'  puissance  n'est  pas  zéro,  il  y  aura  m  va- 
leurs dey,  qui  donneront  pour  ayn-\-b,  la  même  valeur  résiduc, 
d  ou  ni1  solutions  par  la  combinaison  des  m  valeurs  de^r  avec  les  m  va- 
leurs de  x. 

Enfin  ,  pour  toute  valeur  de_r  qui  ne  rend  pas  aym-\-b  résidu  de 
miav  puissance,  il  n'y  aura  aucune  solution.  D'après  cela  : 

Le  nombre  de  solutions  de   la   congruence 

x"^aym-\-  b'mod.p  —  km-t-i)  est  toujours  multiple  de  m  et  prehd 
lune  des  trois  formes  : 
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i°.  km"  si  \b  et  — bam~'  sont  non-résidus  de  m"""  puissance  par 
rapport  au  module  p. 

a0.  km*~\-m,  si  des  deux  nombres  b  ,  — bam~x   l'un  est  résidu  et 
Vautre  noji-résidu  de  mitm'  puissance  par  rapport  au  module  p. 

3°.  km*-\-2.m,  si  b  et  —bam~%  sont  tous  deux  résidus  de  m'"" puis- 
sance pour  le  module  p. 

11  suit  de  ce  qui   précède  que  y  ne  prenant  que  p  valeurs  0,1, 
3. .  .(p — i),  le  nombre  des  solutions  ne  saurait  surpasser  mp.  Pour 

p—\ 
qu'il  fût  égal  à  mp,  il  faudrait  avoir  (aym-\-b)  '"  =  1   (mod.  p)    pour 
toute  valeur  de  y:  mettant  donc  pour^- les  nombres  o,  1,  2. .  .(p — 1) 

p— ' 
et  sommant,  il  en  résulterait  a  m  (p — i)  =  o  (mod.  p)  en  remarquant 
que  si  l'on  pose  o?+  1  ^ -f- 2g -f- . .  .(p —  i)g  =  fg,  toutes  les  sommes 
comprises  dans  le  résultat  seront  =0  (mod.  p)  à  l'exception  de  f(p — 1) 
qui  sera  =p —  t  (mod.  p).   Mais  (on    ne  peut  avoir 

à  m  (p  —  1)  =  o(mod.  p)  sans  supposer  <z  =  o(mod.  p),  ce  qui  n'est 
point.  Le  nombre  de  solutions  est  donc  toujours  moindre  que  mp. 

La   congruence    (1)   prendra   donc   la   forme 

?«S',  =  ( — i)2A2(p — 1)  (mod.p),  en  posant  SCi  =  mS't;  et  comme  S'3 
est  moindre  que  p,  elle  suffira  pour  déterminer  cette  inconnue. 

Voici  maintenant  la  congruence  qui  donne  S,  ;  on  y  suppose 

A,  =   1 .2.3. . . .h, 

A.   =    (h+l)(h+2)....2h, 

A,  =  (2A+1) 3h, 


Aa_l—l(m—2)h-hi]...(m—i)h=(p—h-i)(p—h—2)..  .=A,(— i)S 
Am    =[(m—  i)/H-i] mh  —{p— 1)(/>— i)...p— h~\,(—  if. 

La  relation  AÏ_M=( — i)"Af(mod.  p)  servira  pour  simplifier  les 
résultats. 

Théorème.  La  congruence  qui  donne  le  nombre  S,  des  solutions 
de  la  congruence  xm-—aya  =  b  (mod.  p)  est 

Tome  II —  JuiLtET  1837.  34 
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(4)       — Sa  =  al  (mod.  p  =  hm+i) 


+  a"  +  falb'' 


A 


A,  A, 

_|_  a4»  4.  A4  a,.iè  +  A4A3  a.^,4  +  A4  ^34 
A,  AiAa  A, 


A,  A,A,  A, 


Cette  formule  se  trouve  immédiatement  par  le  développement  de 
(x* —  c)p-1;  où  l'on  fait  c=ajm  +  b. 

Négligeant  d'abord  les  termes  où  x  n'a  pas  un  exposant  multiple  de 
p — 1  ,  et  le  terme  où  x  n'entre  pas  avec  ^7%  on  aura  en  réduisant  tous 
les  coefficients  à  l'unité,  d'après  l'article  précédent, 

chxm(p-,-»  _j_  ctn  xit.o>-i-.6)_}_ -f.cCm_0\rml. 

Maintenant,  si  l'on  développe  la  puissance  c*l=.(aym-\-byh,  en  effa- 
çant tous  les  termes  sans  y  et  ceux  où  l'exposant  n'est  pas  multiple 
de  p  —  1 ,  on  trouvera 

fl*y.T..»»_|_  èia(A-i)»£l ym(*l-A)   _|_   A*-A*-'  a(i-»)»£l4j.n>C«-.i)  _|_ 

A,Aa  •*  '     A  ■/ 

On  tirera  de  là  les  valeurs  de  c\  c"1, . .  .  c(m-0*,  d'où  la  congruence  de 
de  l'énoncé. 

Si  l'on  voulait  avoir  la  congruence  donnant  le  nombre  des  solutions 
qui  ne  contiennent  aucune  inconnue  égale  à  zéro ,  il  faudrait  prendre 
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(5)       st  =  ahbh       (mod.  p=hm-\-  i) 

A, 

+  a»  +  £  «•»£*+  £  «4*âi  +  £,s 


Ar  A, 

4.  a-  4-  é=  fl(»->6»+. . .  ■+-  ^V#*-»M-*"* 

qui  se  trouve  précisément  de  même  en  négligeant  quelques  termes  de 
moins  dans  le  développement  de  (xm  —  cy~'. 

Il  faut  remarquer  que  les  congruences  (4)  et  (5)  ne  contenant  que 
ak,  bh  et  leurs  puissances,  restent  les  mêmes,  si  a  et  b  venant  à  chan- 
ger ,  restent  résidus  de  ni"""  puissance,  quand  ils  sont  résidus;  et  si 
quand  ils  sont  non-résidus  ,  ils  restent  non-résidus  de  la  même  classe. 
En  un  mot,  les  congruences  (4)  et  (5)  restent  les  mêmes,  quand  a 
et  b  changent  de  valeurs  numériques  sans  changer  de  classe.  En  général 
pour  toute  congruence  axm-\-bya-\-. .  .  +£«"■= /(mod.  p^hm-\-i),  le 
nombre  de  solutions  restera  le  même,  quand  les  coefficients  a,  b  ,...k,  l 
resteront  des  mêmes  classes.  En  effet,  si  le  terme  ax"  devient 
aêTjJB  =  a(â/)">  y  se  tirera  de  x  au  moyen  de  la  congruence.  .. 
gr  ==  x  (mod.  p). 

Les  formules  (4)  et  (5)  donnent  les  valeurs  de  S,  et  st  quel  que  soit 

A       Ai 
p  :  il  est  vrai  cependant  que  les  coefficients  polynomiaux  £ ,   — ,etc, 

rendent  le  calcul  d'autant  plus  long  quep  est  plus  grand;  mais  nous 
verrons,  dans  des  cas  particuliers,  des  théorèmes  qui  donneront  un 
moyen  expéditif  de  calculer  ces  coefficients. 

Nous  allons  montrer  maintenant  comment  les  deux  cas  précédents 
conduisent  aux  valeurs  de  Sk  et  skt  quel  que  soit  le  nombre  k  des  in- 
connues. 


H- 
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IV. 


Nombre  de  solutions  de  la  congruence 

fl,x1"'  +  û,a:™  +  . .  ,-\-akxï  =ak+t(moà.  p—hm-{-\). 

Soient  P  et  Q  deux  fonctions  de  la  forme 

a.jrr-fa^r-f- . . . -+-  afxj,     bty?  +  hjft  -f- .  . .  +b,rT ; 

représentons  par  P*,  P,  P',  P'', . .  .PO"— O  ies  nombres  de  solutions  de 
la  congruence  P=A(mod.p),  selon  que  A  sera  zéro,  résidu  de 
m'""' puissance,  ou  non-résidu  de  j",  2%  3e, . . .(/«—  i)1""  classe. 
Autrement  g  étant  un  non-résidu  de  première  classe,  soient 

P°  le  nombre  de  solutions  de  la  congruence  P  =  o(mod.  p), 
P  ou  P(,n)  le  nombre  de  solutions  de  la  congruence  P=g"  (mod.  p), 
P*  le  nombre  de  solutions  de  la  congruence  ¥  =  g(mod.  p), 
P"le  nombre  de  solutions  de  la  congruence  P=g*  (mod.  p), 

p(m-o  ie  nombre  de  solutions  de  la  congruence  P  =  gm-'  (mod.  /)). 

Donnons  à  Q",    Q,    Qr,  Q"...Qc,n-l)  et  à  n°  des  significations  ana- 
logues et  nous  aurons  la  proposition  suivante  : 

Théorème.    Le   nombre   de  solutions   de  la   congruence 

P  =  Q  (mod.p  =  hm  +1)  est  en  posant  P  —  Q  =  n. 

(6)      n-  =  P'Q°  +  A[PQ+P'Q'+P"Q"+- .  .+P<— "Q<— "], 

Démonstration.  En  effet  pour  une  solution,  ou  doit  avoir  simulta- 
nément P  =  A,  Q  =  A(mod.  p),  A  étant  un  nombre  quelconque, 
qui  peut  être  congru  à  zéro  pour  le  module  p,  ou  encore  résidu  ou  non 
résidu  de  mitm'  puissance  ,  par  rapport  au  même  module.  Comme  l'on 
devra  prendre  chaque  solution  de  P=  A  (mod.  p)  avec  chaque  solution 
de  Q  =  A  (mod  p),  pour  en  tirer  les  solutions  de  P  =  Q(mod.  p),  on 
voit  qu'à  A =0  (mod.  p)  ,  il  répondra  P0Q"  solutions  de  P=Q(mod./>). 
Si  A  au  lieu  d'être  =o(mod.  p)  était  résidu  de  m'""  puissance  pour 
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le  module  p,  on  montrerait  de  même  qu'il  y  aurait  PQ  solutious  qui 
donneraient  P=Q=A  (mod.  p)  et  par  conséquent  P=Q(mod.  p). 
Maintenant  si  la  congruence  P  =  A(mod.  p)  est  possible,  P=A/m 
l'est  également  et  a  le  même  nombre  de  solutions,  ces  solutions  s'ob- 
tenant,  comme  il  est  très  facile  de  le  voir,  en  multipliant  par  f  les 
valeurs  de  x,,  x%,...  qui  satisfont  à  P  =  A(mod.  p).  Ainsi  à  cha- 
cune des  - —  =  h   valeurs  résidues   de  miem'  puissance  qu'on  peut 

preudre  pour  A,  il  répond  PQ  solutions,  ou  en  tout  /iPQ  solutions. 
Ou  trouve  semblablemeut  AP'Q'  solutions  de  P  =  Q(mod./>),  pour 
lesquelles  on  a  P=Q=  à  un  non-résidu  de  mu°"  puissance  et  de 
première  classe;  pareillement  on  trouve  /dP"Q''  solutions  de  la  con- 
gruence P=Q(mod.  p),  pour  lesquelles  on  a  P  =  Q=  à  un  non- 
résidu  de  m'"*e  puissance  et  de  deuxième  classe  et  ainsi  de  suite.  D'où 
le  résultat  de  l'énoncé. 

La  formule  (6)  subsistera  pour  P-f-Q=  n=o (mod.  p).  Si  h  est 
impair  il  suffira,  comme  il  est  très  aisé  de  le  voir,  d'augmenter  les 

indices  de  Q  de  — .  Cela  vient  de   ce  qu'en    représentant  par   p   une 

hm 

racine    primitive   de  p  ,  on   a    — i=f2  (mod.  p),    ou  en   posant 

h  =  2h'-{-  1  ,   —  i  =  f  2  (mod.  p),   ou  en   d'autres  termes  de  ce 

que  — i  est  un  non-résidu  de  —       classe. 

2 

Pour  le  cas  particulier  de  Q=gkaf,  g  étant  un  non-résidu  de  pre- 
mière classe,  et  par  conséquent  g*  un  non-résidu  de  ktn"  classe,  on 
aura  évidemment 

Q«=  i ,  Q'  =  Q"=Q"\  .  .=i=QC*-)_ qcwo.  .  ,=  Q(n.-,)=0)  qw=w. 

En  sorte   que  l'équation  (6)  deviendra   dans    la   supposition    de... 
n=P— Q=P  —  g'xm  =  o(mod.^). 

(7)  n*  =  *•+.(/»- OF*. 

d'où  l'on  tire 

(8)  p«  =  51zi!. 
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On  parviendra  au  même  résultat  pour  n==  ¥-\-ghxm~  ofmod.  p) , 
si  h   est    pair,    mais  si  h   est   impair,    il    faudra    changer    Pw    en 

lies  formules  précédentes  ramènent  tous  les  cas  à  ceux  de  k :  ==  i  et 
k  =  7.,  c'est-à-dire  à  ceux  de  une  et  deux  inconnues,  précédemment 
traités  ;  car  si  l'on  prend  d'abord  la  congruence 

a,x™  -f-  atx™  +  . .  .-r-<24,r;r=  (mod.  p), 

il  suffira  de  poser  fc—f-\-  g,  et  les  nombres  de  solutions  pour  des 
congruences  contenant  l'une  y  inconnues  et  l'autre  g  inconnues 

atx~-{-  •  •  •  -\~afc'}  —  A ,  — cif+,Xf+ 1 — ...  —  akx?  =  A     (mod.  p) 

donnera  le  nombre  de  solutions  d'une  congruence  contenant  f-\-  g 
inconnues,  savoir  de 

a,xï-{- atx?-t-. .  .-t-akx'"^o     (mod./?). 

Ensuite,  par  la  formule  (8),   on  passera  du  cas  de  la  congruence 
^jcf-f-.  •  .-j-akx" — ak+tx?+,  =o  (mod.  p),  au  cas  de  la  congruence 
a,x"  +  .  .  .-f-  akxT=  ak+x  (mod.  p). 
Nous  allons  donner  des  exemples  de  ces  calculs. 

V. 

Formules  générales  pour  le  nombre  de  solutions  de   la  congruence 
a,x\  -f-  atx\  -\- . .  .-f-  akx\  =  «A+l(mod.  />=  2I1  +  1). 

Examinons  le  cas  de  ak  +  l  =0,  auquel  les  autres  se  ramènent , 
comme  nous  venons  de  le  voir. 

La  congruence  a,x]  -f-, . .  +  akx\  =  o  (mod.  p)  se  réduit  ainsi  qu'il 
suit  à  une  forme  plus  simple. 

1°.  Tous  les  termes  tels  que  atx]  dont  le  coefficient  a,  est  un  résidu 
quadratique  de  p ,  pourront  être  remplacés  par  d'autres  termes,  tels 
que  y).  En  effet,  soit  fl;  =  g*(mod.  p)  et  gx,  =jrt ,  (mod. p),  il  en 
résultera  a,x]  =/'  mod.  p). 
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20.  Tous  les  termes  tels  que  afx}  dont  le  coefficient  a{  est  un  non- 
résidu  quadratique,  étant  passés  dans  le  second  membre,  quand  —  1 
sera  non-résidu  quadratique,  ce  qui  arrive  pour  p  de  forme  4<?— -1» 
la  congruence  prendra  la  forme 

.rî+y'-t-. .  .+y}=:Z\  +  z\-\-.  ..-f-aj  (mod./>). 

3V  Mais  si  —  1  est  résidu  quadratique,  ce  qui  arrive  pour..  . 
p  =  4q  -f-  1  ,  —  a.f  sera  non-résidu  quadratique  aussi  bien  que  af , 
dans  ce  cas  n  étant  un  non-résidu  quadratique  déterminé,  on  posera 
—  af=  nz*  (mod.p)  ou  [nz)%  =  —  a/i  (mod.  p),  ce  qui  est  possible  ; 
et  la  congruence  prendra  la  forme 

Jt -hjl  +  •  •  •  -hf}~n(z]  +  sH--  •  -s,')  (mod.  p). 

Si  tous  les  coefficients  sont  de  même  espèce  résidus  ou  non-résidus 
quadratiques ,  la  congruence  devient 

ï\  +j\  +  •  •  •  -¥fi  =  o  (mod.  p) 

qui  est  un  cas  particulier  des  précédentes. 

Pour  le  cas  de  la  congruence  y\-\-jr\-{-> .  •+/»  =  «(mod.  p), 
nous  représenterons  le  nombre  de  solutions  par  Ni,  NA,  NA  selon  que 
l'on  aura  «  =  o  (mod.  p) ,  ou  que  a  sera  résidu  quadratique,  ou  enfin 
non-résidu  quadratique.  Si  la  congruence  au  lieu  d'être  du  second  de- 
gré était  du  m"°",lenombre  de  solutions  serait  Ni  pour  a=o(mod.  p)  ; 
Ni  pour  a  résidu  de  m'™"  puissance;  N<  pour  a  congru  à  un  non-résidu 
de  première  classe ,  Nj  pour  a  congru  à  un  non-résidu  de  deuxième 
classe,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  NT""0  pour  a  non-résidu  de  {m  —  i)'""' 
classe.  Ici  l'indice  inférieur  est  indispensable  pour  marquer  le  nombre 
des  inconnues. 

Dans  le  cas  de  m=2,  objet  de  ce  numéro,  quand  les  nombres 
Nj,  NA,  Nî  seront  déterminés,  le  problème  sera  résolu,  par  la  propo- 
sition suivante  dont  la  vérité  s'aperçoit  immédiatement. 

Le  nombre  de  solutions  de  la  congruence 

y\  -f-  y*  +  . .  ./}•=  z\-\-, .  .-r-z-  (mod.  p  =  2A-+-  1)  est  égal  à 

N;N.°  +  /KN/N(-f-N;N;). 
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Celui  de  la  congruence  f]-±-y\+-  •  •Jj^ûfà .  .  .+2')  (raod.  p=.ih-\- 1  ) 
où  n  est  un  non-résidu  quadratique  est  égal  à 

N/Kr+ACN/N/'  +  NJNOi 

Ensuite  pour  le  cas  où  Ion  n'aurait  pas  ak+,  =0,  soient 

P„  le  nombre  de  solutions  de  a^+a^xl  +. .  .•^•akx\  =  0  (mod.^?) , 

no  le   nombre    de    solutions   de   la   congruence 

a,x\-]-.  ..  +  akx\ — al+lx*=o  (rnod.  p), 

Le  nombre  de  solutions  de  axx\  4-- .  .-^-akx\=ak+t  (mod.  p), 

u° po 

sera  ,  comme  il  suit  de  la  formule  (8). 

p — 1  v  ' 

La  recherche  est  donc  ramenée  à  trouver  le  nombre  de  solutions  de 

la  congruence 

x]  4-  x:  4-  se]  4>  •  •  •  ■+■  x\  =  a  (mod.  p). 

Voici  d'abord  deux  relations  qui  serviront  à  simplifier  les  calculs. 
Théorème.  Quelque  soit  le  module  premier  ^=2^+1,  on  a  toujours 

(9)  N;  4-  A(Nâ  4-  NO  =  Pk. 

Démonstration.  Cela  se  voit  de  suite  en  substituant  dans.... 
P  ='x]-\-xl 4--.-4-  x\ ,  au  lieu  de  xlt  xt,...xk,  chacun  des  arrange- 
ments k  à  k  des  p  nombres  o,  1,2,..  .(p — 1).  De  ces  arrangements 
il  y  en  aura  Nj  qui  douneront  P=o  (mod.  p)  à  un  résidu  quadra- 
tique déterminé,  a  par  exemple,  il  en  aura  encore  N4  qui  donneront 
P=«*7r%  quel  que  soit?'.  Ainsi  comme  il  y  a  h  résidus  quadratiques  . 
il  y  aura  fiNk  arrangements  qui  donneront  P  =  à  un  résidu  quadra- 
tique. De  même  il  y  aura  hWt  arrangements  qui  donneront  P  congru 
à  un  non-résidu  quadratique;  or  il  faut  avoir  P  =  o,  à  un  résidu  ou  à 
un  non  résidu  quadratiques,  d'ailleurs  le  nombre  total  des  arrange- 
ments k  à  k  est  égal  à  pk,  on  aura  donc  Nï4-^(N4  4>N'*)  =  p*.  Ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

Théorème.  Si  le  module  p  est  de  forme  ^q-\-  1  ,  on  aura 

(10)  Nî=iH-(p-i)(iN;_l4.NJt_,4-. .  .4-N,+N,)=i-Hj»-0ay4_l, 
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et  si  p  est  déforme  t\q  —  1 ,  on  aura 

(1,)    N?  =  i+(/»  —  i)(N,_+. .  .+N',H-N',)=i+(/>--i)2N;_,. 

Démonstration.  En  effet,  dans  le  premier  cas,  on  a  par  la  formule 
(7)  Nî=N;_,-K/>—  i)Ns_,.  Pareillement  Nï_,=:Nî_+(p— ! )Nà_. 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  N°  =N°  +  (p  —  i)N,:  ajoutant  ces  équations 
membre  à  membre  et  remarquant  que  l'on  a  N°=  1 ,  on  trouve  de 
suite  la  formule  (10). 

La  formule  (1 1)  se  tire  de  même  de  l'équation 

Nï=t  NL.-Hp—  on*— 
Les  formules  (g) ,   (10)  et  (1 1) ,  pour  le  cas  de  la  congruence 
x?  -f-  x"  -f- . . .  -f-  xT  =  a  (mod.  p  =  km  +  1  ). 
se  changent  en 

(12)  Nï  -f-  &(N»  +  Ni  -f-  • . .  +  W"~>)  =  P\ 

(i3)       Nï  =  1  -f-  (p—  02N*_,     pour     à  pair, 

(i4)       NJ  =  1  -f-  (/>  —  1)  2NÎ1I,     pour     £  impair. 

La  démonstration  est  absolument  la  même. 

Si  l'on  voulait  exclure  les  solutions  renfermant  des  inconnues  égales 
à  zéro,  il  faudrait  remplacer  les  équations  (12),  (i3)  et  (14)  par 

(i5)          Nï  +  A(N4  +N;  +  . .  .-f-Njf~ >)  =(/»—  ij», 

(16)  Nï  =  (p — i)N4_,     pour     h  pair, 

(17)  Nï  =  (/> — i)N,l,     pour     h  impair. 

La  démonstration  est  presque  la  même. 

Venons-en  aux  formules  générales  pour  le  nombre  de  solutions  de 
la  congruence  x\  +  . . .  -f-  x\  =  a  (mod.  p). 

D'abord  la  congruence  (5)  donne  immédiatement  ce  théorème  déjà 
démontré  par  M.  Libri. 


Théorème.    Le   nombre   de  solutions  de    la   congruence . . 

Tome  11. —  Août  1837.  35 


37o  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

alx\  -f-  a%x\  =as  (mod.  p)  est  p  —  i  si  — a,a>  est  résidu  quadratique, 
et  p  -f- 1 ,  si  —  a,a%  est  non  résidu. 

Démonstration.   Mettons  la  congruence  sous  la  forme 

(a,x,y  —  ( — a,at) xl^a,a3f moà. p),  ou  j\ — ay\=.b  (mod.  p):  la 
congruence  (3)  devient  — S,  =  ah  (mod .  p) ,  ou  bien  S.= — ( — a,a^)k 
''mod.  p)  ou  Sa=qz  i  \mod. p) ,  selon  que  — ata%  est  résidu,  ou  non 
résidu  quadratique.  De  plus,  oa  a  S,  <  ip  et  pair  ,  il  faut  donc  poser 
S,  =  p=pi.  Pour  le  cas  de  a,  =  aa=i,  — a,at  = —  i>  il  y  a 
donc  p — i  solutions,  si  />  =  4<7+i,  et  p-\-  i ,  si  p  =  4l — lJ  car 
dans  le  premier  cas,  — i  est  résidu,  et  dans  le  second,  il  est  non  ré- 
sidu quadratique. 

Dans  le  cas  de  a3=o,  ou  de  la  congruence  a ,x\-\-a a.r*=o(mod. p), 
il  r  a  i+2(p — i)  solutions  si  — a,at  est  résidu  quadratique,  et 
seulement  i  ,  si  —a,a*  est  non  résidu. 

Cette  proposition  est  un  cas  particulier  d'une  plus  générale  dé- 
montrée au  commencement  de  l'article  III. 

Voici  maintenant  la  proposition  générale  : 

Théorème.   On  a  pour  k  nombre  Unpair  . 

rNj  =  />*-, 

p — i    '—i     i — i 

(18)  M*  =  p*-  -f-(— 1)~'  ~./>~, 

(NI  =  p*-*  _(_!)'—•—  .p—t 
et  pour  k  pair,  on  a 

rinJ  nj  =  /,-«+(-  .^^^-Op5'"'. 

IN,  =  N'k  =  />*-_  (_  1)  »   -l.pï    '. 

Démonstration.  De  la  coagruence  x\+x\-\-.  .  .-\-x\^a(mod.p), 
nous  tirerons  les  deux  suivantes  : 

l*ï+ -j-xl^  —  ax^—xl,   j  v  n' 

qui  n'en  font  qu'une.  Nous  égalerons  leurs  nombres  de  solutions;    de 
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là  nous  tirerons  N4  ou  N«' ,  d'où  il  sera  facile  de  déduire  Ni,  et  ensuite 

n;  ou  in*. 

Premier  cas.  p=/+q-\- 1  et  a  résidu  quadratique.  La  première  des 
congruences  (20)  a  par  la  formule  (7)  un  nombre  de  solutions  égal  à 

Nï  4-  (p  —  ON». 
La  deuxième  des  congruences  (20)  deviendra  en  posant 

P  =  *;+^+...-f-^_„     Q  =  axl+,  —  x\,     P  =  Q(mod.^. 

Si  l'on  représente  par  P°,  Q°  les  nombres  de  solutions  des  congruences 
P  =  o ,  Q  =  o  (mod.  p)  ;  par  P  et  Q  les  nombres  de  solutions  des 
congruences  P  =  à  un  résidu  et  Q  =  à  un  résidu  ,  suivant  le  mo- 
dule p;  et  enfin  par  P'  et  Q'  les  nombres  de  solutions  des  congruences 
P=  à  un  non-résidu,  Q=  à  un  non-résidu  pour  le  module  p,  le 
nombre  de  solutions  de  la  congruence  P=Q  (mod.  p),  sera 

poQo   +    h  (pQ   +   P'Q'}  . 

mais  d'après  les  notations  convenues , 

Pu  =  Nî_.,    P  =  N,_„     P'  =  N',_„ 

et  d'après  les   théorèmes   qui  donnent  le   nombre  de    solutions   de 
ax\  —  x\  =  b  (mod.  p). 

Q°  =  1  +  2(p  —  1) ,     Q  =  p  —  i,     Q>  =  p  -   1, 

car  —  a  X  —  1  =  a  est  résidu  quadratique. 

Le  nombre  de  solutions  de  la  congruence  P  =  Q(mod.  p) ,   devient 
donc 

[1  +  2(p—  i)]NL.,  +  h[(P—  ON,..  -h(P  -  ON'.,], 

égalant  ce  nombre  à  Nj  +  (/> —  i)N»   et  simplifiant  au  moyen   des 
équations  (9)  et  (10)  ,   on  aura  ,  à  cause  de 

2l\  =  N,  +  Nf_,  +  . . .+  N,  +  N„ 
l'équation       2N»  =  p2N»_.  +  pk~l  +   1 , 

pareillement , 

2N4_,  =  f2N,_,  +  p*—  +  1  , 

35.. 
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d'où 

N,  =  />N,_.  +  f~  —  p*-, 

qui  revient  à 

(2i)  N,  -  />*-  =  p(l^_  -  />-»). 

Cette  équation  montre  que  les  quantités  N, —  i  ,  N,— />,  Ns — />*,  etc. 
forment  une  série  récurrente  dont  l'échelle  de  relalion  est     o,  p. 

Soit  en  général  A,  B  l'échelle  de  relation  d'une  série  récurrente  :  si 
l'on  veut  que  ax"  -f-  by"  soit  le  terme  de  rang  n  -\-  i  ,  il  faudra 
poser 

ax'  -f-  by"  =  A(ax—  *  +  éj""')  +  B(ax"~%  ■+•  6j"— )  » 

qui  peut  s'écrire 

ax"-%  (x%  —  \x  +  B)  +  by—*(y*  —  hy  —  B)  r=  o  , 

à  laquelle  on  satisfera  en  prenant  pour  x  et  y  les  racines  de... 
z*  —  Az  —  B  =  o.  Puis  il  faudra  déterminer  a  et  ^  de  manière 
que  ax°  -f-  by'  et  ax  -f-  by  soient  respectivement  égaux  aux  deux 
premiers  termes.  Dans  le  cas  présent  on  a 

A  =  o,     B  =  p,     z*  —  p,     d'où     x  =  \/p ,    y  =  —  \/p  : 

de  plus, 

N,  —  i=2 — rs==  i,     N, — P^P —  > — P  =  — r- 

Les  équations  qui  déterminent  a  et  b  sont  donc 

a  -f-  b  =  i ,       (a  —  b)  \/p  =  —  i , 

d'où  l'on  tire 


a  —  Vp~'  b  —  Vp+l 


et  par  conséquent , 


*>-?-=^Wp?-+^Wp)'-. 
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ou  bien  encore, 

Ce  qui  donne  pour  £  nombre  pair," 

A- 

N,  =  /-  —  F~l , 

et  pour  À-  nombre  impair, 

N»  sa  pk~'  ■+■  p  »   . 

On  aurait  pu  obtenir  ces  deux  équations  par  de  simples  éliminations 
et  sans  recourir  aux  séries  récurrentes,  car  la  valeur  de  Nt  dépend  de 
celle  de  N4_a ,  celle-ci  s'obtient  au  moyen  de  NÂ_4  et  ainsi  de  suite  , 
jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  N,  et  N,  dont  les  valeurs  sont  connues  ; 
dans  ce  calcul ,  il  faut  traiter  séparément  le  cas  de  k  pair  et  celui  de 
k  impair. 

Au  moyen  des  valeurs  trouvées  pour  N» ,  l'équation 

Nï=i+(p-i)(Nâ_,4-N1_.+...-f-N.-f-NI), 
donnera  pour  k  impair, 

et  pour  k  pair , 

i 

Nï.  =  />*-*  +  (/»—  i)-/*    '• 

Deuxième  cas.  P  =  4<?  -f-  i  et  a  non-résidu. 

Pour  A  impair  l'équation  N?  —  Zî  (N,  -+-  N,')  =/>*,  donne 

N»  -f-  N/  =  *Pk-Pkp  —  2p>-<  9     d'où  l'on  tire     N;  =  a/*-—  N, 
ou  bien 

n;  =  />*—  —  p  *  . 

Pour  A:  pair ,  on  a 
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d'où 

n;  =  n.. 

Troisième  cas.   Vs=^q—\    et  a  noa-résidu  quadratique. 

Les  nombres  de  solutions  de  deux  congruences  (20),  sont  ici   en 
vertu  de  Q°=  1  ,  Q=Q  ==/'+  1  »  égaux  respectivement  à 

n?  +  ^-i)n;  ,     nl,+^  [(/»  +  i)N,_,+  (P+  .)n;_,]; 

égalant  ces  deux  nombres ,  il  vient 

2N;=-/>2N;_3-r-^±-;  (/->_  ,). 


2N;_,=-p2N;_3+g  (/>*-- 1), 


pareillement 

sn:  .  =— dsn:  ,-t- 

d'où 

n; = — pN;_,  4-  *>*-  +  />*—, 

ce  qui  revient  à 

(23)  n;  —Pk-'=—p  (n;_  • — /><-s). 

Cette  e'quation  traitée  comme  l'équation  (21)  donnera 

(24)  n;— p*-'=i  (N/^+0(»/-^-'+i(-  v-h-iX-^-/*)'-; 

car  il  faut  remarquer  qu'on  a  ici    N,'  —  1  =  —  1     et    N,'  —  p  =  1 , 
puisque  N,'  =  0,  N,'  =/>  + 1  ;  de  là  résulte 

a=  -\/=P+*  b==_  \/=P  +  < 

2  V—p  "t-V—p 

Pour  k  nombre  impair  l'équation  (24)  donne 

n;  =  ,»--  (_P)V , 

et  pour  k  nombre  pair ,  elle  donne  au  contraire , 

k 

n;  =  p^  +  (—pf  \ 
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On  pouvait  obtenir  ces  valeurs  de  N,  par  de  simples  éliminations. 

Lequation  N°=i-f-(/>' — i)2N'»_,  donnera,  comme  plus  haut, 
pour  A-  impair, 

9;  =  pk-, 

et  pour  k  pair, 

k 

Nï  =  pk~'  —  (p  —  0/>'    *' 
Quatrième  cas.   p=z^q — i  et  a  résidu  quadratique.   L'équation 
Nj-f-^^  (N4  +  N'A)  =  pk  donne  encore  pour  k  impair    N»  +  N'» 

=  2p*~ ',  d'où  N^^d*-1  -H  ( — p)  a  ,  et  pour  A  pair  J\â-f-N'»=2N», 
d'où  N',  =  N». 

p—' 

Si  l'on  remarque  maintenant  que  l'on  a( —  i)    3  =:  -f-  1  pour.  .  . 
p— » 
/)  =  4?-f-iet(  —  1)  a  =  —  i  pour  p  =  4<?  —  i ,  on  aura  les  résul- 
tats de  l'énoncé. 

Les  formules  (22)  et  (24)  se  déduisent  avec  la  plus  grande  facilite 
d'une  formule  très  générale  et  très  remarquable  donnée  par  M.  Libri , 
dans  son  mémoire  sur  la  Théorie  des  Nombres  :  nous  reviendrons 
plus  loin  sur  cette  formule. 

VI. 


Nombre  de  solutions  de   la  congruence 

a,x'  -f-  a%x\  =  a3  (  mod.  p  =  5h  -f-  1  ). 

i°.  Si  as  =  o,  il  y  aura,  comme  on  l'a  vu,  1  ou  i-f-5  (p — 1/ 
solutions  selon  que  —  a%a\  sera  résidu  ou  non  résidu  cubique  (1 1 1). 

20.  Dans  le  cas  général,  nous  ramènerons  la  congruence  précédente 
à  la  forme ^  — ~  <*y\  =  b  (mod. p  —  Zh-+-  1).    Ici,  en  posant 

ih   (ih—  1  )    (2h  —  2).  .  .(A-f-  p  

1.2.  3 ...h  ~  *' 

la  congruence  (5)  donnera 
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(25)         —  S,  =  a"  +  ath  -+-  Qahbk  (  mod.  p  =  5h  +  i  ). 

Comme  A  est  pair,  on  voit  que  les  signes  de  a  et  b  venant  à  changer, 
S»  n'en  conservera  pas  moins  la  même  valeur.  Comme  ah  et  bh,  selon 
les  valeurs  particulières  de  a  et  de  b,  peuvent  prendre  trois  valeurs, 
qui  sont  les  racines  de  la  congruence  z3  =  i  (mod.  p),  savoir  i ,  r, 
et  r*  en  représentant  par  r  une  racine  primitive  de  z3  —  i  (mod.  p), 
ou  ce  qui  est  la  même  chose  dans  le  cas  présent ,  où  il  y  a  deux 
racines  primitives,  une  des  racines  de  2*  +  z  +  i  =  o  (mod.  p),  ou 
encore  de  (22+  0'  —  — ^  (mod. p).  On  voit  de  suite  que  la  con- 
gruence^ —  #?i=  ^  (mod.  p)  peut  présenter  neuf  cas  correspon- 
dants aux  neuf  combinaisons  des  trois  valeurs  de  ah  et  des  trois 
valeurs  de  bh.  Soit  donc  un  a  non-résidu  cubique  de  première  classe  , 
nous  aurons  les  neuf  congruences  suivantes  à  côté  desquelles  sont 
inscrits  les  nombres  de  solutions,  représentés  par  les  lettres  A,  B,  C, 
différemment  accentuées. 


y\ — yl^\(a\oA.p)  Asol. 

y\ — 7Î=û'  C 


y\ — ajr^s(mo&.p)  A' sol. 
y]— ay\ssa  B' 

y) — ay\=a*  C 


y]-=a'yl^i  (mod.  p)k"  sol. 
y]—ay\=a  B" 

X\— a'y\ssa'  C" 


Si  l'on  substitue  dans  la  congruence  (25)  les  valeurs  de  ah  et  a,h, 
qui  sont  r  et  r*,  on  obtiendra,  au  moyen  de  la  relation  1  -f-r-f-r*=o 
( mod.  p),  les  congruences 

A  =  — 2  — Q,      A'=i— Qr,      A'=i—  Qr1     (mod.  p), 
B=  —  1—  Qr,     B'=i—  Qr»,     B"=i— Q, 
C=  —  2—  Qr»,     C'=i— Q,        C=i—  Qr, 

d'où  Ton  déduira  facilement  les  congruences 

(26)         A+3  =  C'  =  B"=i— Q    {modi.p  =  Vi-\-i)) 
B+5  =  A'=C"=i— Qr, 

C  +  3  =  B'  =  A"  =  1  —  Qr*. 

Par  exemple,  la  congruence  (25)  donnant  A  +  3  =  1  —  Q  (  mod.  p) 
et  C'=  1  — Q  (mod.  p),  comme  A  et  C  sont  moindres  que  5p  et 
que  A  -j-  3  et  C  sont  divisibles  par  3  ,  il  en  résultera  que  la  différence 
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A +  5  —  C'  sera  divisible  par  5p,  d'où  suit  nécessairement  A-f-3  =  C, 
et  ainsi  des  autres  congruences. 

Les  congruences  (26)  donneront  immédiatement  A,  B,  C,  A',B',C, 
A*,  B",  C",  quand  on  aura  déterminé  Q  et  r.  Pour  déterminer  r  on  a  la 
congruence  (ar  -f-  1)*  =  —  5  (mod.  p) 

our= (mod./?). 

Nous  donnerons  pins  bas  la  manière  de  calculer  presque  à  la  fois 
r  et  Q,  ou  plutôt  le  reste  de  Q  divisé  par  p. 
Les  congruences  (26)  donnent  par  addition 

g  4  A  +  B  +  C  =  A'  +  B'  +C  =  A"  +  B"  4-  C"=  5  (mod.  p), 
ce  qui  résulte  encore  de  l'équation 

9  4  A  4  B  4.  C  =  A'  4-  B'  4  C  =  A"  +  B"  4  C"  =  5  (p  4  1  )• 
qui  est  une  conséquence  immédiate  des  équations 

!  4.  5(^-1)  4  h  (A   +B   +   C)  =  p', 

i+A(A'  +  B'  +  C)  =  p», 
1    +   h  (A*  4  B"4  C)  =  p% 

qui  se  prouvent  précisément  comme  l'équation 

N°  4.  h  ( N.  4  N2'  4-  NI')  =  P'. 

On  a  donc  enlre  A',  B',  C  la  relation 

(27)  A'  +  B'4-C'  =  o(/>4-i)- 

Les  deux  autres  équations  qui  donneraient  A4B4C  et  A'4- B" -+•  C", 
résulteraient  de  (26)  et  de  (27);  de  sorte  qu'il  est  inutile  de  les  écrire. 

On  peut  trouver  entre  A',  B',  C  une  autre  relation  qui  conduira  à 
la  valeur  du  reste  de  Q  divisé  par  p  ;  mais  pour  les  cas  particuliers  où 
p  sera  un  petit  nombre,  il  sera  plus  court  de  calculer  le  reste  de  Q  au 

moyen  de  la  formule  Q  =  ~  ' '. 

Soit  la  congruence  x\  —  axl  =ji  —  a'jl  (mod.  p)  où  a  est  un 

Tome  IL  —  Aoct  i83;.  36 
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non-résidu  cubique  de  première  classe,  la  formule  (6)  donnera  pour 
le  nombre  de  ses  solutions 

i+A(A'A'  +  B'B'  +  C'C), 

ou  d'après  les  équations  (26)  , 

i  +  /((  A'B'  +  B'C'  +  A'C  ). 

Mais  si  l'on  écrit  la  congruence  précédeute  sous  la  forme  x\  — j\  =  a 
{xl  —  a/i)  (mod.  p),  la  formule  (6)  donnera  pour  le  nombre  de  ses 
solutions 

!  +  3  (p_i)  +  ^(AC'  +  BA'  +  CB'), 

nombre  qui,  par  le  moyeu  des  équations  (26),  devient 

,  +  5  (p—  1  )  +  h  (  A"  +  B"  -f-  C" )  —  (p—  1  )  ( A'  +  B'-f- C )  ; 

égalant  ces  deux  valeurs  du  même  nombre ,  on  a 

A'B'  +  A'C'-r-B'C'  =  A"  +  B'>-r-C'*—  5  ( A'  +  B'  +  C)  +  9, 

d'où,  en  simplifiant  au  moyen  de  l'équation  (2-),  on  tire 

A'B'  +  A'C  +  B'C  =  5  O*  +  p  +  1  ). 

Si  l'on  pose  A'  —  B'  =  gu,  u  sera  nécessairement  entier,  et  à  cause 
de  A'  +  B'  =  3  {p  -f-  1  )  —  C,  on  aura 

A'=i[5(p+.)-C  +  9«],   B'  =  K5(/>+0-C'-9«]. 

Substituant  dans  A'B'  -f-  A'C  +  B'C ,  on  trouvera,  réduction  faite, 

(a8)  (C'-p—  i)'-h2:u'  =  4p. 

Soit  4*  +  2yMa  =  4/>,  où  L  et  M  sont  positifs,  cette  équation  n'aura 
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qu'une  solution  (*)  ;  au  moyen  d'une  table  de  carrés ,  il  sera  très  facile 
de  déterminer  L  et  M  par  voie  d'exclusion.  Ce  calcul  fait,  on  posera 

C  — /?— i=d=L  et  K  =  =bM,  d'où  A'  —  B'  ==b9M. 

La  première  équation  donne  C'  =  /)-f- 1  ±L;  et  comme  C  doit 
être  divisible  par  5,  le  signe  de  L  sera  déterminé,  il  faudra  poser 
±  L  =  3/  +  1  =  3A  —  2  ;  en  donnant  à  l  et  A  le  signe  convenable  , 
il  en  résultera  C  ==  5(h  +  A) ,  et  parconséquent 

(29)        A  +  3  =  C'  =  B,=  3(/1  +  A), 

B  +  5  =  A'  =  C  =  3  (/i+I_A_+^), 

C  +  3  =  B'  =  A'  =  5(h  +  ,-t^piy 

Si  l'on  compare  la  première  de  ces  équations  avec  la  première  des 
congruences  (26) ,  il  en  résultera  1  —  Q  =  5(#  -f-  A)  =  5h  -\-  2  =b  L 
(mod.  p) ,  ou  bien  —  Q  =  :±  L  (mod.  p)  :  on  a  donc  ce  théorème  qui 
est  dû  à  M.  Jacobi. 

m     .  t  rr-    ■  lh.(lh —  l)...(h-i-i)     ,  ..    .     , 

1  heoreme.    Le    coefficient  —   — i -, —  étant  divise  par  p 

donne    un  reste    (  <  -  )    toujours  égal  à  L  sous  la  relation .... 

L' +  27M  =  4/J,  en  prenant   L,   positif  ou  négatif,    de  la  forme 
3/  +  1. 

(  J.  de  M.  Crelle,  tome  2.  De  residuis  cubicis  commentât i<> 
numerosa). 
Quant  au  signe  de  M,  il  reste  nécessairement  ambigu  dans  les  équa- 


(*)  Voici  comment  le  prouve  M.*  Gauss.  Soit  s'il  est  possible  une  nouvelle  so- 
lution L'a  -J-  &]2f*  =  4f  >   on  obtiendrait 

i°.  (LU  —  27  MM'y  -f-  iiiLW  +  L'M)  =  16  j>\ 
2°.  (LU  -f-  27  MM')  +  ii(LM  —  L'M)  —  i6/>\ 
3°.  (LM  +  L'M)  (LM'  —  L'M)  =  ^  (M"  —  M'). 

La  3"  équation  montre  que  le  nombre  premier  p,  divise  un  des  nombres 
LM'  +  L'M,  LM' — LM',  tandis  que  la  première  et  la  deuxième  font  voir  que 
ebacun  de  ces  nombres  est  moindre  que  p.  Donc  ,  etc. 

36  . 
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lions  (2g),  parce  qu'il  dépend  de  la  valeur  de  r,  racine  primitive  àc 
za  =  1  (mod.  p) .   et  que  cette  congruence  a  deux  racines  primitives 

— =^ (mod.  p).   L'équation  A'  —  B'=  rfcgM  revient  à 

— (2r-r-i)Q=±gM  (mod.  p)  qui  se  réduit  à  L*-r-27M*=o(mod.  p). 

Cette  dernière  congruence,  qui  se  tire  immédiatement  de  l'équation 
L1  -f-  27Ma  =  4/?>  donnera  très  facilement  la  valeur  de  p ,  car  on  en 
tireL  =  3M\/ — 3  (mod./?),  ou,  si  l'on  veut ,  gM  =  L  \/  —  5 
(mod.  p).  Cette  dernière  congruence  revient  à  —  (sr-f-  i)Q  =  =i=gM 
(mod.  p). 

Les  valeurs  de  A,  B,  C,  A',  B',  C,  A",  B",  C",  pourraient  conduire 
à  des  formules  générales  pour  le  cas  d'un  nombre  quelconque  d'in- 
connues, et  l'on  obtiendrait  encore,  pour  le  cas  principal,  des  séries 
récurrentes  dont  l'échelle  de  relation  aurait  trois  termes;  mais  les 
calculs  seraient  assez  longs.  Nous  douuerons  plus  loin  la  formule  de 
M.  Libri,  qui  ne  présente  point  cet  inconvénient,  et  qui  deviendra 
très  facilement  applicable  au  moyen  des  propositions  précédentes. 

VIL 


Nombre  de  solutions  de  la  congruence 

a,^ -f- a\ x\  =  a3  (mod.  p  =  \h -f-  1  ). 

Nous  traiterons  ici  le  cas  de  la  congruence  j--,4  —  ay\  =  b  (mod.  p), 
auquel  les  autres  se  ramènent.  Les  formules  générales  seront  données 
à  la  fin  du  paragraphe. 

Le  nombre  Sa  des  solutions  de  la  congruence  précédente  est  déter- 
miné complètement  par  la  congruence  (5),  qui  devient  ici 

—S=ah+(a>k+£bia>:)+alt+^a>ibt+-£abb>h  (mod.  p). 

r)r,  A3  =  ( — 1)'  A,  (mod. p),  on  aura  donc  pour  h  pair,  et  en  posant 

rf(at~i  ).'..(*+0  _  n 

1.    2 h  y» 

(3o)     —  S,  =  a"  +  au4-a"  +  Qa*è'I(i-M'-f-  b")  (mod.  p) , 
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et  pour  h  impair 

(5!)     S1=ah-\-aik  +  au  +  Çlahbh(\  — ah  —  bb)  (mod.  p). 

Les  valeurs  de  ah ,  bh ,  et  de  leurs  puissances,  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  a  et  b  ,  sont  les  racines  de  la  congruence  z*  =  1  (mod.  p)  , 
savoir,  1,  r,  r',  r3,  en  représentant  par  r  une  racine  primitive  de  la 
congruence  z*~  1  (mod.  p),  ou,  ce  qui  est  la  même  chose  dans  le 
cas  présent,  où  il  y  a  deux  racines  primitives,  /•  satisfait  à  la  con- 
gruence z*  -f-  1  =  o  (mod.  p). 

Ainsi  la  suite  1,  r,  r*',  r3  pourra  être  remplacée  par  1,  r,  —  1, —  r. 

Quand  on  connaîtra  r  et  le  reste  de  Q  divisé  par  p,  on  pourra  em- 
ployer les  formules  (3o)  et  (3i);  niais  comme  le  calcul  direct  du  reste 
de  Q  est  fort  long  ,  et  même  impraticable  quand  p  est  un  grand 
nombre,  nous  démontrerons  plus  loin  un  théorème  de  M.  Gauss,  qui 
déterminera  très  expéditivement  le  reste  de  Q,  au  moyen  de  l'équation 
L' -f-4M2  —  p>  qui  donnera  aussi  la  racine  primitive  r. 

Premier  cas.  h  =  ih' ,  p  =  S  h'  -f-  1 . 

Si  l'on  représente  par  a  un  non-résidu  biquadratique  de  première 
classe,  la  congruence^l —  a7*  =  £(mod.  p)  sera  susceptible  de  seize 
formes,  dont  nous  écrirons  le  tableau  avec  les  nombres  correspon- 
dants de  solutions,  représentés  par  les  lettres  A,  B,  C,  D,  différem- 
ment accentuées. 

y\—y\=i,  A;  f\—af~i,  A';  y\—aY=i,  A"; 

r—a^jî—x  ,M". 
XÏ—ji=a,  B;j*—aji=a,  B';  /<— ay\~a,  B"; 

f-a?f~a,  B'«. 
y\-y\=a\  C;  y\-*fès*t  C'j  7;_«>,^%  C";  Kmod-P=     -H)- 

j\— asji~a%  C". 
y\—j*=a*,  D;  j*-aji=a\n';  j;—ayi=^,  D"; 

ri— «M=rt5,D"\ 

Substituant  dans  la  formule  (5o)  les  valeurs  de  ak,  a,h,  a3k,  orraura, 
réductions  faites, 
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A^-5— 5Q.  A'=i—  (21—  i)Q,  A"=i+Q, 


A'"= 
B=— 5— hr—  r.Q,  B'= 

B'"= 
C=— 5+Q,  C'= 

C'"= 
D=— 5-f-(ar+i)Q,D'= 

D"'== 


+(^+0Q, 
+(2r+i)Q,  B"=i—Q, 

Zq,'  C"==HtQ,  flvoà.p^Vi 

-Q, 

-Q,  D"=i+Q, 

-(27—  l)Q, 


d'où  l'on  tirera  très  facilement 

(5a)    A+  4=  i  —  3Q, 

B  +  4  =  A'  =  D'"  =  i  —  (ar—  i)Q, 

C+  4  =  Aff=C"  =  i+Q,  }(mod.p  =  4A  +  1). 

D  +  4  =  B'  =  A'"=  i  +  0"-fi)Q, 

C'=D'=  B"=D"=B'"  =  C"  =  i  _  Q. 

On  trouve  encore  les  équations 

16  -h  A  +  B  +  C  +  D  =  A'  +  B'  +  C  +  D'  =  A"  +  B'  +  C'-f-D' 

-_  a'"  -f-  B'"  +  C"  +  D'"  =  4  {p  + 1  ) , 

qui  se  prouvent  tout  à-fait  de  même  que  l'équation 

N'  +  h  (N, + n;  +  n:  +  x) = p%. 

On  aura  donc,  au  moyen  des  équations  (32),  les  nouvelles  équations 

(33)  A  +  B  +  C  +  D  =  4(/>  —  5), 

B  +  D+2B"=  4  (p-i), 

C  +   B"  =  2(/>-i). 

Les  deux  dernières  conduisent  à  B  +  D  =  2C. 

Si  l'on  pose  C  —  B"  =  i6u ,  B  —  D  =  i6v ,    il  s'ensuivra  que  u  et  v 
seront  entiers ,  et  les  équations  (55)  donneront 

B"  =  />  —  1—  S**,  ïï  =  p—  1  +Sm  +  oV,  A=p  —  g  —  24u, 
C  =  p  —  1  +  Su,  D  =  p  —  1  -f-  8u  —  8i'. 

Or,  il  existe  entre  «  et  f  une  équation  indéterminée  qui  les  fait  con- 
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naître  sans  ambiguïté  (sauf  celle  du  signe),  par  la  raison  quelle  n'a 
qu'une  solution;  c'est  l'équation 

(34)  p  =  (i  +  4«),  +  4^> 

que  l'on  obtient  de  la  manière  suivante  : 

Le  nombre  a  étant  un  non-résidu  biquadratique  de  première  classe, 
la  congruence  a\  —  a'aA  =a(y\  —  aji)  (mod.  />)  a,  d'après  la  for- 
mule (ô)  et  les  relations  précédentes,  un  nombre  de  solutions  repré- 
senté par 

i  +  h  (A'D'  +  B"A'  +  C'B'  +  D'C). 

La  même  congruence ,  mise  sous  la  forme  x\  —  aj\  =  a\x\  —  y\) ,  a 
pour  nombre  de  solutions 

!  +  rfh  +  h  (  A'C  •+■  B'D  -+-  C'A  +  D'B)  ; 

égalant  ces  deux  valeurs  du  même  nombre,  on  trouve 

B"(B"  -f-  C  —  A  +  8)  =  D*  +  C  (B  —  D), 

qui  se  réduit,  par  la  substitution  des  valeurs  de  A  ,  B,  C,  D,  B'',  à 
l'équation  (34). 

On  prouvera ,  comme  dans  l'article  précédent ,  que  l'équation 
L* -j- ^M*  z=  p  n'a  qu'une  seule  solution  en  nombres  positifs,  et  en 
déterminant  convenablement  le  signe  de  L,  on  pourra  faire  i  -\-  4«== 
rfc  L.  D'ailleurs  on  a  C  —  B"=  1611=  aQ  —  4  (mod.  /j),  ou 
8u~Q  —  2  (mod.p).  Par  conséquent  l'on  aura  Q=zfc2L  (mod.y;  = 
Sa  -|-  i).  Comme  L  est  moindre  que  \  p,  on  pourra  poser 

^0  =  =b  L  (moi.  p). 
De  là  ce  théorème  de  M  Gauss  : 

t                 .-.  >   i   o.h.(7.h. —  i)...(/i-J-t)   /  i  v  •  . 

«  La  quantité  - — = ' — j—  (mod.   p  )    est   toujours  égale  a 

»  ±L  f  <  F-\  en  prenant  /j=L"  -f-  4M*  et  dbh  =  1  -f-^w.  » 

Quant  au  signe  de  v  il  dépend  de  /',  qui  se  détermine  par  2 M  = 
Ly  —  1  =  Lr  (mod.  p),  congruence  qui  revient  à  B  —  D=  i6v ,  ou 
du  moins  qui  s'en  déduit. 
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Les  quantités  A,  B,  C,  D,  etc.,  e'tant  déterminées  par  ce  qui  pré- 
cède, on  calculera,  par  le  moyen  de  la  formule  (6),  le  nombre  de 
solutions  pour  toute  autre  congruence  contenant  plus  de  deux  incon- 
nues. Voici  un  seul  exemple  qui  suffira  pour  que  l'on  puisse  appliquer 
dans  tous  les  cas  la  formule  générale  qui  sera  donnée  plus  loin. 

Pour  trouver  le  nombre  de  solutions  de  la  congruence 

x\  +  x\  -f-  xj  -f-  i  =  o  (mod.  p  =  4^  -f-  i  )  : 

Si  l'on  représente  par  n8  et  P°  les  nombres  de  solutions  des 
congruences  Yl=;  x\-\-  x\-\-  x\  +  x\~o  et  f=zx\-r-x\-\-x\  =  o 

mod.  p),  la  formule  (8)  donnera  pour  le  nombre  cherché  — — — . 

Or  x\  +  xi  -f-  xî  =  o  (mod.  p  =  Sh'  -f-  i  ) ,  revenant  à  x\  -f-  x\  ~ 
y\  (mod.  p) }  on  aura 

P°=i.[i+4(p-i)]  +  A.4.A==i  +  4(/>-i)  +  (/;-i)A. 

Quant  à  la  valeur  de  n* ,  en  mettant  x\  -f-  x\  +  x\-+-  x\=.  o 
(mod.  p)  sous  la  forme  x\  -f-  x\=y\  -\-y\  (mod.  p),  ce  sera 

[i+4(p-i)]-  +  ^-'  (A'  +  B'  +  O  +  D-). 

Le  nombre  cherché  est  donc 

4[  i  ■+■  4  (p-  0  ]  +A'+By  — -A=p°-r-i-H-io+:6M+64^, 

par  la  substitution  des  valeurs  de  A,  B,  C,  D. 

Les  congruences  (32)  montrent  de  suite  que  ce  nombre  est  indé- 
pendant de  la  racine  primitive  /•. 

Deuxième  cas.   h  =  ih'  -f-  i ,  p  =  8h'  +  5. 
Dans  ce  cas  la  formule  (3i)  donne 

,\=— 5+Q,  A'=i— Q,  A*=i+Q,  A'"=i—  Q,  ") 

B=— 3-Q,  B'=i-(2r-i)Q,  b"=i-r-(2/-+i)Q,  B'"=i-Q,  ( 

C=— 3+Q,  C'=i-H>/-f-i)Q,  C'=i— 3Q,  C'"=i— (2r— i)Q,f  ("««•/V 

D=— 5— Q.  D'=i—  Q,  D'=i—  {or—  i)Q,  D'"=i+(2r-M)Q.) 
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d'où  l'on  tire 

A-f-4  =  C  +  4  =  A"=i+Q, 
(55)  B  +  4  =  D+4=A'=D'=A,"=D'"=  1  — Q,  j 

B'  =  D"  =  C'"=  1  —  (2r—  i)Q,  Vmod.  pz=8h'+5). 

C'  =  B"  =  D'"=,+(2r+i)Q, 
C"  =  1   —  3Q. 

On  a  de  plus  les  équations 

(56)  A"  +  B"  +  C"-f-D"  =  4(i,-r-i), 

B"  +  D"-f-2B'"  =  4(p+i), 

A"+    B'"  =  Q(H-i), 
qui  donnent  les  deux  suivantes  : 

A"  +  C"  =  2B"' ,   B"  -+-  D"  =  7.  A". 

Si  l'on  pose  A" — B'"  =  4" 5  D"  —  B"=  i6v,  on  aura,  comme  il  est 
focile  de  le  voir,  u  et  v  entiers,  et  de  plus 

B'"  =  p+i—  iu,   B"  =  /?-f  x-\-iu  —  8c,    C"  =  /j+i—  6u, 

A"=/J+I-{-2M,    D"  =  />-r-i  -\-2U  +  8v. 

Si  l'on  cherche ,  par  le  moyen  de  la  formule  (6) ,  les  nombres  de 
solutions  des  congruences 

x\ — ax\=y\  —  aji,  od\ — ji=a(xi — y*)  (mod./?=8A'-f-5), 

qui  reviennent  à  la  même,  et  où  le  nombre  a  est  un  non-résidu 
biquadratique  de  première  classe ,  on  trouvera  ,  en  égalant  ces 
nombres , 

I+ft(A''+]*«+C"+D'«)=(i+i6Â)'+A(AB+BC  +  CD-f-DA), 
ou,  réductions  faites, 

(57)  p  =  a'  +  4"*- 

Donc  si  l'on  pose  p  =  L'  +  Z»M' ,  L  et  M  étant  positifs ,  il  faudra  faire 

Tome  U.  —  Aobt  i83j.  3  7 


iSB  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

u  =  dzL,  en  choisissant  le  signe  de  sorte  que  A"  =  /)+  i±2L 
devienne  multiple  de  8.  Il  faut,  pour  cela,  prendre  ±  L  =  i  +  4"'- 
On  a  encore  ici  A"  —  B'"  =  l\u  =  2Q  ( mod  p) ,  et  par  suite  \  Q  =  L 
(mod.  p),  comme  dans  le  premier  cas. 

Pour  donner  un  exemple  de  l'application  des  formules  (6)  et  (8, , 
nous  chercherons  le  nombre  de  solutions  de  la  congruence  x]  +  x\ .  .  . 
+  x\  +  1  =  o  (mod.  p  =  Sh'  -f-  5),  nombre  qu'il  est  ne'cessaire  d'ob- 
tenir pour  pouvoir  employer  dans  tous  les  cas  la  formule  générale  qui 
sera  démontrée  plus  bas.  Nous  représenterons  par  n  la  fonction 
x\  +  x\  -f-  x\  -f-  x\,  et  par  P  la  fonction  x\  -f-  x\  -f-  xf. 

no p 

Le  nombre  cherché  sera,  d'après  la  formule  (8),  — —~. 

Si  l'on  écrit  la  congruence  n=o  (mod. p)  sous  la  forme  x\ — ( — \)x\.  . 
=  ( — 1)  [a% — ( — 1)  x$]  (mod.  p),  qui  rentre  dans  la  forme  X* — a'x\.  . 
=  a*{x\  —  a*xi)  (mod.  p),  on  aura,  pour  le  nombre  de  solutions, 

n»  =  1  +  h{A"C"  ■+■  B"D"  +  C'A"  -h  D"B"). 

Quant  à  la  congruence  P  =  o,  ou  xi-^-x'l  = —  x\  (mod.  p),  elle  a 
pour  nombre  de  solutions  P°  =  1  +  I^h.  C". 
Le  nombre  de  solutions  cherché  sera  donc 

A'C"-f.B"D"  _  c>>  =  p%  _  ^  +  i q  +  56u  +  6^u%  ^ 

par  la  substitution  des  valeurs  de  A",  B*,  C,  D*. 

Nous  ferons  observer,  en  terminant  ici  ces  applications,  que  nous 
pourrons  reprendre  dans  un  autre  mémoire  pour  le  cas  de  m  =  5, 
que  pour  ce  cas  et  celui  de  m  =  6,  c'est-à-dire  pour/?  =  5h  -f-  t  et 
p  =  6h+i,  les   formules    qui    donnent    les  nombres  de  solutions 

des  congruences  ax*  -f-  bjs -±-kus  =  l  (mod.  p  =  5h~i-  1), 

axi  -f-  b/6  -f- +  ku*  =  /  (  mod  p  =  6h  + 1  ) ,  renfermeraient  les 

deux  coefficients  binomiaux 

%h.{*h  —  x) (&-<-;)       3M3ft—  1) ih 

«■    2 h  '        1.    2 h     ' 

et  comme  leur  détermination  directe  serait  fort  longue,  et  souvent 
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même  impraticable,  on  ferait  dépendre  leur  détermination  de  la  ré- 
solution de  certaines  équations  indéterminées.  Pareillement,  pour 
pz=rjh-\-\,. .  ,p=8h-{-\,  les  formules  contiendraient  les  trois  coeffi- 
cients binomiaux 

2à(2ft— 1)..  (h+i)      3h.(3h—i)...(2h+i)      4M4&—  i)...(3fc-f-0 


et  ainsi  de  suite. 

Il  se  présente  donc  ici  un  problème  important  à  résoudre ,  et  dont 
voici  l'énoncé  : 

«  Soient  p  =  mh  +1  et  A ,  =  1 . 1 . . .  h ,  A.  =  (h-\- 1  )  (h  -+-  2) . . . 
ih,  A3=(2A-r-i)  (2^+2) 5h ,. .  .  ,Amh  =  (m — 1)  (h  +  i). .  .mh  ; 

on  demande  les  valeurs  de  -1 ,   — -, V^fmod.  p),   n  étant  — 

A,      A,  A,  ^  r  '  '  2 

ou  l'entier  immédiatement  supérieur;  ou  ,  s'il  est  possible ,  les  valeurs 

de  A.,,  A, A.  (mod.  p),  c'est-à-dire  les  restes  de  ces  quantités 

divisées  par  p  nombre  premier.  » 

Ce  problème  a  été  résolu  dans  quelques  cas  particuliers  ;  la  solu- 
tion générale  serait  fort  utile  pour  la  détermination  des  équations 
auxiliaires  qui  servent  à  l'abaissemeut  de  l'équation  xp  =  1  ;  c'est  ce 
qu'on  verra  dans  l'article  suivant  ;  et  elle  ne  serait  pas  moins  utile 
pour  l'établissement  des  lois  de  réciprocité  dans  la  théorie  des  résidus 
de  puissances,  ainsi  qu'on  le  montrera  dans  un  autre  paragraphe. 

VIII. 

Nombre  de  solutions  de  la  congruence  A0-f-A1.rI<n-f-  A,xam  + 

-j-  A4m  xkm  =  o  (mod.  p  =  hm  -f-  1  ). 

Pour  trouver  le  nombre  de  solutions  d'une  congruence  <p(<r,  x,.  .  . 
Xi)  =  o(mod  p)  déterminé  ainsi  qu'il  a  été  dit  dans  l'article  premier, 
il  suffit  de  chercher  une  fonction  4,  (x, ,  a?,.  . . ,  xk)  qui  se  réduise  à 
l'unité  pour  toute  solution  x,  =  a, ,  xa  =  ctt .  . . ,  xk  =  ak ,  et  qui  se 
réduise  à  zéro  pour  toute  substitution  x,  =  £,,  xa  =  £a . .  .  xk  =  Çt , 
qui  ne  satisfait  pas  à  la  congruence  <p{x, ,  x%.  ..,  xk)~o(mod.  p) 
la  somme  des  valeurs  de  *]>  (xl}  xt.  . . ,  xk)  formées  en  mettant  suc- 

37.. 
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cessivement,  au  lieu  de*,,*,...,*!,  les  pk  arrangements  k  a  k  des 
nombres  o,  i,  2..  .  p  —  1,  sera  le  nombre  des  solutions  que  nous 
représenterons  par  Sà. 

Pour  le  cas  de  p  nombre  premier,  en  représentant  par  R  une 
racine  imaginaire  quelconque   de  l'équation   zf  =  1  ,    on    sait    que 

I  (  1  _±_  R<  4- R"  4- R3i -+- .  .  ._f_R0>-oi)  devient  1  ou  o,  selon  que  le 

P 

nombre  entier  i  est  divisible  ou  non  divisible  par  p. 

On  peut  donc  poser 

4.=  -(i-t-R«--f  R*»-  +  ...  -J-Rfr-V). 

Pour  abréger,  on  a  écrit  4  •  et  p .  au  lieu  de  -vf,  (*,  ,*,...,  .r») . . 
p(*,,  *,...,*»).  De  là  résulte 

(38)  S,=  -2(iH-R*:-f-R*«  +...R^-,)?), 

ia  somme  étant  prise,  par  rapport  à  *, ,  depuis  *,  =  0  inclusivement 
jusqu'à  *,=/?  (exclusivement);  par  rapport  à  *»,  depuis  *s=o  jus- 
qu'à *,=£>,  et  ainsi  des  autres. 

Pour  calculer  plus  facilement  cette  somme,  représentons  par  p  une 
racine  primitive  de  p  ou  de  *p— '  —  1=0  (mod.  p  =  hm -j-  1) ,  et 
posons 

7o  =  Rp°   +Rf~  +  R'"  + +Rf<i-"~, 

7,   =  R>    +  R'~    -r.Rf,m++....+Rf("°ra+', 

Y%  =RÏ*  +Rf"+'  +R^+'H-...+Rf""'^, 
j.  =  «f  +  R^  H-  R''"+*  +  ...+Rf<^, 

Jm_,  =  Rf""  +  r;"7'  h-  Rf,m~'  -f-.,.+R'*~. 

Ces  m  quantités  seront  nécessairement  les  racines  d'une  équation  du 
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degré    m ,    puisque   si   l'on   remplace   la    racine    R    pat    une    autre 
racine  imaginaire,  telle  que  R    ,  la  suite  j0 ,  yx. .  .  ./„_,  deviendra 
Je,  Ja-t-x  >J*->-*-  ■  ->/a-i  »  qui  n'en  diffère  que  par  l'ordre  des  termes. 
Appliquons  la  formule  (38)  à  la  congruence 

A0  -|-  A,^,"  +  A%xtn  +. .  .  .  + AAxAra^o(mod.  p  =  hm  ■+-  1), 

ou  plutôt  à  la  congruence 

f"  -f-  fhx,m  -f-  fcx"  +.  . .  -f-  f%x™  =  o  (mod,  p  =  hm  +  1) , 

puisque  tout  nombre  entier  est  congru  à  une  certaine  puissance  de  la 
racine  primitive  p. 

On  voit  de  suite  que  la  formule  (58)  donne 

/)Ss=/j«  +  2R*-4-2R'f  +.  ..-f-2R("-'V. 

Cherchons  donc  la  valeur  de  2  R"? ,  ou  plutôt,  en  prenant  pour  le 
nombre  entier  positif  i  la  puissance  p"  qui  lui  est  congrue  suivant  le 
module  p,  cherchons  la  valeur  de  2  R/>*»-  .  Mettant  pour  <p .  sa  valeur , 
on  trouve  immédiatement 

2Rf««  =  Rf°-  2R^.-  2R^.- 2^ 

chaque  somme  étant  prise,  comme  on  l'a  dit,  depuis  zéro  jusqu'à  p. 

Or,  si  l'on  met  pour  x,  les  nombres  1,  2,  3,  4-  •  P — !>  ou  />,  y*.  .  . 
f?~',  x,m  donne,  à  l'ordre  près  ,  les  termes  pm,  />""...  p*1" ,  pris 
chacun  m  fois. 

Soit  en  effet  xt  Sf-"4"'  (mod.  />  =  Am  +  i),  i  et  y  étant  tous  deux 
moindres  que  m,  il  en  résultera  ,r1m=  p'hm+fm—pfi*  çm^t  p)  ;  ov  i  peut 
prendre  m  valeurs  o,  1,  2...,  m  —  1  ;  le  terme  f*"  se  trouve  donc 
répété  m  fois,  et  il  en  est  de  même  de  pm ,  p,m,  etc. 

Ayant  donc  égard  à  la  valeur  x,  =  o,  on  trouvera  2R?  */    ss 

i-J-  myq ,  et  par  suite 

2R'""  =  Rf°+"  (i+ro/l+,)  (i-r-/«r,+„)-  ■  -^+W^)> 
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taisant  successivement  nz=.o,  i,  a.../>  — 2,  et  ajoutant  toutes  les 
valeurs  de  2Rf  *  .  on  trouve 

(3g)  pSk=pk+ja(i+mya)(i  +  mji)(  i-\-mye).  . .  .(i  +  mje) 

J.+,(iH-'«r<.+.)(i+wrl+1XiH-mjc+1)---(I+m7«+.)» 


r«+— .(i+»»r«+— >)  (i+nîrM— i)  (i+mjc+»-.)-  •  •  • 

où  il  faut  ôter  7/z  des  indices  qui  surpassent  ce  nombre. 

Examinons  quelques  cas  particuliers. 

Soit  d'abord  i  +  x,m  +  xtm  -\- -\-XiT = o (mod.  p  =  hm-hi), 

il  faudra  faire  a=bz=c.  . .  .  =  g=o.  Si  nous  représentons  le  nombre 
de  solutions  par  NA ,  il  viendra 

f»  pK=pk+r0  (i+mj-0y+r,  (H-  '«/.)M- ■ •  -+.r— .(*+"*/— .)*» 

formule  due  à  M.  Libri,  qui  la  démontre  de  même. 
Considérons  encore  la  congruence 

•r,m-|-.ram4-.z'8m  +  -  •  •-}-xkm=  f*  =  —  f^~  (mod.  p=hm-\-i  ). 

Comme  on  doit  ôter  m  des  indices  qui  surpassent  ce  nombre,  pour 
h  pair  on  posera  a—f,  £  =  c....  =  r  =  o,  et  la  formule  (39) 
deviendra 


(40     A=p*+//(i+m^.)*+^/+,(i+mjOM- 

+y/_I  (H-jm_.)'- 

Mais,  pour  h  impair,  on  fera  *i==/+t>  b  =  c.  .  .=g  =  o,   et  la 
formule  (3g)  deviendra 


(4a)        PSk=p'--i-j/^(i  +  mjoy  +7*-n~  (l  +  W'Y 
Ces  formules  nous  serviront  plus  loin 
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La  formule  (40)  donnant  les  équations 

/>N,=/>+7.(i+mro)+/1(i  +  mj1)  +j,(i  -f-m7,)  + 

-r-J«-,  (i+mjm-). 

-f-x„-.(i-f-"ym-.)3. 


P^m-,=P      +Jo{y+my0)~  +yl(i-\-myl)      +J.(iH-mj3)       ••• 

+Tm_,  (i+^m_.)m   ', 
auxquelles  il  faudra  joindre 

0=  1  +jr.-f-r. +./*+•  ••-{-/«_,• 

On  tirera  de  ces  m  équations  les  valeurs  des  m  sommes 

70+7,+. .  .+jm_, ,  /o'-hr.H--  •  --hrt- ,  •  ■  ■y.m+y,m  -\-y"-  •  .-+-r,Z, , 

et  par  les  formules  connues  on  en  déduira  les  valeurs  des  coefficients 
de  l'équation  en  y.  C'est  là  le  procédé  employé  par  M.  Libri  pour  le 
calcul  de  l'équation  en  y  ;  il  se  trouve  complété  ici  par  le  calcul  des 
nombres  N, ,  N,,  N3.  .  .  ,  Nm_, ,  qui  se  fait  au  moyen  des  formules  de 
l'article  IV. 

Nous  ferons  remarquer  ici  que  les  coefficients  N,,  Na,  Nm_,  seront 
uniquement  fonctions  de  certains  coefficients  binomiaux,  aussi  bien 
que  les  coefficients  de  l'équation  en  y  ,  car  r  doit  disparaître  du  résultat 
qui  ne  peut  rien  contenir  d'indéterminé.  Les  exemples  du  paragraphe 
suivant  confirment  cette  remarque. 

La  formule  (4o)  qui  ne  contient  que  les  fonctions 

Jo+T,+  -  •  .+„_,,  JoM-7.*+-  •  •+r„i.,  •  ♦  -jr0m  +/."+•  •  •Jm—m  , 

qui  se  déterminent  très  facilement  au  moyen  des  coefficients  de 
l'équation  en  y,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  la  résoudre,  pourra 
toujours  être  employée  dès  qu'on  aura  trouvé  l'équation  en  j.    Mais 
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i!  n'en  est  pas  de  même  des  formules  (Sç),  (4i)  et  (42);  les  fonctions 

7/ro+r/WV-f--  •  ■+Jf-tJm-t,J/JB''Hrf+,Jl''-h- .  .+J/-./J,  ,  etc. 

qui  entrent  dans  la  formule  (40;  Par  exemple,  ne  sont  point  des 
fonctions  symétriques  qui  puissent  se  déterminer  rationnellement  par 
le  moyen  de  l'équation  en  y.  Cependant  elles  ont  une  propriété 
commune  avec  la  somme ^*°-f-j'?-f-j°  +  .  .  . y,„L, ,  c'est  de  conserver 
la  même  valeur  quand  la  racine  imaginaire  de  xp  =  1  ,  qui  a  servi 
pour  former  les  fonctions  y0 ,  y, .  .  .  ,  ym—,  vient  à  changer.  Ce  qui 
tient  à  ce  que  ce  changement  augmentant  tous  les  indices  d'un  même 
nombre,  le  g'""  terme,  par  exemple,  devient  le  premier,  le  (g-f-i)""" 
le  deuxième ,  le  (g+2)''""  le  troisième ,  et  ainsi  de  suite.  Quand  on 
aura  calculé  ces  fonctions,  qu'on  pourrait  appeler  circulantes,  on 
pourra  faire  usage  des  formules  démontrées  dans  cet  article,  sans  qu'il 
soit  besoin  de  résoudre  l'équation  en  y ,  en  la  ramenant  à  une  équa- 
tion à  deux  termes ,  ce  qui  serait  fort  long  (*). 


(1)  Les  autres  paragraphes  de  ce  mémoire  forment,  pour  ainsi  dire,  autant  de 
mémoires  séparés  que  nous  publierons  dans  ce  Journal ,  dès  que  l'auteur  nous 
les  aura  fait  parvenir.  (  J.  Liocville.  ) 
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NOTE 

Sur  un  cas  particulier  de  la  construction  des  tangentes  aux 
projections  des  courbes,  pour  lequel  les  méthodes  géné- 
rales sont  en  défaut  ; 

Par  M.  CHASLES. 


Dans  plusieurs  questions  de  Géométrie  descriptive,  particulière- 
ment dans  quelques  épures  de  coupe  des  pierres,  il  arrive  que,  pour 
certains  points  d'une  ligne  courbe  provenant  de  l'intersection  de  deux 
surfaces ,  la  tangente  à  cette  courbe  est  perpendiculaire  à  l'un  des 
plans  de  projection;  alors  la  projection  de  cette  tangente,  sur  ce 
plan,  se  réduit  à  un  point,  et  ne  fait  plus  connaître  la  tangente  à  la 
projection  de  la  courbe. 

La  méthode  générale  pour  construire  les  tangentes  aux  projections 
des  courbes  situées  dans  l'espace,  en  les  regardant  comme  les  projec- 
tions des  tangentes  à  ces  courbes,  est  donc  absolument  en  défaut  pour 
ces  cas  particuliers,  et  une  méthode  spéciale  devient  nécessaire. 

Cette  question  a  occupé,  il  y  a  une  vingtaine  d'années,  MM.  fiinet 
et  Hachette,  qui,  l'un  et  l'autre,  sans  la  résoudre  dans  la  généralité 
où  nous  venons  de  la  proposer,  ont  imaginé  des  moyens  particuliers 
propres  à  déterminer  les  tangentes  dans  quelques-uns  des  cas  dont  il 
s'agit.  (Voir la  Correspondance  sur  l'École  Polytechnique ,  tome  III, 
pages  197  à  201,  année  i8i5.) 

La  construction  de  M.  Binet  est  fondée  sur  une  belle  méthode ,  autre 
(jue  celle  de  Mouge  suivie  jusqu'alors,  pour  déterminer  les  tangentes 
à  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces.  Au  lieu  de  mener  les  plans 
tangents  aux  deux  surfaces  en  un  point  de  cette  courbe,  et  de  prendre 
-leur  commune  intersection  qui  est  la  tangente  cherchée,  M.  Binet 
mène  les  normales  aux  deux  surfaces  en  ce  point,  et  une  perpendicu  - 
iaire  au  plan  déterminé  par  ces  deux  normales  :  cette  perpendiculaire 

Tome  II.  —  Aoct  i83-.  38 
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est  la  tangente  cherchée,  et  ses  projections  sont  perpendiculaires  aux 
traces  de  ce  plan  sur  les  plans  de  projection. 

Cette  méthode  est  générale  comme  la  première  ;  mais  elle  est  aussi 
en  défaut  dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe.  Car  si  la  tangente 
en  un  point  de  la  courbe  est  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  projec- 
tion ,  les  normales  aux  deux  surfaces  seront  parallèles  à  ce  plan ,  et 
couséquemment  la  trace  du  plan  qu'elles  déterminent  sera  à  1  infini , 
et  ne  pourra  point  servir  pour  la  construction  de  la  tangente  à  la 
projection  de  la  courbe. 

Cependant  il  est  un  cas  où,  par  une  circonstance  particulière, 
M.  Binet  a  pu  faire  usage  de  cette  méthode.  C'est  dans  l'épure  de  la 
courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  deux  axes 
se  rencontrent.  Le  plan  des  deux  axes  étant  pris  pour  l'un  des  plans 
de  projection  ,  en  chaque  point  de  la  courbe  d'intersection  des  deux 
surfaces  situé  dans  ce  plan ,  la  tangente  à  cette  courbe  est  perpendi- 
culaire à  ce  plan  ;  par  conséquent  les  méthodes  générales  sont  en 
défaut.  Néanmoins,  par  des  considérations  particulières,  celle  de 
M.  Binet  conduit  encore,  dans  cette  question ,  à  la  construction  de  la 
tangente.  En  effet ,  les  normales  aux  deux  surfaces ,  en  un  point 
quelconque  m  de  leur  intersection,  rencontrent  le  plan  des  deux  axes 
de  révolution,  pris  pour  plan  de  projection,  précisément  aux  points 
où  elles  rencontrent  respectivement  les  deux  axes;  il  faut  donc  joindre 
ces  deux  points  par  une  droite,  et  mener  une  perpendiculaire  à  cette 
droite  par  le  point  qui  est  la  projection  du  point  ni.  Cette  perpendi- 
culaire est  la  tangente  à  la  projection  de  la  courbe  d'intersection  des 
deux  surfaces.  Celte  construction  subsiste  encore  quand  le  point  /;/ 
est  situé  dans  le  plan  des  deux  axes,  bien  que  les  considérations  géo- 
métriques sur  lesquelles  elle  repose  ne  soient  plus  applicables;  mais 
on  en  conclut ,  par  la  loi  de  continuité ,  qu'elle  doit  encore  donner  la 
tangente  à  la  courbe. 

Telle  est  la  méthode  de  M.  Binet,  qui  a  été  reproduite  depuis  dans 
les  traités  de  Géométrie  descriptive,  mais  toujours  pour  la  même 
question  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  se  rencontrent. 
Les  solutions  que  M.  Hachette  a  données  aussi  pour  quelques  cas 
semblables  consistent  à  remplacer  les  deux  surfaces  proposées  par 
deux  autres  dont  la  courbe  d'intersection  ail  la  même  projection  que 
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les  deux  premières  sur  le  plan  où  l'on  veut  avoir  les  tangentes  à  cette 
projection.  Alors  ce  sont  les  tangentes  à  la  courbe  d'intersection  de 
ces  deux  nouvelles  surfaces  qui  font  connaître  les  tangentes  à  la  pro- 
jection de  cette  courbe.  Et  l'on  prend  les  deux  nouvelles  surfaces  de 
manière  que  pour  le  point  de  leur  courbe  d'intersection,  qui  répond 
au  point  de  projection  pour  lequel  la  méthode  des  tangentes  était  eu 
-défaut,  les  plans  tangents  à  ces  deux  sut-faces  ne  soient  pas  perpendicu- 
laires au  plan  de  projection.  M.  Hachette  détermine  ces  surfaces  par 
l'analyse,  dans  les  deux  applications  qu'il  a  faites  de  ce  procédé.  Mais  , 
outre  cet  inconvénient  qui  fait  que  ce  procédé  ne  convient  pas  à  la 
Géométrie  descriptive,  on  voit  qu'il  ne  constitue  point  une  méthode, 
puisqu'il  n'y  a  aucun  moyen  certain  pour  trouver,  même  avec  le 
secours  de  l'analyse,  les  deux  nouvelles  surfaces. 

Voilà,  je  crois,  tout  ce  qui  a  été  fait  au  sujet  du  cas  particulier  des 
tangentes  qui  nous  occupe.  Il  y  a  donc  encore  à  trouver  la  méthode 
générale  qui  lui  convient,  et  à  dire  aussi  la  raison  à  priori  pour  la- 
quelle les  méthodes  ordinaires  devaient  être  en  défaut  dans  ce  cas. 

La  réponse  à  ces  deux  questions  découlera  naturellement  du  théo- 
rème suivant  : 

Quand  une  ligne  courbe  tracée  sur  une  surface  cylindrique  est 
tangente ,  en  un  point ,  a  l'une  des  arêtes  du  cylindre ,  le  plan  tangent 
au  cylindre  suivant  cette  arête  est  le  plan  osculateur  à  la  courbe  au 
point  qu'on  considère. 

Cela  est  évident,  car  la  courbe  a  un  premier  élément  compris  sur 
l'arête  du  cylindre,  puisqu'elle  lui  est  tangente,  et  l'élément  suivant 
aboutit  à  l'arête  infiniment  voisine  de  cette  première  ;  il  s'ensuit  que 
le  plan  tangent  au  cylindre,  lequel  est  le  plan  des  deux  arêtes,  con- 
tient les  deux  éléments  de  la  courbe  ;  il  est  donc  son  plan  osculateur  : 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

D'après  cela,  remarquons  que  quand  une  courbe  située  dans  l'espace 
a  sa  tangente  en  un  point  perpendiculaire  au  plan  de  projection  , 
cette  courbe  est  tangente,  en  ce  point,  à  l'arête  du  cylindre  proje- 
tant; donc  le  plan  tangent  à  ce  cylindre,  dont  la  trace  sur  le  plan  de 
projection  sera  la  tangente  à  la  projection  de  la  courbe,  est  le  plan 
osculateur  à  la  courbe.    Donc 

Quand  In  tangente  en  un  point  m  d'une  courbe  située  dans  l'espace 

38.. 


296  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

est  perpendiculaire  au  plan  de  projection ,  la  tangente  à  la  pwjection 
de  cette  courbe ,  au  point  correspondant  au  point  m,  est  la  trace ,  sur  le 
plan  de  projection,  du  plan  osculateur  de  la  courbe  au  point  m. 

Ainsi  le  problème  des  tangentes,  dans  ce  cas,  se  change  en  celui  du 
plan  osculateur. 

Cette  solution  est  ge'nérale ,  et  rentre  dans  une  des  théories  que 
considère  la  Géométrie  descriptive  où  l'on  sait  mener  le  plan  oscula- 
teur en  chaque  point  d'une  courbe  à  double  courbure. 

Ce  problème  a  été  introduit  dans  la  Géométrie  descriptive  par 
M.  Hachette,  qui  en  a  donné  une  belle  et  savante  solution,  qui  est 
celle  que  nous  proposerons  ici  pour  le  cas  de  la  construction  des  tan- 
gentes qu'il  s'agit  de  résoudre.  Comme  cette  solution,  quoique  bien 
remarquable ,  n'est  pas  celle  néanmoins  que  l'on  a  adoptée  dans  le* 
traités  de  Géométrie  descriptive,  nous  allons  la  rappeler  ici. 

Pour  construire  le  plan  osculateur  d'une  courbe  à  double  courbure 
en  un  point ,  on  mène,  par  les  différents  points  de  cette  courbe,  les 
normales  aux  deux  surfaces  dont  elle  est  l'intersection.  Ces  deux  séries 
de  normales  forment  deux  surfaces  gauches.  Par  le  point  pour  lequel 
on  veut  le  plan  osculateur,  on  mène  le  plan  normal  à  la  courbe;  il 
touche  les  deux  surfaces  gauches  en  deux  points  qu'on  joint  par  une 
droite;  par  la  tangente  à  la  courbe  on  mène  un  plan  perpendiculaire 
à  cette  droite ,  ce  qui  est  possible ,  parce  qu'elle  est  dans  le  plan 
normal;  ce  plan  est  le  plan  osculateur  cherché  ;  et,  de  plus,  le  point 
où  il  rencontre  la  droite  est  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  que 
que  l'on  considère  (*"). 


(*)  M.  Hachette  a  donné  cette  solution  dans  le  Bulletin  des  Sciences  de  la 
Société  philomatique  (anut'e  1816,  p.  88)  ,  et  dans  ses  Élémens  de  Géométrie  à 
trois  dimensions  (partie  synthétique)  ,  in-8° ,  1817.  Dans  quelques  notes  que  j'a- 
vais adressées  à  M.  Hachette,  en  réponse  à  la  communication  qu'il  me  faisait  de 
sa  solution  ,  notes  que  ce  géomètre  a  eu  la  bonté  d'insérer  dans  se  a  ouvrage,  j'ai 
indiqué  une  seconde  manière  de  construire  le  plan  osculateur.  Elle  consiste  à  mener 
les  tangentes  à  la  courbe  proposée ,  et  à  chercher  les  points  où  elles  percent  un 
plan  quelconque  ;  ces  points  forment  une  courbe  dont  les  tangentes  sont  situées 
dans  les  plans  osculateurs  de  la  courbe  proposée.  Ou  n'a  donc,  pour  déterminer 
ces  plans  osculateurs,  qu'à  mener  les  tangentes  à  cette  nouvelle  courbe. 

C'est  cette  construction  qu'on  a  reproduite  depuis  dans  les  traités  de  Géométrie 
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Pour  déterminer  le  point  où  un  plan  mené  par  une  génératrice 
d'une  surface  gauche  touche  la  surface,  on  construit  la  courbe  suivant 
laquelle  ce  plan  coupe  la  surface  :  cette  courbe  rencontre  la  génératrice 
au  point  de  contact  cherché. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  proposée  est  l'intersection  de  deux  surfaces 
de  révolution ,  les  normales  qui  forment  les  deux  surfaces  gauches 
s'appuient  respectivement  sur  les  deux  axes  de  révolution  ;  le  plan 
normal  en  un  point  m  de  la  courbe  touche  ces  deux  surfaces  aux 
points  où  les  deux  normales,  menées  par  le  point  m ,  rencontrent 
les  deux  axes.  Il  suffit  donc,  pour  construire  les  deux  surfaces  gauches, 
de  joindre  ces  deux  points  par  une  droite,  et  de  mener  par  le  point  m 
un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  :  c'est  le  plan  osculateur. 

descriptive  :  je  ne  sais  pourquoi  ;  car  celle  de  M.  Hachette  est  infiniment  préfé- 
rable sous  tous  les  rapports  ,  notamment  comme  donnant  le  centre  du  cercle 
osculateur,  en  uièine  temps  que  son  plan.  Pour  déterminer  ce  centre,  on  est 
obligé  de  recourir  à  d'autres  constructions.  On  projette  la  courbe  proposée  sur 
son  plan  osculateur;  on  a  une  courbe  plane  dont  ou  cherche  le  cercle  osculateur 
par  une  méthode  graphique  particulière  donnée  par  M.  Bergery  ,  dans  son  excel- 
lent ouvrage  intitulé  :  Géométrie  des  courbes  appliquée  à  l'industrie  (in-8°, 
Metz,  1826). 

J'avais  donné  aussi*  une  méthode  pour  construire  le  centre  du  cercle  oscula- 
teur,  après  avoir  déterminé  le  plan  osculateur;  la  voici  :  Que  par  chaque 
point  de  la  courbe  proposée  on  mené  sa  normale  comprise  dans  son  point  oscula- 
teur ;  toutes  ces  normales  jorment  une  surface  gauche.  Le  plan  normal  à  la 
courbe ,  en  un  de  ses  points,  touche  la  surface  en  un  point  qui  est  le  centre  de 
courbure  cherché.  (Voir  Eléments  de  Géométrie  à  trois  dimensions  ;  par  M.  Ha- 
chette ,  p.  1 12  ). 

Enfin,  pour  dire  ici  tout  ce  qui  a  été  fait  au  sujet  du  problème  du  plan  oscula- 
teur et  du  centre  de  courbure  d'une  courbe  à  double  courbure  ,  nous  ajouterons 
que  MM.  Ch.  Dupiu  et  Poncelet  l'ont  aussi  résolu.  Leurs  solutions,  quoique  diffé- 
rentes, consistent  l'une  et  l'autre  à  chercher  les  centres  de  courbure  des  deux 
courbes  planes  qui  sont  les  projections  de  la  courbe  proposée ,  et  à  faire  usage  de 
ces  deux  centres  de  courbure  (et  c'est  en  ce  point  qu'elles  différent) ,  pour  arriver 
à  la  connaissance  du  plan  osculateur  et  du  centre  de  courbure  cherchés.  (Voir 
Annales  de  Mathématiques ,  t.  7  ,  p  18,  année  1816;  et  t.  i5,  p.  i/[5  ,  année 
i8?.5). 

Ces  solutions  ne  sont  pas  applicables  à  la  question  actuelle  ,  puisque,  loin  de 
connaître  le  centre  de  courbure  de  la  projection  de  la  courbe  proposée,  on  veut 
déterminer  la  tangente  de  cette  projection. 
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Cette  construction  a  lieu  quelle  que  soit  la  position  des  axes  des 
deux  surfaces  de  révolution  dans  l'espace.  Si  on  l'applique  au  cas  parti- 
culier où  les  axes  se  rencontrent,  elle  conduit  à  la  construction  même 
de  M.  Binet;  elle  rattache  à  une  méthode  générale  cette  construction 
obtenue  par  iuduction,  et  dont  la  légitimité  ne  reposait  que  sur  le 
principe  de  continuité. 

Les  considérations  précédentes  fout  bien  voir  pourquoi  les  méthodes 
générales  pour  la  construction  des  tangentes  aux  projections  des 
courbes  devaient  être  en  défaut  pour  le  cas  eu  questiou  ;  c'est  que  . 
dans  ce  cas  ,  la  tangente  à  la  projection  de  la  courbe  fait  connaître 
immédiatement  le  plan  osculateur  à  la  courbe,  et  que  la  considération 
de  ce  plan  implique  nécessairement  la  considération  de  deux  éléments 
consécutifs  de  la  courbe,  ou,  en  analyse,  des  infiniment  petits  du 
second  ordre,  tandis  que  les  méthodes  générales  pour  la  construction 
des  tangentes  ne  demandent  que  la  considération  d'uu  seul  élément  de 
la  courbe,  et;  en  analyse,  des  infiniment  petits  du  premier  ordre 
seulement.  Ces  méthodes  devaient  donc  être  en  défaut  pour  le  cas  en 
question,  sans  quoi  elles  eussent  fait  connaître,  par  la  considération 
des  infiniment  petits  du  premier  ordre  seulement,  les  plans  osculateurs 
aux  différents  points  d'une  courbe  à  double  courbure  :  ce  qui  est 
contraire  à  la  nature  des  choses. 

Le  cas  de  la  construction  des  tangentes ,  qui  fait  l'objet  de  cette 
note,  ne  se  présente  pas  seulement  dans  les  épures  de  la  géométrie 
descriptive  propsement  dite.  11  peut  se  présenter  dans  plusieurs  ques- 
tions de  perspective  où  l'on  aura  à  faire  la  perspective  d'une  courbe 
dont  une  des  tangentes  passera  par  l'œil.  Cette  tangente  ne  suffira 
plus  pour  faire  connaître  la  tangente  à  la  perspective  de  la  courbe. 
Pour  construire  celle-ci ,  il  faudra  mener  le  plan  osculateur  de  la 
courbe  ;  sa  trace  sur  le  tableau  sera  la  tangente  cherchée. 

Cette  construction  servira  aussi  pour  déterminer  les  tangentes  à  la 
perspective  du  contour  apparent  d'une  surface,  pour  les  points  où  le 
rayon  visuel  est  tangent  à  ce  contour  ;  circonstance  qui  se  présente ,  et 
qui  a 'été  remarquée  expressément  dans  plusieurs  dessins,  particu- 
lièrement dans  la  perspective  du  piédouche,  où  les  points  en  question 
deviennent ,  en  perspective,  des  points  de  rebroussement. 
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THÉORÈMES 

Sur  les  contacts  des  lignes  et  des  surfaces  courbes  ; 
Par  M.  CHASLES. 


Des  courbes  planes.  Ou  dit  que  deux  courbes  ont  uu  contact  de 
l'ordre  m,  quaud  elles  ont  m  éléments  consécutifs  communs;  et  alors 
elles  passent  par  (m-f-i)  points  infiniment  voisins.  Cette  condition 
géométrique ,  traduite  en  analyse,  fait  voir  que  les  deux  courbes  étant 
exprimées  par  deux  équations  entre  les  coordonnées  x,  y,  obliques 
ou  rectangulaires,  il  faut  que  les  m  premiers  coefficients  différentiels 

j-.j  ~T\>"  •  'ZrLt  delà  première  courbe  soient  égaux  respective- 
ment à  ceux  de  la  seconde  ,  quand  on  y  met  pour  x  ely  les  coordon- 
nées du  point  de  contact. 

Ainsi  deux  courbes  auront  un  contact  de  l'ordre  m  eu  uu  point, 
quand  on  reconnaîtra  que  l'une  de  ces  deux  conditions,  géométrique 
et  algébrique ,  a  lieu. 

Si  de  l'éqnation  de  la  première  courbe  ou  tire  la  valeur  de  la  coor- 
donnée x,  et  qu'on  la  mette  dans  l'équation  de  la  seconde  courbe  ,  cette- 
équation  donnera  les  ordonnées^-  des  points  d'intersection  des  deux 
courbes.  Ces  deux  courbes  passant  par  (w+  1)  points  infiniment  voi- 
sins, qui ,  dans  la  réalité,  se  réunissent  en  un  seul,  l'équation  en  y  aura 
(m+  1)  racines  égales,  pour  chaque  point  où  les  deux  courbes  ont 
un  contact  de  l'ordre  m.  Celte  équation  sera  donc  de  la  forme 
(Fy)"*"1"'  X  fy  —  o;  l'équation  F/  =  o  correspondant  aux  points  en 
chacun  desquels  les  courbes  ont  un  contact  de  l'ordre  m,  et  l'équation 
fjr  =  0  aux  autres  points  d'intersection  des  deux  courbes. 
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Daprès  cela  ,  soit  <p  (x  ,  y)  =  o  l'équation  de  la  première  courbe  ; 
celle  de  la  seconde  pourra  nécessairement  être  mise  sous  la  forme 

Aç(x,r)  ■+■  B  [4  (x  ,  y)]"+'  =  o; 

A  et  B  pouvant  être  des  constantes  ou  des  fonctions  de  x  et  y.  Car  la 
valeur  de  x  tirée  de  la  première  équation  0  (x  ,  y)  =  o ,  et  mise  dans 
la  seconde ,  réduira  celle-ci  à  la  forme 

//•(ï»-+,=  o: 

comme  nous  venons  de  faire  voir  que  cela  doit  être.  Et  le  point  de 
contact,  ou  les  points  de  contact  des  deux  courbes  seront  détermi- 
nés par  les  deux  équations 

<p(x,  y)  =  o,       et       4(x,   y)  =  o. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 
i"  Théorème.   Les  deux  équations 

<p  =  o,       et       Atp  +  B^""'"  =  o, 

où  A  ,  B ,  <p  et  4  soni  des  fonctions  de  x  et  y ,  représentent  deux 
courbes  qui  ont  un  contact  de  l'ordre  m  en  chacun  des  points  d'in- 
tersection des  deux  courbes  <p  =  o  et  4  =  o  ; 

Et  réciproquement ,  deux  courbes  qui  ont  un  contact  de  l'ordre  m 
en  un  ou  plusieurs  points,  peuvent  être  représentées  par  deux  équa- 
tions de  cette  forme. 

Nous  venons  d'obtenir  les  deux  équations  ci-dessus ,  en  nous  ser- 
vant de  la  condition  géométrique  pour  que  deux  courbes  aient  un 
contact  de  l'ordre  m;  il  est  facile  de  vérifier  qu'elles  satisfont  à  la 
condition  algébrique ,  c'est-à-dire  que  les  m  coefficients  différentiels 

J- ,  -r^,. . . .  t^  sont  égaux  respectivement  un  à  un,  dans  les  deux 
courbes,  pour  les  points  dont  les  cordonnées  satisfont  aux  deux 
équations  <p  =a  o ,  et  4  =  o. 

Eu  effet,  supposons  d'abord  que  A  et  B  soient  des  quantités  cons- 
tantes, c'est-à-dire  ne  contenant  ni  x  ni  /;  les  différentiations  suc- 
cessives des  équations  des  deux  courbes  donneront,  pour  la  première, 
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les  m  équations 

d<p  =  o ,     d'<p  ses  o ,     d3$  =  o , . .  .  c?m<p  =  o , 

d'où  l'on  tirera  les  valeurs  des  m  premiers  coefficients  différentiels 
de  cette  première  courbe  ;  et  pour  la  seconde ,  les  m  suivantes  qui  ser- 
viront aussi  pour  calculer  les  m  premiers  coefficients  différentiels  de 
la  seconde  courbe , 

kd<p  +B(m+i)4*-^4  =  °» 

Ad><p  -f-  B(m-f- 1  )m .  4"—1(c?4),4-B(m+ 1  )4m .  d*4  =  o , 

Ad3<p+B(/ra+i).m.(77j—  iHm_W)3+  •  •  .+B(7n+i)4,»Y/34=o, 

Adm<p+B(m+i).m.(m—  i)...3.34(4)m+...+B(m+i)4B.rf"4=o. 

Tous  les  termes  de  chacune  de  ces  équations  ,  excepté  le  premier , 
contiennent  le  facteur  4  élevé  à  des  puissances  qui  vont  en  augmen- 
tant jusqu'au  dernier  terme  où  l'exposant  de  4  est  toujours  m.  On 
voit  donc  que  pour  chacun  des  points  de  la  seconde  courbe,  dont  les 
coordonnées  satisfont  à  l'équation  4  =  °  >  toutes  les  équations  se  ré- 
duiront à  celles-ci  : 

d<p  =  o ,     d*<p  =  o ,     d3tp  =  o , . . . .  dm<p  =  o. 

Ce  sont  précisément  les  équations  provenant  de  la  différentiation  de 
l'équation  <p  =  o  de  la  première  courbe.  Donc  les  m  premiers  coeffi- 
cients différentiels  des  deux  courbes  sont  égaux  un  à  un  ;  et  consé- 
quemment  les  deux  courbes  ont  un  contact  de  l'ordre  m ,  en  chacun 
de  leurs  points  communs  dont  les  coordonnées   satisfont  à  l'équation 

Les  deux  courbes  ne  peuvent  avoir,  en  général ,  un  contact  d'un 
ordre  plus  élevé;  parce  qu'une  différentiation  de  plus  de  l'équation 
donnerait 

Arf"-H,(p-r-B(m-r-i).TO.(/«-i)...2.i.(^4)m-,-,-l-...H-B(TO+i)4m^m-+-,4=o; 

et  la  supposition  de  4  =  °  ne  réduit  plus  cette  équation  à  son  pre- 
mier terme"  seulement,  mais  bien  à  ses  deux  premiers  termes  ;  et  par 

Tome  IL  —  Aoit  1837.  3g 
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conséquent  la  valeur  de  -j-^  qu'on  en  tirerait  ne  sera  pas  égale  à 

celle  que  donnerait  l'équation  dm+v<p  =  o  de  la  première  courbe. 

Il  nous  reste  à  démontrer  le  théorème  pour  le  cas  où  A  et  B  sont 
des  fonctions   de  x  et  y. 

D'abord  si  nous  supposons  que  B  soit  une  fonction  de  x  et  dey , 
nos  m  équations  différentielles  de  la  seconde  courbe  contiendront  de 
nouveaux  termes  provenant  de  la  différentiation  de  B,  et  qui  seront 
tous  multipliés  par  des  puissances  de  4-  Donc,  quand  on  fera  4==0> 
ces  termes  disparaîtront  et  les  équations  se  réduiront  encore  à  leurs 
premiers  termes. 

Enfiu  ,  quand  A  est  aussi  une  fonction  de  x  et  y ,  au  lieu  des 
simples  termes  kd<p ,  h.d*<p,  Ad3<p,....  auxquels  se  réduisent  les  pre- 
miers membres  des  équations  différentielles  de  la  seconde  courbe . 
nous  aurons 

\d<p  -+-  <pd\  =  o, 

Ad'p-t-  2d\.dtp  +  (pd'A  =  o, 

Ad°<p+  5dAd*z>  -h  Mçd'k  -f-  çd3\  =  o, 


Mais  comme  on  a  <p  =  o,  la  première  équation  se  réduit  à  d<p  —  o  , 
par  suite  la  secoude  se  réduit  à  d'ip=zo;  puis  la  troisième  à  d3tp=o; 
et  ainsi  des  autres.  De  sorte  que  dans  le  cas  où  A  et  B  sont  des  fonc- 
tions de  x  et  y,  les  deux  équations  <p  =  o,  et  A<p  -f-B4m+1  =o,  re- 
présentent encore  deux  courbes  qui  ont  un  contact  de  l'ordre  m  en 
chacun  des  points  d'iutei  section  des  deux  courbes  <p=o  ,  4  =o. 

2e  Théorème.  Si  les  courbes  représentées  par  les  deux  équations 
<p  =  o  et  4  =  o,  ont  un  contact  de  l'ordre  de  n  en  certains  points, 
les  équations 

tp  =  o     et     A<p  -f-  B4"+I  =  o 

représenteront  deux  courbes  qui  auront  un  contact  de  l'ordre 
(m-f- 1  )   {n  -f-  î  )  —  i   en  chacun  de  ces  points. 

En  effet,  les  deux  courbes  <p=o  et  4  =  o>  ayant  un  contact  de 
l'ordre  n,  la  seconde  équation  4=0,  d'après  le  théorème  que  nous 
venons  de  démontrer ,   pourra  prendre  la  forme 
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A'<p  H-  BV+'  =  o , 

Tt  étant  une  fonction  de  x  elj,  et  A',  B'  des  constantes  ou  des  fonc- 
tions de  x  et  y  indifféremment. 

L'équation  A<p  -f-  B-^""*''  =  o  ,  deviendra  donc 

A<p  +  B(A'<p  -+-  B'5r"+,)'"+l  =  o. 

Dans  le  développement  du  binôme  (BVn4-,+A/<p)  élevé  à  la  puissance 
(m-\-  i),  le  premier  terme  sera  B'm"+",.'3'Cn~t"oc'n~,"'),  et  tous  les  autres  con- 
tiendront en  facteur  la  fonction  «pélevée  aux  puissances  i,  2,.. .,(m-\-i); 
le  résultat  sera  donc  de  la  forme 

De  sorte  que  l'équation  de  la  seconde  courbe  est  de  la  forme 

A<p  +  li[rt'<p  -f-  B'm-M7r<n-H'>o+0]  =  o, 
(A  +Ba>  +  B.B'm-M.9rt"-+-,Xm-M>  =  o, 
ou  enfin, 

atp  -f-  W"+l)("+l'  =  o, 

Or,  d'après  le  premier  théorème,  la  courbe  représentée  par  cette 
équation  a  un  contact  de  l'ordre  (m  +  1)  (n  -f-  1)  —  1  ,  avec  la  courbe 
<p  =  0,  en  chacun  des  points  d'intersection  des  deux  courbes  <p  =  o  et 
7r  =  o;  mais  ces  points  se  trouvent  aussi  sur  la  courbe  ■nJ.  =0,  puis- 
que l'on  a  *\,  =  A'tp-{-B''7t"+',  ce  qui  prouve  que  les  coordonnées  tirées 
des  deux  équations  <p=o,  7T=o  satisfont  à  l'équation  ^J,  =  o;  nous 
pouvons  donc  dire  que  le  contact  de  l'ordre  (m  +  1)  (n~\-  1)  —  1  des 
deux  courbes  proposées  a  lieu  aux  points  d'intersection  des  deux 
courbes  <p=-  o  et  -vL  =  o.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Il  est  facile  de  vérifier,  comme  pour  le  premier  théorème,  que  les 
(m-{-i)(n — 1) — 1  premiers  coefficients  différentiels  des  deux 
courbes  sont  égaux  un  à  un  ;  car  les  équations  qui  donneront  ceux  de 
la  première  courbe  seront 

d<D  =  o  ,     d*<p  =  o,     d3<p  =  o,...    <:/C"'-+-'X''+0-'<p  —   0 

39. 
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Quant  à  celles  qui  donneront  ceux  de  la  seconde  courbe  qui  a  pour 
équation  A<p -r-Bvj,m4"1  =  o,  si  l'on  observe  que  les  deux  courbes 
<p=o  et  4=°  ayant  un  coutact  de  l'ordre  n  en  quelques-uns  de  leurs 
points  d'intersection,  on  a  ensemble  les  équations  <p=o,  d<p=o , 
d*<p  =  o  ,  .  .  .rf"4'1<p  =  o,  et  d^  =  o,  d*«l  =  o,  .  .  .d"*1-^  =  o  pour 
chacun  de  ces  points,  on  reconnaît  aisément  qu'en  vertu  de  ces  équa- 
tions, celles  qui  donnent  les  (m  -\-  i)  (n  +  1)  —  i  coefficients  diffé- 
rentiels de  la  seconde  courbe  se  réduisent  précisément  à  dtp  =  o, 
d'0  =  o,  dzq>  =  o, . .  .rfC">+O0H-O—  ,(p==  o,  comme  pour  la  première 
courbe.  Ce  qui  prouve  que  les  deux  courbes  auront  leurs.,... 
(/h+i)(k+i) — i  premiers  coefficients  différentiels  égaux  un  à  un 
respectivement. 

Des  surfaces  courbes.  Deux  surfaces  ont  un  coutact  de  l'ordre  m 
suivant  une  courbe,  quand  toute  surface  menée  par  un  point  de 
cette  courbe  les  coupe  suivant  deux  courbes  qui  ont,  en  ce  point,  un 
contact  de  l'ordre  m,  c'est-à-dire  qui  ont  m  éléments  consécutifs 
communs.  Les  deux  surfaces  auront  donc  m  zones  communes,  et,  par 
conséquent,  passeront  par(m-f-  i)  courbes  infiniment  voisines  entre 
lesquelles,  deux  à  deux,  sont  comprises  ces  m  zones. 

L'expression  analytique  de  ces  considérations  géométriques,  c'est 

i  m     •  frr'  ..    \       dz         dz        d'Z         d'Z  d?Z 

que  les  coefficients  différentiels  -r-,   -j-  .  —, ,  -p-, ,    -r- j  , 

1  dx'    dj'    dx*  '   djy2  '     dxdj 

jusques  et  y  compris  ceux  de  l'ordre  m,  de  la  première  surface,  soient 
égaux  respectivement  à  ceux  de  la  seconde  ,  pour  chaque  point  de  la 
courbe  de  contact. 

Cherchons  quelle  doit  être  la  forme  des  équations  des  deux  surfaces. 
Si  de  l'équation  de  la  première  on  tire  la  valeur  de  l'abscisse  x  ,  et 
qu'on  la  mette  dans  celle  de  la  seconde ,  on  aura  une  équation  en  y 
et  z  qui  donnera  les  projections  des  courbes  d'intersection  des  deux 
surfaces,  et  qui  pourra  se  décomposer  en  autant  de  facteurs  qu'il  y  a 
de  ces  courbes  distinctes.  Or,  les  deux  surfaces  passant  par  (wi-j-i) 
courbes  infiniment  voisines  qui,  dans  la  réalité,  se  confondent,  il 
devra  y  avoir  (/«-+-  i)  facteurs  égaux  qui  représenteront  ces  (m-j-  i) 
courbes  ;  l'équation  en  y,  z  sera  donc  de  la  forme 

/(r,  *).[FCr,  z)-]^  =  o. 
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L'équation  F  (y,  z)  =  o  représente  la  projection  de  la  courbe,  ou 
des  courbes  suivant  lesquelles  les  deux  surfaces  ont  un  contact  de 
l'ordre  m,  et  1  équation  f(y,  z)  =  o  correspond  aux  autres  courbes 
d'intersection  des  deux  surfaces. 

D'après  cela,  l'équation  de  la  première  surface  étant 

<p(x,y,  z)  es  o, 

celle  de  la  seconde  sera  de  la  forme 

A<p(x,y,z)  +  B[4(x,j,  z)]--*"'  =  o; 

A  et  B  pouvant  être  des  fonctions  de  x ,  y  et  z,  ou  simplement  des 
constantes.  Et  les  équations  de  la  courbe  de  contact  seront 

<P(x>J,  z)  =  o     et     4(ar,  y,   z)  =  o. 

Ainsi  nous  poserons  ce  théorème  : 

56  Théorème.  Les  deux  équations 

<p  =  o,     et     A<p  +  B^""*"  =  o, 

où  A,  B,  <p  et  ^  sont  des  jonctions  de  x ,  y,  z,  représentent  deux  sur- 
faces qui  ont  un  contact  de  l'ordre  m  suivant  toute  l'étendue  de  la 
courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  <p  =  o  et  4  =  o. 

Et  réciproquement ,  deux  surfaces  qui  ont  un  contact  de  l'ordre  m 
suivant  une  courbe ,  peuvent  être  représentées  par  ces  deux  équations. 

11  serait  facile  de  vérifier,  comme  nous  l'avons  fait  pour  les  cour- 
bes, que  les  deux  équations 

<p  =  o     et     A<p  -f-  B4n4"  =  o 

satisfont  à  la  condition  que  les  coefficients  différentiels 

dz         dz       d2z        d'z        d2x  dmz  dmz  dmz 

dx'     dj'    dx1  '   dxdy  '    dj-'  '  '  '  '    dxm  '     dxm~'dy  *  dym  ' 

tirés  de  la  première,  sont  égaux  respectivement  à  ceux  tirés  de  la 
seconde,  pour  tous  les  points  qui  satisfont  aux  deux  équations 

<p  =  o     et     4  =  o. 
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4e  Théorème.  Lorsque  deux  surfaces  ont  un  contact  de  l'ordre  m 
suivant  une  courbe _,  toute  surface  qui  aura  avec  cette  courbe,  en  un 
point ,  un  contact  de  l'ordre  n ,  coupera  les  deux  surfaces  suivant 
deux  courbes  qui   auront  en    ce   point  un   contact   de  l'ordre .... 

(«!+i)!"+0-  '• 

La  démonstration  de  ce  théorème  se  déduit  facilement  de  ce  qui 
précède. 

En  effet,  les  deux  surfaces  peuvent  être  représentées  par  les  deux 
équations 

<P  =  o     et     A<p  -f-  A4'n■t',  =  o  ; 

leur  contact  a  lieu  suivant  la  courbe  dont  les  équations  sont  <p  =  o 
et   4  =  o. 

Soit  Y{x,  y,  z)  =  o  l'équation  de  la  surface  coupante;  si  l'on  en 
tire  la  valeur  de  x  et  qu'on  la  mette  dans  les  équations  des  deux 
surfaces  proposées ,  on  aura  les  équations  des  projections  sur  le  plan 
des yz,  des  courbes  d'intersectiou  de  ces  deux  surfaces  par  la  sur- 
face coupante;  ces  équations  seront  de  la  forme 

<p,  =  o,     et     A,<p,  -f-  B,-^'"+'  =  o, 
où 

<p,,  4i  »  A,    et   B,    sont  des  fonctions  de    y  et  z. 

Or  les  équations  #,  =  0  et  4<=°  sont  celles  des  projections 
des  sections  des  deux  surfaces  <p  =  o  et  4  =  o  par  la  sur- 
face coupante;  et  ces  projections  doivent  avoir  entre  elles  un  contact 
de  l'ordre  n  en  un  point ,  car  les  deux  sections  dont  elles  sont  les  pro- 
jections ont  elles-mêmes  un  contact  de  l'ordre  n  en  un  point  de  la 
courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  <p  =  o ,  4  =0,  puisque  la  sur- 
face coupante  a  en  ce  point  un  contact  de  l'ordre  n  avec  cette  courbe. 
Donc,  d'après  le  deuxième  théorème,  les  deux  courbes 

Z,  =  o     et     A,<p,  -f-  B,4','+'  =  o 

ont  un  contact  de  l'ordre  (;»  +  1)  (n  -f-  1)  —  1 . 

Ainsi  les  sections  que  la  surface  coupante  fait  dans  les  deux  surfaces 
se  projettent  sur  un  plan  quelconque  suivant  deux  courbes  qui  ont  un 
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contact  de  l'ordre  (m-\-  i)(n-j~i) —  i;  donc  ces  deux  sections  ont 
elles-mêmes  un  contact  de  l'ordre  (/n-f-  1)  {n  -f-  i)  —  i.     C.  Q.  F.  D. 

Ce  beau  théorème  est  dû  à  M.  Ch.  Dupin  qui  l'a  démontré  par  la 
théorie  générale  des  fonctions  analytiques,  dans  ses  Développements 
de  Géométrie  ,  p.  23 1 . 

On  conclut  de  ce  théorème,  que 

Quand  deux  surfaces  ont  un  contact  de  l'ordre  m  suivant  une 
courbe,  toute  ligne  qui  est  tracée  sur  l'une  d'elles  et  qui  a  avec  cette 
courbe  un  contact  de  l'ordre  n,  a  un  contact  de  l'ordre  (m-f-i  )(/?-f-i  ) —  i 
avec  la  seconde  surface. 

En  effet,  si  par  cette  ligne  on  fait  passer  une  surface  quelconque, 
elle  aura  un  contact  de  l'ordre  n  avec  la  courbe  de  contact  des  deux 
surfaces  ;  conséquemment  elle  coupera  ces  deux  surfaces  suivant  deux 
courbes  qui  auront  un  contact  de  l'ordre  (m  -j-  i  )  (n  -f-  1  ) — i.  La 
première  de  ces  courbes  sera  la  ligne  tracée  arbitrairement  sur  la  sur- 
face; elle  aura  donc  un  contact  de  l'ordre  (m+  ij(/2-f-  i) —  i  avec 
la  seconde  surface,  puisqu'elle  a  un  contact  de  cet  ordre  avec  une  ligne 
tracée  sur  cette  surface. 

Ainsi ,  quand  un  cône  est  circonscrit  à  une  surface  quelconque , 
toute  courbe  tracée  sur  cette  surface ,  qui  a  un  contact  de  l'ordre  n 
avec  la  ligne  de  contact  de  cette  surface  et  du  cône,  aura  un  contact 
de  l'ordre  2/2 -f-i  avec  le  cône. 

Si  donc,  par  cette  courbe,  on  fait  passer  un  cône  qui  ait  le  même 
sommet  que  le  cône  circonscrit  à  la  surface,  ces  deux  cônes  auront . 
suivant  leur  arête  commune,  un  contact  de  l'ordre  2/2+1;  et  toute 
surface  les  coupera  suivant  deux  courbes  qui  auront  un  contact 
du  même  ordre.  C'est  ce  qu'on  peut  exprimer  par  le  théorème  sui- 
vant : 

Lorsqu'on  fait  la  perspective  d'une  surface ,  si  une  courbe  tracée  sur 
elle  a  un  contact  de  l'ordre  n  avec  son  contour  apparent,  cette  courbe 
et  ce  contour  auront ,  en  perspective ,  un  contact  de  l'ordre  2/2+  1 . 

Supposons  que  les  deux  surfaces 

<p  =  o     et     A<p  -f-  B^"-*"  =  o , 
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qui  ont  uu  contact  de  l'ordre  m  suivant  la  courbe  représentée  par 
<P  =  o  et  4'  =  o>  soient  toutes  deux  du  second  degré;  la  première 
équation  <p  =  o  sera  du  second  degré;  et  il  faudra  ,  pour  que  la  se- 
conde A<p  -|-  B^"4',=  o  soit  aussi  du  second  degré ,  que  A  et  B  soient 
des  constantes,  et  -\  une  fonction  linéaire  de  x ,  y  et  z  ;  c'est-à-dire 
que  4  =  o  représente  un  plan;  alors  l'équation  de  la  seconde  sur- 
face sera 

<p  -f-  a-],*  =  o. 

Ce  qui  prouve  d'abord  que  deux  surfaces  du  second  degré  ne  peu- 
vent avoir  qu'un  contact  du  premier  ordre  suivant  toute  l'étendue 
d'une  courbe  ,  et  ensuite  que  cette  courbe  est  nécessairement  plane. 

Une  troisième  surface  qui  serait  pareillement  circonscrite  à  la  pre- 
mière ,  aurait  pour  équation 

<P    -+-    b7T%    =    O , 

tt  =  o  étant  l'équation  du  plan  de  la  courbe  de  contact. 

La  courbe  d'intersection  de  ces  deux  surfaces  circonscrites  à  la  pre- 
mière ,  se  trouve  sur  la  surface  qui  a  pour  équation 

a~\%  —  bx*  =  o. 

Il  peut  se  présenter  deux  cas ,  celui  où  les  coefficients  a  et  b  sont 
de  même  signe ,  et  celui  où  ils  sont  de  signes  différents. 
Dans  le  premier  cas  ,  l'équation  ci-dessus  prend  la  forme 

{\/a.\  -f-    \/b.'7c){\/â.'\  —  \/h~.7r)  =  o, 
et  donne  les  deux  suivantes  qui  ont  lieu  séparément , 

v/ô".-^  -\-.\/b.7r  =  o, 
Y'a.'vj/  —  s/b.ir  =  o. 

Ces  équations  représentent  deux  plans ,  sur  lesquels  se  trouve  l'inter- 
section complète  des  deux  surfaces.  Ces  plans  passent  par  la  droite 
d'intersection  des  plans  des  courbes  de  contact  des  deux  surfaces  avec 
la  première.  Car  leurs  équations  sont   satisfaites  par  les  deux  4,=  o, 
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it  =  o   qui    sont    celles    de    ces    plans     des    courbes    de     contact 

Ainsi,  dans  ce  premier  cas,  si  les  deux  surfaces  circonscrites  à  la 
première  se  coupent,  leur  intersection  se  compose  de  deux  courbes 
planes,  c'est-à-dire  de  deux  sections  coniques,  dont  les  plans  passant 
par  la  droite  d'intersection  des  plans  de  leurs  courbes  de  contact  avec  la 
première  surface. 

Nous  disons  si  les  deux  surfaces  se  coupent ,  car  l'existence  des 
deux  plans  que  nous  venons  de  trouver  n'entraîne  point  nécessaire- 
ment la  réalité  de  l'intersection  des  deux  surfaces.  Ces  deux  plans  re- 
présentent seulement  une  surface  du  deuxième  degré  qui  satisfait  aux 
conditions  analytiques  de  passer  par  l'intersection  complète  des  deux 
surfaces  ,  soit  que  cette  intersection  soit  réelle  ou  imaginaire.  Ainsi 
les  deux  surfaces  peuvent  ne  pas  se  couper  quoique  les  deux  plans 
existent. 

Il  faut  observer  que  quand  elles  se  coupent,  leur  intersection  peut 
se  réduire  à  une  seule  courbe  plane;  l'autre  devenant  imaginaire. 

Maintenant  examinons  le  cas  où  les  deux  coefficients  a ,  b  sont  de 
signes  différents.  Alors  l'équation 

a\%  —  bit*  =  o 
ne  peut  être  satisfaite  que  par  les  deux  suivantes  prises  simultanément. 

4>    =   O,  7T    =    O, 

Ces  deux  équations  représentent  une  ligne  droite  qui  est  l'intersec- 
tion des  plans  des  deux  courbes  de  contact.  L'intersection  des  deux 
surfaces  est  donc  tout  entière  sur  cette  ligne  droite  :  ce  qui  prouve 
que  cette  intersection  se  réduit  à  deux  points  qui  sont  ceux  où  la 
droite  rencontre  la  surface  à  laquelle  elles  sont  circonscrites. 

Cette  ligne  droite  représente  une  surface  du  second  degré  dont  deux 
des  trois  axes  principaux  sont  nuls,  et  qui  satisfait  à  la  condition  algé- 
brique de  passer  par  l'intersection  complète  des  deux  surfaces  circons- 
crites à  la  première. 

Concevons ,  par  exemple ,  une  surface  quelconque  du  second  degré 
S,  et  deux  courbes  planes  tracées  sur  elle  et  se  coupant  en  deux  points 

Tome  II.  _  Aoct  18Î7.  4° 
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a,  b.  Que  l'une  de  ces  deux  courbes  soit  une  ellipse,  et  qu'on  la 
prenne  pour  la  courbe  de  contact  d'un  ellipsoïde  A  inscrit  dans  la  sur- 
face S;  et  que  suivant  la  seconde  courbe  on  circonscrive  à  la  même 
surface  S  une  autre  surface  B ,  ellipsoïde  ou  hyperboloïde.  Cette  sur- 
face B  et  l'ellipsoïde  A  n'auront  évidemment  d'autres  points  communs 
que  les  deux  points  a,  b  où  se  coupent  leurs  lignes  de  contact  avec  la 
première  surface  S.  Et  dans  ce  cas  les  deux  plans  que  nous  avons 
trouvés  précédemment  ne  peuvent  exister,-  car  s'ils  existaient  ils  pas- 
seraient par  la  droite  ah,  et  conséquemment  chacun  d'eux  couperait 
les  deux  surfaces  suivant  deux  courbes  différentes,  ce  qui  n:est  pas 
pas  possible ,  puisqu'ils  doivent  faire  la  même  section  dans  les  deux 
surfaces. 

Ainsi,  dans  le  cas  que  nous  considérons,  la  ligne  droite  ab  repré- 
sente une  des  surfaces  du  second  degré  ,  en  nombre  infini ,  qu'on  peut 
faire  passer  par  l'intersection  complète  des  deux  surfaces  A,  B;  et  au- 
cune de  ces  surfaces  ne  peut  plus  être,  comme  dans  le  cas  précédent, 
l'ensemble  de  deux  plans. 

Observons  que  la  droite  ab,  qui  est  l'intersection  des  plans  de  con- 
tact des  deux  surfaces  A ,  B  avec  la  surface  S ,  peut  ne  pas  rencon- 
trer cette  dernière  ;  alors  les  deux  points  a,  b,  sont  imaginaires;  et 
l'intersection  des  deux  surfaces  A,  B  est  entièrement  imaginaire. 

Des  considérations  précédentes,  nous  conclurons  ce  théorème  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  sont  inscrites  ou  circons- 
crites à  une  même  surface  du  même  degré ,  leur  intersection  com- 
plète est  V ensemble  de  deux  courbes  planes ,  ou  bien  se  réduit  à  deux 
points  ; 

Dans  le  premier  cas ,  une  des  deux  courbes ,  ou  toutes  les  deux , 
peuvent  être  imaginaires  ,  quoique  leurs  plans  sont  tous  deux  réels  ; 

Dans  le  second  cas ,  les  deux  points  sont  tous  deux  réels  ou  tous  deux 
imaginaires. 

La  première  partie  de  ce  théorème  est  due  à  Monge  qui  l'a  énoncée 
ainsi  :  Lorsque  deux  surfaces  quelconques  du  second  degré  sont  circons- 
crites à  une  même  troisième  surface  du  second  degré ,  elles  se  coupent 
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toujours  dans  le  système  de  deux  courbes  planes  du  second  degré (*). 
Depuis  on  l'a  reproduite  sous  le  même  énoncé,  en  remarquant  seule- 
ment que  les  deux  courbes  peuvent  être  imaginaires ,  bien  que  les 
deux  plans  soient  réels.  Mais  on  voit  par  la  discussion  dans  laquelle 
nous  venons  d'entrer,  que  cette  restriction  ne  suffit  pas  pour  don- 
ner au  théorème  un  énoncé  complet  et  rigoureusement  exact.  Il 
aurait  fallu  ajouter  encore ,  pour  conserver  l'énoncé  de  Monge  ,  que 
les  deux  plans  peuvent  aussi  devenir  imaginaires ,  comme  les  deux 
courbes  elles-mêmes,  et  n'avoir  de  réel  que  leur  droite  d'intersection, 
qui  alors  représente,  à  elle  seule,  une  surface  satisfaisant  aux  condi- 
tions analytiques  de  passer  par  l'intersection  complète  des  deux  pro- 
posées. 


(*)    Correspondance  de  l'École  Polytechnique ,  t.  II,  p.  32i,  et  t.  III,  p.  299. 


40. 


3ia  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 


NOTE 

Relative    à   un  passage    de   la    Mécanique    céleste 


Par  M.  POISSON. 


Dans  le  n°  26  du  IIIe  livre,  l'auteur  s'est  proposé  de  démontrer, 
sans  recourir  à  la  réduction  en  série,  qu'un  fluide  homogène,  tour- 
nant uniformément  autour  d'un  axe  fixe,  n'a  qu'une  seule  figure  d'é- 
quilibre, très  peu  différente  de  la  sphère.  L'objection  que  M.  Liouville 
a  faite  contre  la  généralité  de  cette  démonstration  est  réelle  (*"); 
mais  la  démonstration  générale  qu'il  a  substituée  à  celle  de  la  Méca- 
nique céleste  est  fort  compliquée,  et  l'on  parvient  plus  simplement  au 
résultat  par  les  considérations  suivantes ,  qui  diffèrent  moins  de  celles 
que  Laplace  avait  employées. 

Je  conserve,  sans  les  rappeler  ici,  toutes  les  notations  du  mémoire 
de  M.  Liouville,  et  l'équation  (A)  citée  au  commencement  de  l'article 
second ,  savoir  : 

C  =  ^Y  —  xfjf^Y'smpdpdq  —  rg(i— <•       (Aj 

Le  rayon  vecteur  r  d'un  point  quelconque  de  la  surface,  est  repré- 
senté par 

r  =  a  (1    -f-  etY). 

L'inconnue  Y  peut  être  une  fonction  quelconque  de  deux  variables 
designées  par  ftet<ar,  pourvu  qu'elle  conserve  toujours  une  valeur 
finie.  On  ne  suppose  pas  que  la  surface  soit  de  révolution ,  ou  que  Y 

(*)  Voyez  le  cahier  de  ce  journal  du  mois  de  juin  dernier. 
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ne  dépende  pas  de  l'angle  <ar  ;  on  ne  suppose  pas  non  plus  que  le 
fluide  ait  son  centre  de  gravité  sur  l'axe  de  rotation  ;  on  suppose  seu- 
lement sa  figure  très  peu  différente  d'une  sphère  qui  aurait  sou  centre 
sur  cet  axe.  La  constante  a  peut  différer  du  rayon  de  la  sphère  équi- 
valente au  volume  du  fluide,  pourvu  que  la  différence  soit  de  l'ordre 
de  petitesse  de  la  fraction  a,  le  même  que  celui  de  la  fraction  g,  et  dont 
on  néglige  le  carré. 

La  condition  rigoureuse  de  l'équilibre  consiste  en  ce  que  la  somme 
des  éléments  du  fluide  divisés  par  leurs  distances  respectives  à  un 
point  quelconque  de  la  surface,  plus  la  quantité  5  g(i  —  fi*)  qui  pro- 
vient de  la  force  centrifuge  de  ce  point ,  soit  une  constante.  La  partie 
de  cette  constante  relative  à  la  sphère   du  rayon  a  et  indépendante 

de  la  force  centrifuge,  est  égale  à  ^—  ;  la  partie  relative  à  cette  force 

et  à  la  non-sphéricité  du  fluide,  est  la  constante  C  de  l'équation  pré- 
cédente, prise  avec  un  signe  contraire;  en  désignant  par  y  sa  valeur 
complète ,  on  a   donc 

y    =    4^1    _    a'C. 

Or,  pour  chaque  figure  possible  d'équilibre ,  cette  constante  y  est  évi- 
demment une  quantité  déterminée  qui  ne  peut  pas  dépendre  du  rayon 
que  l'on  prend  pour  a,  c'est-à-dire,  de  la  différence  entre  ce 
rayon  et  celui  de  la  sphère  équivalente  au  volume  donné  du  fluide  ; 
la  constante  C  est  donc  indéterminée  comme  cette  différence;  de  telle 
sorte  que  pour  chaque  valeur  que  l'on  peut  prendre  pour  a,  l'équation 
précédente  déterminera  la  valeur  correspondante  de  C,  et  que,  réci- 
proquement ,  si  l'on  prend  à  volonté  pour  C  une  valeur  qui  soit  de 
l'ordre  de  petitesse  de  a  ,  cette  équation  déterminera  le  rayon  a. 
Cela  posé,  faisons 

Y  =  Ijj.  +  mp%  ■+■  X: 

l  et  m  étant  des  constantes  indéterminées  ,  et  X  une  nouvelle  incon- 
nue ,  fonction  de  /*  et  «sr,  dont  toutes  les  valeurs  sont  jdes  quantités 
finies.  Soit  c  la  plus  grande  de  ces  valeurs  ;  en  faisant 

c  —  X  =  Z, 
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l'inconnue  Z  ne  pourra  plus  avoir  que  des  valeurs  positives,  et  l'ex- 
pression de  Y  deviendra 

Y  =  c  -j-  //a  -f-  nifi'  —  Z. 

Je  la  substitue  dans  l'équation  (A).  Ce  que  devient  /a.  dans  Y'  étant  de- 
signé par  p',  on  a 

(ji!  =  ft  cos'/?  —  sin'pcosç; 
d'où  il  résulte 

Çlfl  ^' sin  pdpdq  =  ~ft,  j'J '**  pJx  sin pdpdq   =  Ç(/t*»+f); 

et   comme  on  a  aussi 

/     /      sin  pdpdq  =  tyr  , 

le  résultat  de  cette  substitution ,   sera 

—  ±|f  Z  +  a  /     /       Z'slapdpdq; 

Z'  étant  ce  que  devient  Z  dans  Y'.  Or,  les  constantes  m  et  C  pouvant 
être  prises  arbitrairement,  on  peut  supposer  qu'on  ait 

—  m  +  -g=o,       C=-   -^m 3-c--g; 

ce  qui  réduit  l'équation  précédente  à  celle-ci  : 

/    /        Z'  sinpdpdq  —  ^  Z  =  o, 

que  l'on  peut  écrire  sous  cette  forme  : 

/     /       (Z'  —  |Z)  slupdpdq  =  o. 

Maintenant,  j'appelle  h  et  k  les  valeurs  de  f*.  et  <ar  qui  répondent  à 
la  plus  petite  des  valeurs  possibles  de  Z ,  et  je  désigne  par  L  cette  plus 
petite  valeur  ;  pour  u.  =  h  et  <©•=  k ,  la  dernière  équation  deviendra 
donc 

I       (Z'  —  5  L)  smpdpdq  =  o; 
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niais  il  est  évident  que  Z'  ou  Z  étant,  par  hypothèse,  une  quantité  po- 
sitive ou  zéro ,  la  différence  Z'  —  |  L  est  aussi  positive  ou  nulle  ; 
tous  les  éléments  de  l'intégrale  double  ayant  donc  le  même  signe, 
elle  ne  peut  être  nulle  qu'autant  que  le  facteur  Z'  —  |  L  sera  zéro  ; 
condition  qui  ne  peut  être  remplie  qu'autant  que  Z'  ou  Z  sera  aussi 
constamment  zéro.  D'ailleurs,  on  tire  des  équations  précédentes 

1  %  _      ^S  3   c 

ffl    —  — -p         ,         C    —     —~ 75 —  \j  j 

iDTra  ID7T*  0«r« 

en  substituant  donc  ces  valeurs  de  m  et  c  dans  l'expression  de  Y,  sup- 
primant le  terme  Z,  et  mettant  ensuite  cette  expression  dans  celle 
de^r,  nous  aurons 

r      .    3 (g  —  2C)    ,      ,  '5g    ri 

Ce  résultat  renferme  la  constante  indéterminée  a/  qui  tient  à  l'ori- 
gine, aussi  indéterminée,  des  coordonnées  sur  l'axe  de  rotation.  On 
la  fera  aisément  disparaître  par  un  déplacement  convenable  de  cette 
origine  sur  cette  droite,  ou  si  l'on  veut,  ou  peut  tout  de  suite  la 
supposer  nulle ,  et  écrire 

3(g  -  aC) 


=  «['+^--S"-] 


On  fera  aussi  disparaître,  sans  difficulté,  les  constantes  «  et  C  que 
renferme  cette  valeur  de  r.  Eu  effet,  soit 

en  négligeant  les  carrés  et  le  produit  de  g  etC,   et  faisant,  pour 
abréger, 

76Ï  =  "' 
il  en  résultera  finalement 

r  =  6[i  +  n(|  —  /*')]• 
Or,  il  est  facile  de  s'assurer,  d'après  cette  expression  de  r,  que  b  est 
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le  rayon  donné  de  la  sphère  équivalente  au  volume  du  fluide  ;  cette 
expression  ne  contient  donc  plus  rien  d'inconnu  ou  d'indéterminé  ; 
et  l'on  en  conclut  que  le  fluide  n'a  qu'une  seule  figure  possible  d'équi- 
libre, qui  s'écarte  très  peu  de  la  sphère  ;  ce  qu'il  s'agissait  de  prouver. 

Cette  démonstration  est  plus  simple  que  celle  qui  est  fondée  sur 
la  réduction  de  r  en  série  d'une  certaine  forme,  et  qui  suppose  con- 
nues les  propriétés  des  termes  de  ce  développement,  ainsi  que  la  gé- 
néralité de  cette  forme  de  série,  que  l'on  avait  contestée,  mais  que  j'ai 
mise  hors  de  doute  dans  mon  mémoire  sur  l'attraction  des  sphé- 
roïdes (*). 

Si  l'on  met 

a  =  b  ,       «.Y  =  «($  —  /*»), 

dans  l'expression  a(i  -+-  aY)  de  r,  ce  qui  l'a  fait  coïncider  avec  la 
valeur  linale  de  ce  rayou  vecteur;  que  l'on  désigne  par  B,  la  valeur 
de  la  constante  C  qui  répond  à  ces  valeurs  de  a  et  de  a  Y  ;  et  que 
l'on  ait  égard  à  ce  que  n  représente,  on  trouvera  sans  difficulté  que 
l'équation  (A)  se  réduit  à 

On  aura,  en  même  temps, 

y  =  V  +  5  ëb  > 

et  comme ,  d'après  ce  qu'on  a  dit  plus  haut ,  cette  quantité  y  doit  être 
la  même ,  quel  que  soit  le  rayon  peu  différent  de  b  que  l'on  prenne 
pour  a ,  il  faudra  qu'on  ait 

-^+ig*.  =   ^-«-C; 

résultat  qui  coïncide ,  en  effet ,  avec  l'équation  (a)  ,  en  négligeant 
toujours  les  carrés  et  le  produit  de  g-  et  de  C. 

(*)  Additions  à  la  Connaissance  des  Tems ,  année  1829. 
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REMARQUES 

Sur    l'intégration    des   équations    différentielles   de    la 
Dynamique  ; 

Pau  M    POISSON. 


En  combinant  le  principe  de  d'Alembert  avec  celui  des  vitesses 
virtuelles ,  Lagrange  est  parvenu  à  une  formule  générale  d'où  il  a 
déduit,  sous  la  forme  la  plus  simple,  les  équations  différentielles  du 
mouvement  d'un  système  quelconque  de  points  matériels.  Certains 
coefficients  qu'il  introduit  dans  ces  équations  font  connaître  ,  eu 
grandeur  et  en  direction  ,  les  forces  intérieures  qui  naissent  de  la 
liaison  mutuelle  des  points  du  système,  exprimée  par  des  équations 
données  entre  leurs  coordonnées.  La  considération  de  la  surface  sur 
laquelle  chaque  mobile  doit  demeurer,  en  vertu  de  chacune  de  ces 
équations,  détermine  seulement  la  directiou  de  la  force  correspon- 
dante à  cette  équation,  et  qui  doit  être  normale  à  cette  surface.  Les 
intensités  des  forces  intérieures  ne  seraient  donc  pas  connues  d'après 
cette  seule  considération;  mais  le  principe  clc  d'Alembert  montre 
qu'elles  sont  dues  aux  forces  perdues  à  chaque  instant,  et  les  mêmes, 
d'ailleurs,  dans  l'état  de  mouvement  que  dans  l'état  d'équilibre;  en 
sorte  qu'on  doit  les  déterminer  au  moyen  du  principe  des  vitesses 
virtuelles,  appliqué  à  ces  dernières  forces.  La  combinaison  de  ces 
deux  principes,  dont  Lagrange  a  fait  la  base  de  la  Mécanique  analy- 
tique ,  était  donc  nécessaire  pour  la  détermination  complète  des  forces 
intérieures.  Quant  aux  forces  extérieures ,  appliquées  aux  mobiles, 
elles  proviennent,  dans  la  nature,  d'attractions  ou  de  répulsions  qui 
émanent  de  points  fixes  ou  mobiles,  et  sont  alors  données  par  hypo- 

Torce  II.  —  Septemece  iSj-.  42 
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thèse;  ou  bien  elles  re'sultent,  comme  dans  les  fluides  et  les  corps 
élastiques,  d'actions  moléculaires  qui  ne  s'étendent  qu'à  des  distances 
insensibles;  et  c'est,  dans  ce  dernier  cas,  un  problème  appartenant  à 
la  Mécanique  physique ,  de  déterminer  leurs  résultantes.  Quelle  que 
soit  l'origine  des  forces  extérieures,  si  on  les  suppose  données,  le 
problème  de  la  Dynamique  est  aujourd'hui  complètement  résolu,  en 
ce  sens  qu'il  est  réduit  à  une  question  de  pure  analyse,  c'est-à-dire  à 
l'intégration  d'un  système  d'équations  différentielles  du  second  ordre. 
Mais  presque  toujours  on  est  obligé  de  recourir  à  des  méthodes  d'ap- 
proximation très  compliquées,  pour  effectuer  cette  intégration;  et  il 
est  singulier  que  dans  les  questions  qui  paraissent  très  simples, 
dans  le  cas,  par  exemple,  du  mouvement  de  trois  points  qui  s'at- 
tirent mutuellement,  on  ne  connaisse  pas  d'autres  intégrales  exactes 
de  ces  équations,  que  celles  qui  sont  communes  à  tous  les  problèmes, 
et  qui  sont  fournies  par  les  principes  généraux  du  mouvement  du 
ceutre  de  gravité,  des  aires,  des  forces  vives.  Cependant  la  forme  re- 
marquable des  équations  différentielles  de  la  Dynamique  ,  semblerait 
devoir  donner  quelque  facilité  pour  leur  intégration.  Un  examen  ap- 
profondi de  ce  point  d'analyse  est  l'objet  des  réflexions  suivantes.  Elles 
m'ont  été  suggérées  par  la  lecture  d'un  mémoire  fort  intéressant  que 
M.  Hamilton,  astronome  royal  de  Dublin,  a  inséré  dans  les  Tran- 
sactions philosophiques  de  Londres  (*),  et  qui  a  pour  titre  :  On  a 
gênerai  Method  in  Djnamics. 

I. 

Considérons  un  système  de  points  matériels  en  mouvement,  dont 
les  masses  seront  représentées  par  m,  m/t  mn,t  etc.,  et  qui  pourront 
être  entièrement  libres,  ou  liés  entre  eux  d'une  manière  quelconque. 
Au  bout  d'un  temps  t,  écoulé  depuis  que  le  mouvement  a  commencé, 
soient  oc,  y ,  z,  les  trois  coordonnées  rectangulaires  de  m,  et  x',y', 
z',  les  composantes  de  sa  vitesse  suivant  leurs  directions,   de  sorte 

qu'on  ait 

dx  ,       dj  _       ,       dz  , 

dl  —X'      di  —  S'      dt   —  Z* 

(*)  A.'inée  i834  ,  seconde  partie. 
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Désignons  aussi  par  les  mêmes  lettres  avec  des  accents  inférieurs,  les 
coordonnées  et  les  vitesses  des  autres  points  m,,  mh,  etc.  Représentons 
par  U  une  fonction  donnée  de  toutes  ces  coordonnées x,y,  z,  xt>  etc., 
qui  pourra,  eu  outre,  renfermer  t  explicitement;  et  supposons  que 
les  composantes  de  la  force  motrice  de  m  soient  exprimées  par  les 

différences  partielles  —,  -r- ,  -s-;  celles  de  la  force  motrice  de  m  , 

r  dx     dy     dz 

dV     dV     OU  v  P 

p;«r  —  ,  -r—  ,  — -  :  etc.  Lnhn  soient 
r       rf.r/     dyt  '  dzt 

L  =  o,     M  =  o,     N  =  o,  etc.,         (a) 

les  équations  qui  expriment  la  liaison  des  points  du  système  ,  s'ils  ne 
sont  pas  entièrement  libres,  et  dans  lesquelles  L,  M,  N,  etc.,  sont  des 
fonctions  données  de  oc, y,  z,  xt,  etc.,  qui  contiendront  le  temps  t 
explicitement,  lorsque  celte  liaison  variera  pendant  la  durée  du  mou- 
vement. 

Les  trois   équations   différentielles   du   mouvement   de  m  seront, 
comme  on  sait , 

dx        dT    ,     ,   dL     ,        OU    .    .    dS    ,      . 

dt-  dx     '  dx     '     '     dx      '  dx 

dy         dV     ,  dL     ,         rfM     ,         dS    ,      .         t     /^ 


dy    *  dy      '     r  dy  dy 

d\J  dL  rfM  «fli 

dT*  ~  dz~  -r  *  Tz   +  ^  <h    -*-  V  Tz 

celles  du  mouvement  de  m  seront  de  même 


dz        OU    .     _  OL    ,        dU     ,         dS    t.     , 
m7?  =7Ï7  +  A  T,   +  f*  Â  +  ' '3k   +  elC'J 


</>*.         rfU    .     .   </L     .         <fM  d$ 

'  tfra  Jx/    '  rf.r/         ^  dxt  dxt  I 

dy  dXJ     ,     ^  dL  dM     ,         dS 

m'^'  =  dj  +  ^^+fÀ-dy-,  +  v  w; 

d'z  dû    ,     ,   dL      ,         WM     ,         </N    , 

m.  -ÂF  =  ^  +  K  Â7  +  A*:rr  +  '    AT  +  etc 


te.  > 
te;  1 


et  ainsi  pour  les  autres  mobiles. 

Les  coefficients  A,  jx,  v,  etc.,  sont  des  inconnues  dont  le  nombre 
est  égal  à  celui  des  équations  (a),  et  d'où  dépendent  les  actions  mu- 
tuelles des  points  du  système,  résultantes  de  leur  liaison  exprimée 
par  ces  équations.  En  les  éliminant  entre  les  équations  (m),   {m), 

42.. 
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(»i#),  etc.,  on  réduira  celles-ci  à  un  nombre  n  qui  sera  l'excès  du  nombre 
des  coordonnées  x,  y,  z,  xf,  etc.,  des  mobiles  sur  celui  des  équa- 
tions (a).  En  même  temps,  ces  coordonnées  s'exprimeront,  au  moyen 
des  équations  (a],  en  fonctions  d'un  pareil  nombre  n  d'autres  incon- 
nues que  je  représenterai  par  <p,  4,  9,  etc.  Après  avoir  ainsi  substitué  ces 
fonctions  à  la  place  de  x,yf  z,  xn  etc.,  dans  les  équations  qui  pro- 
viennent de  l'élimination  de  x ,  f*,  r,  etc.,  il  en  résultera  un  système 
de  n  équations  différentielles  du  second  ordre,  que  j'appellerai  (n). 
Le  problème  sera  réduit  à  l'intégration  de  ces  n  équations  simulta- 
nées. Leurs  intégrales  complètes  feront  connaître  les  valeurs  de  <p,  4>  6> 
etc.,  en  fonctions  de  t  et  de  sn  constantes  arbitraires  que  je  désignerai 
par  a. ,  £,  y ,  etc.  Les  coordonnées  x ,  y,  z ,  xt ,  etc. ,  et  par  suite ,  les 
vitesses  .r',  y',  s',  x'lt  etc.,  seront  donc  aussi  des  fonctions  de  t,  a,  ë, 
y,  etc;  et  si  l'on  représente  par  a,  b,  c,  etc. ,  a',  b',  c,  etc.,  les  va- 
leurs initiales  de  ces  coordonnées  et  de  ces  vitesses,  ces  constantes 
seront  des  fonctions  de  a,  ê,  y,  etc. ,  qui  se  déduiront  de  x,  y,  z, 
xt,  etc.,  x',y',  z',  x',  etc. ,  en  y  faisant  t  =  o. 


II. 


Je  désigne  actuellement  par  chacune  des  caractéristiques  J  et  A , 
la  variation  infiuiment  petite  d'une  fonction  quelconque  de  t,ct,Q } 
y ,  etc.,  prise  par  rapport  à  une  partie  ou  à  la  totalité  des  quantités 
arbitraires  a,  ê,  y,  etc.,  tandis  que  la  différentielle  de  cette  fonction 
par  rapport  h  t ,  sera  toujours  indiquée  par  la  caractéristique  d.  En 
indiquant  aussi,  suivant  l'usage,  par  la  caractéristiques,  une  somme 
étendue  à  tous  les  mobiles  m,  7»(  .  mlf,  etc. ,  et  faisant 

2#îi[(A;cJ\r'— &x' £x)-\-(àySy'—  £/<*»+ (AzJs'—  ûs'«fz)]=  »  :    (1) 

cette  quantité  »,  infiniment  petite  du  second  ordre,  sera  constante 
par  rapport  à  t,  ou,  autrement  dit,  on  aura  dn  =  o,  quelle  que  soit 
d'ailleurs  la  liaison  des  points  m,  mi ,  jnu,  etc,  exprimée  par  les  équa- 
tions (à).  Pour  la  démonstration  de  cette  propriété  remarquable  des 
équations  générales  de  la  Dynamique,  je   renverrai  à  mon   second 
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mémoire  sur  la  variation  des  constantes  arbitraires  (*),  ou  bien 
au  Bulletin  de  la  Société  Philoinathique  (**),  où  je  l'avais  donnée 
auparavant. 

Maintenant,  si  le  temps  t  n'est  pas  contenu  explicitement  dans  la 
fonction  U,  non  plus  que  dans  aucune  des  équations  (a),  il  en  sera  de 
même  à  l'égard  des  équations  (n) ,  qui  ne  renfermeront  que  dt;  parmi 
les  an  constantes  arbitraires  a,  C,  y,  etc.,  de  leurs  intégrales,  il  y  en 
aura  donc  une  qui  sera  partout  ajouté  à  la  variable  t.,  de  sorte  qu'en  la 
désignant  par  e,  toutes  les  inconnues  <p,  -vf. ,  9,  etc  ,  seront  des  fonc- 
tions de  t-\-i  et  des  in  —  1  autres  constantes.  Or,  si  l'on  suppose 
que  la  variation  A  se  rapporte  à  cette  seule  quantité  g,  et  si  l'on  fait 
oi  =  dt,  on  devra  changer  A  en  d;  en  même  temps,  n  sera  le  pro- 
duit de  dt  et  de  la  variation  d'une  quantité  indépendante  de  t ,  que  je 
désignerai  par  k;  par  conséquent,  l'équation  (i)  deviendra 

2m[(dxJ x'— dx'£x)+{df£?— dj'Sy)-{-(dz£z'—  dz'Jz)}=  fkdt  ;  (2) 

et  je  dis,  de  plus,  que  celte  constante  arbitraire  k  sera  celle  de  l'é- 
quation qui  renferme  le  principe  des  forces  vives,  lequel  a  lieu, 
comme  on  sait,  dans  le  cas  dont  il  s'agit. 

En  effet,  les  quantités  L,  M,  N,  etc,  ne  contenant  pas  le  temps  t 
explicitement,  on  a 

dh   =  -r   dx  -r-  ~r  dy  +  —  dz  -f-  —   dx,  etc., 
dx  dy     J  dz  '     dx  ' 

,/M  =  f  rfx+f^+f  ,/,  +  f  ^,e,c., 

dN  =  —   dx  -h-r   dr  •+-  -r  dz  +  -7-    dx    etc., 
dx  dy     J      '      dz  dx  t         ' 

etc.; 

parce  que  les  équations  {a)  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  / ,  on 
a  aussi 

dh  =  o,     dM  =  o,     diS  =  o,  etc.; 

au  moyen  de  quoi,  en  ajoutant  les  équations  (m),  (»»,),  ('«,)»  etc., 

(*)  Tome  Ier  des  Mémoires  de.  V Académie  des  Sciences. 
(**)    Année  1816,   pa^e  109. 
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après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  dx,  dy,  dz,  dx,,  etc. . 
on  en  déduit 

*»(£'**+&*'  +  ;£*)  =  AV- 

ou  bien,  en  intégrant  et  désignant  par  h  la  constante  arbitraire, 

l-  2m  (a*  +/'  -f  s")  =  U  +  h;  (3) 

ce  qui  est  l'équation  des  forces  vives.  En  la  différentiant  suivant  la 
caractéristique  S  ,  et  multipliant  ensuite  par  dt,  on  aura  donc 

2m  (fx'dx  -f-  Sfdy  +  fz'dz)  =  <ftM  +  J  hdt.       (4) 

Mais  à  cause  que  les  valeurs  de  x,jrf  z,  xt\  etc.,  doivent  satisfaire 
aux  équations  (a),  pour  toutes  les  valeurs  de  a,  €,  y,  etc.,  on  peut 
aussi  différentiel'  ces  équations  suivant  cf  ;  ce  qui  donne 

cfL  =  o,     JM  =  o,     cTN  =  o,  etc. 

Si  donc  on  ajoute  les  équations  (/»),  (m,),  (mtl),  etc. ,  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  £x,  Sy ,  £z,  $xn  etc.,  et  toutes 
par  dt ,  il  eu  résultera 

2m  (dx'fx  -f-  dy'fy  -f-  dz'fz)  =  JVdt  ;       (5) 
en  retranchant  ces  équations  (4)  et  (5)  l'une  de  l'autre ,  il  vient 

2m[(rfrJ\r'  —  dxJ"x)+(djjy—dy'J"y)+(dz^z'—dz'J"z)]  =  Jhdt; 

et  si  l'on   compare  cette   formule  à  l'équation    (2),  on   en   conclut 
J'k  =  S~h;  ce  qu'il  s'agissait  de   démontrer. 
En  vertu  de  l'équation  (3),  on  aura  d'ailleurs 

A=i2(a'»  +  è"  +  c")-D,       (6) 

en  faisant  t  =  o  dans  cette  équation,  et  désignant  par  D,  ce  que  U 
devient  pour  cette  valeur  de  t. 
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III. 

Faisons  maintenant 

fini  (x'dx+y'dy  -f-  z'dz)  =  V  ; 

et  supposons  que  celle  intégrale  relative  à  t ,  commence  kt=o,  de 
manière  que  V  exprime  ce  que  l'on  appelle  la  quantité  d'action  dé- 
pensée par  le  système  des  mobiles  m,  ml ,  mn,  etc. ,  pour  passer  de  sa 
position  initiale  à  celle  qu'il  occupe  au  bout  du  temps  t.  En  difteren- 
tiant  cette  intégrale  suivant  la  caractéristique  <P ,  nous  aurons,  d'après 
les  règles  connues, 

S  Y  =  fZmÇx'd.fx  -b/d.  Jy  -f-  z'd.£z+.dx£œ'+  dyJy'-\-  dzéz'). 

Mais,  en  vertu  de  l'équation  (2)  et  à  cause  de  k  =  h ,  on  a  aussi 

fini  (dx£x'  +  dy£r'-\-  dzSz'—dx'Jx  —  dy'Sy  —  Sz'fz)  =  té  h  ; 

eu  retranchant  cette  équatiou  de  la  précédente,  on  aura  donc 

«TV  =  f2m(d.x'<?x  +  d./ty  +  d.  z'fz)  —  t<?h  ; 

ou  bien,  en  effectuant  l'intégration, 

£\T=1m(x'£x-\-y'£y+z'£z)— 1in(a'£a  +  b'fb  -j-  c£c)  —  tSh,  (7) 

en  observant  que  l'intégrale  doit  s'évanouir,  par  hypothèse,  avec  la 
variable  t,  et  qu'on  a  désigné  par  a,  b,  c ,  a',  b' ,  c',  les  valeurs  de  x, 
y,  z,  x', y',  z' ,  qui  répondent  à  t  =  G. 

Les  coordonnées  x ,  y,  z,  xt)  étant  des  fonctions  de<p,  -vj. ,  6,  etc., 
données  par  les  équations  (a),  on  pourra  toujours  ramener  cette  équa- 
tion (7)  à  la  forme 

^V  =  Pcftp+Q<r4-HWe+etc.— A<Ta  —  BK— Uy—  etc.— té  h,  (S) 

où  l'ou  désigne  par  P,  Q,  R,  etc.,   des  fonctions  données  de  $,   -^, 

•j  dû     d\s      di  ,-, 

o»etc.,^-,  ji  , -jL,  etc.;  par  A,  R,  C,  etc..  ce  que  ces  fonctions  de- 
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viennent  pour  t=o;  et  par  a,  €,  y,  etc.,  ce  que  <p ,  -\,B  ,  elc.  ,  de- 
viennent également  pour  t—o.  Si  l'on  désigne  aussi  par  a',  €',  y',  etc., 

i  i  j    dp     dl     d(  ,  ,  ., 

les  valeurs  de-r-,  ^-,  —,  etc.,  qui  répondent  a  £  =  o,  il  sera  permis 

de  prendre  les  n  quantités  a,  €,  y,  etc  ,  et  les  n  quantités  a',  £',  y',  etc., 
pour  les  2«  constantes  arbitraires  des  intégrales  complètes  des 
équations  (72),  que  nous  avions  désignées  jusqu'ici,  d'une  manière 
générale,  par  a  ,Ç  ,  y,  etc. 

Observons  actuellement  que  V,  ainsi  que  chacune  des  ji  quantités 
9,  4*,  6,  etc.,  sera  une  fonction  de  ara  -f-  i  quantités  indépendantes 
entre  elles,  savoir,  t ,  a,  € ,  y,  etc.,  a',  £',  y1,  etc.  La  quantité  h  sera 
une  fonction  de  ci ,  ë,  y,  etc  ,  a1,  €',  7',  etc.,  résultante  de  la  for- 
mule (6).  Par  conséquent,  si  l'on  conçoit  qu'au  moyen  des  valeurs 
de  <p ,  -vj. ,  0,  etc. ,  et  de  celle  de  h,  on  ail  éliminé  de  l'expression  de  V, 
la  variable  t  et  les  «constantes  et',  £',  y',  etc.,  on  pourra  considérer  V 
comme  une  fonction  de  ces  2«-f-  1  autres  quantités  <p,  4>  6,  etc., 
h ,  a ,  ë ,  y ,  etc. ,  et  écrire ,  en  conséquence , 

V  =/(<?>>  4>  6,  etc.,  h,  a,  €,y,etc), 

d'où  l'on  conclut  que  si  l'on  parvient,  par  un  moyen  quelconque, 
à  trouver  cette  fonction  J]  et  qu'on  la  substitue  à  la  place  de  V  dans 
l'équation  (8),  elle  devra  rendre  celte  équation  identique  par  rap- 
port aux  2n  -f-  1  variations  S'il,  Sq> ,  S-^ ,  cTô,  etc.,  Sa,  S€ ,  Sy,  etc.; 
de  sorte  que  l'on  aura  ce  système  de  211  -j-  1  équations ,  savoir  : 

dh  l> 

duquel  on  déduira  par  l'élimination  des  n  quantités  -7-,  -y-,  —,  etc., 

et  de  l'une  des  2«-j-  1  constantes  arbitraires  h ,  a,  €,  y,  etc. ,  a',  £', 
y',  etc.,  un  autre  système  de  n  équations  entre  t,  <p ,  •*{/,  6,  etc.,  et 
les  211  constantes  restantes,  qui  exprimera  les  intégrales  complètes  des 
équations  (n) ,   ou  des  équations  différentielles  du  second  ordre  (m) , 
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(mj,  (>"„),  etc. ,  réduites  au  nombre  n  au  moyen  des  équations  (a) 
données  entre  x ,  y,  z,  xt,  etc. 

Ainsi,  dans  tous  les  cas  où  le  principe  des  forces  vives  a  lieu,  l'in- 
tégration des  équations  différentielles  du  mouvement  d'un  système 
de  corps  liés  entre  eux  comme  on  voudra ,  est  ramenée  à  la  déter- 
mination de  la  fonction  que  nous  désignons  par  f.  On  ne  doit  pas 
confondre  cette  proposition  avec  le  principe  de  la  moindre  action, 
qui  n'est  qu'une  règle,  inutile  aujourd'hui,  pour  former  les  équations 
différentielles  du  mouvement,  tandis  que  la  proposition  dont  il  s'agit 
maintenant,  en  fait  connaître  les  intégrales,  toutes  les  fois  que  l'on 
est  parvenu  à  déterminer  une  certaine  quantité  V,  et  à  mettre  sa  valeur 
sous  la  forme  que  nous  supposons,  c'est-à-dire  à  l'exprimer  en  fonc- 
tion des  inconnues  <p,  %[>,  0,  etc.,  de  leurs  valeurs  initiales  a,£ ,  ^,etc, 
et  de  la  constante  h  de  l'équation  des  forces  vives.  Cette  méthode 
d'intégration  est  celle  que  M.  Hamilton  a  donnée  dans  le  mémoire 
cité  au  commencement  de  celui-ci,  mais  pour  le  cas  seulement  des 
équations  (m),  [m),  (i»J,  etc.,  ou  d'un  système  de  points  matériels 
entièrement  libres.  Elle  s'étend,  comme  nous  venons  de  le  faire  voir, 
aux  équations  (11)  relatives  au  mouvement  d'un  système  quelconque 
de  corps;  mais  malgré  cette  extension,  l'usage  en  serait  encore  très 
borné  et  à  peu  près  nul,  si  l'on  voulait,  comme  l'auteur  le  propose , 
la  faire  servir  à  trouver  toutes  les  intégrales  premières  et  secondes  des 
équations  du  mouvement,  et  qu'il  fallût  déterminer  à  priori  la  fonc- 
tion V,  sans  connaître  aucune  de  ces  intégrales.  Quand  on  con- 
naîtra un  nombre  convenable  des  intégrales  premières,  cette  méthode 
pourra  servir  à  achever  lintégration  ;  et  nous  en  donnerons  tout  à 
l'heure  un  exemple. 

IV. 

Pour  expliquer  la  marche  qu'il  faudra  suivre,  en  général,  suppo- 
sons d'abord  qu'au  moyen  des  équations  (a),  on  ait  réduit  l'intégrale 
que  V  représente  à  la  forme 

V  =  /(Xrf<p  +  Y^4  -f-  Zdô  -f-  etc.)  ; 
X,  Y,  Z,etc.  ,  étant  des  fonctions  données  des  n  variables  <p,  -L,Q,  etc., 

Tome  II.  —  Septesbee  1837.  -\3 
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et  de  leurs  coefficients  différentiels  -r-,  -~y  -rt  etc.,  qui  seront  dési- 
gnée, pour  plus  de  simplicité,  par?',  4'»  ô'>  elc-  Soient 

G  =   o,     G'  =  o,     G"  =  o,   etc.  ,     (10) 

les  intégrales  premières  des  équations  («)  que  l'on  suppose  connues, 
qui  sont  distinctes  de  l'équation  des  forces  vives  ,  et  qui  ne  contiennent 
pas  non  plus  le  temps  t  explicitement,  de  sorte  que  G,  G',  G",  etc.,  re- 
présentent des  fonctions  de  <p,  4,  6>  tic,  <p',  -J/,  9',  etc.,  et  d'un 
nombre  de  constantes  arbitraires  g,  g',  g",  etc.,  égal  à  celui  de  ces 
équations  (io).  On  pourra  aussi  représenter  l'équation  des  forces  vives, 
qu'il  faudra  joindre  à  celles-là,  par 

H  =  o;  (xi) 

et  H  sera  une  fonction  de  <p,  4>  9,  etc.,  <p',  4>  G',  etc.,  et  de  la 
constante  particulière  h. 

Il  suffirait  que  n  fût  le  nombre  de  ces  équations  (io)  et  (i  i),  pour 
qu'on  en  pût  déduire  les  valeurs  de  <p' ,  4'»  9',  etc.,  et  qu'en  substi- 
tuas! ensuite  ces  valeurs  dans  les  fonctions  X,  Y,Z,  etc. ,  la  formule 
contenue  sous  le  signe  f  ne  renfermât  plus  que  les  variables  <p , 
4,  9,  etc. ,  dont  elle  contient  les  différentielles.  Mais  quoique  ,  d'après 
la  formule  (8),  la  variation  de  V,  par  rapport  a  ces  n  variables,  ne 
contienne  plus  «ftp,  cT4 ,  eP9,  etc.  ,  sous  le  signe  f,  il  ne  s'ensuit  pas 
que  la  formule  \d<p  +  \d-^  -f-  ZrfG  -f-  etc. ,  satisfera  toujours  aux 
conditions  d'intégrabilité  d'une  formule  différentielle  à  n  variables 
indépendantes  ,  ou  qu'elle  puisse  s'intégrer  indépendamment  d'aucune 
relation  entre  <p,  4>  ^  elc- :  si  cette  formule  est  intégrable,  le  signe/" 
disparaîtra  dans  la  variation  de  son  intégrale;  mais  l'inverse  de 
cette  proposition  n'a  pas  lieu  nécessairement. 

En  effet,  quelles  que  soient  les  fonctions  de  <p ,  4>  G,  etc.  ,  <p',  4» 
8',  etc.,  représentées  par  X,  Y,  Z,  etc.,  on  aura  après  l'élimination 
de  ?',  4',   8'.  etc., 
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SY  =  fÇLd.q  +  Yrf.J^  4-  Zdjz  +  etc.) 
+/(f  *+j|^+  S  *  +  ■*)* 

+/(£  * + S  *+  +  S  'fl  +  etc-) rf+ 

+  etc. 
En  intégrant  par  partie,  la  première  intégrale  devient 
XJ\p  +  YJ\|,  -f-  ZJt)  +  etc. 

"/(f  *+£cT++f  cTfl  +  etc.)*, 

~/(f  *:+'S*f  +  f  «Tfl  +  etc.)^ 
—  etc.; 

et  si  l'on  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  les  variables  <p,  4>  9,  etc., 
soient  seulement  au  nombre  de  trois,  l'expression  de  «TV  pourra 
s'écrire  ainsi 

£Y  =  XJ\p  -f  Y<fy  H-  ZcTÔ 

+/[(£  -  9  4 V  (f  -  S)  *  ]  * 
+/US  -  £)  *  +  (S  -  S) rf8  ]  '+ 
+/K*-  f)  *+  S  -  %)  "*]  »■ 

Or,  les  conditions  d'intégrabilité  connues  de  la  formule  \.d<p-\-  Xd-^. 
+  Zdl ,  savoir  : 

dY_dX        dZ  __dX        dZ  _dY 

d?       dV     dp       de  '     d^  ~  dQ  ' 

font  évidemment  disparaître  les  signes /de  l'expression  de  S'Y  ;  mais 
pour  qu'ils  disparaissent ,  quelles  que  soient  les  variations  eftp,  cf^,  S$, 
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il  suffit  qu'on  ait 

(%  -&<*"+ (f  -  S )  <*  -  »■ 

(5 -3)  ■-•-(£-$)  * -«- 

£- S)  *■'+$-*)  4 -•■ 

équations  dont  la  troisième  est  une  suite  des  deux  autres,  et  qui 
peuvent  avoir  lieu  ,  en  vertu  de  quelque  relation  particulière  entre  <p, 
•4/ ,  6 ,  sans  que  les  coefficients  de  dip  ,  d^ ,  f/ô ,  soient  zéro ,  c'est-à-dire 
sans  que  les  conditions  d'intégrabilité  précédentes  soient  satisfaites.  Si, 
au  lieu  de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  variables,  il  y  en  a 
deux  seulement  <p  et  4  >  l'expression  de  «TV  se  réduira  à    • 

jv  =  x«r*  +  y«h  -f-  /(g  -  g)  (JW4  -  W); 

et  le  signe  f  n'y  pourra  disparaître,  à  moins  qu'on  n'ait 

€L  —  —  ■ 

dt         dV 

mais  si  cette  équation  n'est  poiut  identique,  c'est-à-dire  si  elle  n'a 
lieu  qu'en  vertu  d'une  relation  entre  <p  et  4>  il  ne  s'ensuivra  pas  que 
la  formule  X<Y<p  4-  Xd*\.  soit  une  différentielle  à  deux  variables. 

Cela  posé  ,  soit  n-f-i  le  nombre  des  équations  (io)  et  (i  i),  qui  excé- 
dera de  i  celui  des  quantités  <p',  -\,' ,  8',  etc.  11  faudra  que  /soit  moindre 
que  n;  car  si  l'on  avait  i  =  n ,  on  tirerait  des  an  équations  (io) 
et  (n),  qui  ne  contiennent  pas  le  temps  t  explicitement,  des  va- 
leurs constantes  pour  les  n  inconnues  <p ,  4  >  8,  et  pour  leurs  coeffi- 
cients différentiels  $',  4'»  &'»  elc-  Désignons  par 

E  =  o,     E'  =  o,     È"  =  o,  etc.,       (12) 

les  équations  entre  <P,  4  >  6»  etc->  1™  résulteront  de  l'élimination  de 
$',  4',  6',  etc. ,  entre  ces  intégrales  (10)  et  (i  1),  et  dont  le  nombre  sera 
é<*al  à  i.  Ayant  aussi  éliminé  <?',  4'>  ô'»  etc ■>  de  chacune  des  quantités 
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X,  Y,  Z,  etc.;  si  la  formule  Xd<p  -t-Y^  +  Zf/ô  +  etc,  satisfait  aux 
conditions  d'intégrabilité,  en  vertu  des  équations  (12)  qui  réduiront  à 
n — i  le  nombre  des  variables  indépendantes,  on  effectuera  l'intégration 
par  les  règles  ordinaires,  et  il  en  résultera  une  valeur  de  V  en  fonction 
de  ces  n—i  variables  et  des  n-±-i  constantes  arbitraires  que  renferment 
les  équations  (10)  et  (11).  On  pourra  ensuite,  au  moyen  des  équa- 
tions (12),  réintroduire  dans  V  toutes  les  variables  <p ,  4>  ^>  etc.  , 
en  en  éliminant  un  nombre  égal  à  i  de  constantes  arbitraires,  diffé- 
rentes de  h  que  nous  conserverons.  Si  l'on  observe  d'ailleurs  que  V 
doit  être  zéro,  par  hypothèse,  pour  /  =  o,  ou  aura  donc  finalement 

V  =  F  (<p ,  4  >  6  ,  etc-  >     fi  >  e  >  e'>  e">  etc.)  —  *  ï 

e,  e',  e",  etc.,  étant  les  n  —  1  constantes  arbitraires  que  l'on  aura  con- 
servées avec  h,  et  qui  seront  une  partie  des  constautes  g,  g', 
g",  etc.,  ou  plus  généralement,  des  fonctions  de  celles-ci;  F  dési- 
gnant une  fonction  connue  de  m  quantités,  dont  n  variables  et 
n  constantes;  et  en  faisant,  pour  abréger, 

F  (a,  € ,  y ,  etc.,  h ,  e,  e',  e",  etc.)  =  k. 

Les  n  constantes  h,  e,  e',  e",  etc.,  ne  peuvent  être  que  des  fonc- 
tions des  valeurs  initiales  a,  £,  y,  etc.,  a',  £',  y',  etc.,  de  <p,  4> 
ô,  etc.,  <p',  4')  &>  etc-j  les  n  variables  <p,  4»  ^»  etc.,  sont  aussi  des 
fonctions  de  t,  a.,  Q,  y,  etc.,  a.',  €',  y',  etc.;  en  joignant  la  valeur 
de  k  à  celles  de  tp  ,  4  >  6  >  etc. ,  h ,  e ,  e',  e",  etc. ,  il  en  résultera  in  -f-  1 
équations,  entre  lesquelles  on  peut  concevoir  que  l'on  ait  éliminé  t , 
«•',  €',  y',  etc.,  pour  en  déduire  ensuite  des  valeurs  de  a,  ë,  y,  etc., 
en  fonction  de  <f>,  4>  6,  etc.,  k,  h,  e,  e',  e',  etc.  De  cette  manière,  on 
pourra  considérer  la  valeur  de  V,  représentée  plus  haut  par  la  lonc- 
tionyj  comme  une  fonction  de  ces  in  -f-  1  dernières  quantités;  elle 
devra  alors  être  identique  avec  celle  que  l'on  vient  d'écrire;  et  en  éga- 
lant, de  part  et  d'autre,  dans  les  variations  complètes  de  ces  deux 
expressions  de  V,  les  coefficients  de  chacune  des  variations  de  <p,  4> 
6,  etc.  ,  k,  h,  e,  e',  e",  etc.,  on  obtiendra  un  nombre  m  -f-  1  d'é- 
quations pour  remplacer  les  équations  (9).  Parmi  ces  nouvelles  équa- 
tions, nous  aurons  seulement  besoin  de  celles  qui  proviennent   des 
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variations  de  h,  e,  é,  e",  etc.,  et  qui  seront,  d'après  la  formule  (8), 

dF  d¥         ,       dF         „       d¥         ,„  ,    _. 

3Â  =  -'  +  ê>     d7  =  l>     d7=1'    d7°  =  l>e{c->     (l3) 
en   faisant,   pour  abréger, 

*£+B5  +  C3t  +  •*=-'. 

etc. 

Quoique  nous  considérions  a,  €,  y,  etc.,  dans  ces  différentiations, 
comme  des  fonctions  de  h,  e,  é,  e",  etc. ,  et  de  cp,  4>  ®>  elc-î  ces 
quantités*,  £,  ^/,  etc. ,  étant  des  constantes  arbitraires  par  rapport  à  t, 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  h  t  e ,  e',  e",  etc. ,  il  s'ensuit  que  leurs 
différences  partielles  sont  également  des  quantités  constantes,  aussi 
bien  que  A,  B,  C,  etc.,  et  par  conséquent  aussi,  les  n  quantités  s,  l, 
/',  l",  etc.  Maintenant,  les  équations  (12)  et  (j5),  dont  le  nombre 
total  est  re  +  i,  seront  des  intégrales  des  équations  (ri),  en  quantités 
finies,  qui  devront  se  réduire,  dans  chaque  cas,  à  un  nombre  n  d'é- 
quations distinctes,  contenant  les  variables  t,  <p,°\,Q,  etc.,  et  2n 
constantes  arbitraires. 

§  V. 

Appliquons  ces  considérations  générales  au  mouvement  d'un  point 
matériel,  entièrement  libre  et  soumis  à  une  force  dirigée  vers  un 
centre  fixe. 

Supposons  que  ce  point  soit  celui  dont  x,  y,  z,  sont  les  trois  coor- 
données; plaçons  le  centre  fixe  à  leur  origine;  les  trois  composantes 
de  la  force  dirigée  vers  ce  point  seront  entre  elles  comme  ces  coor- 
données ;  on  aura  donc 

dV  _        d\]  dU  dV  dV  __       dV 

y  dl  —   X  dj'       X  dy    ~~  Z  dx  '      Z  dj    —f  dz' 
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et  si  l'on  désigne  par  r  la  distance  du  mobile  au  centre  fixe ,  de  sorte 
qu'on  ait 

*■  +  r  +  *  =  '*> 

on  ne  pourra  satisfaire  à  ces  équations  qu'en  prenant  pour  U  une 
fonction  de  ce  rayon  vecteur  r.  En  la  désignant  par  R,  et  prenant 
aussi  la  masse  du  mobile  pour  unité,  les  trois  équations  du  mouve- 
ment seront 


d'x         d&  x 

d'r 

dKj 

d'z          dK  z 

dt*          dr  r' 

de  ~ 

~  dr  r' 

dt'  ~~  dr  r' 

On  aura,  pour  l'équation  des  forces  vives, 

l  (**  +/*  +  =")  =  R  -K*J     0) 

et,  pour  les  trois  équations  que  fournit  le  principe  des  aires, 

xj'—yx'=g,     zx'  —  xz'=g',    y-J  —  zy'  =  g".       (€) 

Ces  quatre  intégrales  complètes  des  équations  du  mouvement  s'en 
déduisent  d'ailleurs  immédiatement.  Les  trois  dernières  donnent 
celle-ci 

gz  +  gy  4.  g'x  =  o,       (y) 

qui  est  une  intégrale  seconde,  et  qui  montre  que  la  trajectoire  du 
mobile  est  comprise  dans  un  plan  passant  parle  centre  fixe,  ce  qu'on 
peut  aussi  regarder  comme  évident  à  priori.  Enfin  l'intégrale  que  V 
représente,  se  réduit  à 

V  =  fix'dx  -+-  y'dj  +  z'dz). 

En  joignant  l'équation  (a)  aux  deux  premières  équations  (£; ,  on  en 
déduit 

x>  =  li=£T  +  I  v  (2R/-+  ihr*  -  g—g")x*  —  (g'j  +  gz)', 
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Or,  ces  valeurs  de  x ,  y',  z' ,  déduites  de  trois  intégrales  premières  des 
équations  du  mouvement,  ne  rendent  pas  la  formule  x'dx  +  y'dy 
~\- z'dz  une  différentielle  exacte  à  trois  variables  indépendantes  x, 
y,  z;  mais,  si  l'on  suppose  ces  variables  liées  entre  elles  par  l'équa- 
tion (y),  les  valeurs  àex',f,  z',  deviennent 


r'  r' 


z  =  ^Lzllf  _j_  L  v/2Rr"  -f-  2h?~^~ë>, 

r'  r1 

où  l'on  a  fait,  pour  abréger, 

g*  +  g'â  +  g"'=e'; 
et  il  en  résulte  d'abord 

x'dx  +  j'dj-{-  z'dz  =  -  v/aRr1  _j_  2hr* —  e*  dr 

+  p  [g(xdf  ~Jdx)  +  g'  (zdx  —xdz)+  g"  (jrdz  —  zdj)]. 

Soit  v  l'angle  que  fait  le  rayon  vecteur  r  avec  une  ligne  fixe,  menée  par 
l'origine  des  coordonnées,  dans  le  plan  de  la  trajectoire;  l'aire  décrite 
par  ce  rayon,  dans  un  temps  infiniment  petit,  sera  r*dv ;  les  coefficients 
de  g,  g',  g',  exprimeront  ses  projections  sur  les  trois  plans  des  coor- 
données; et,  comme  d'après  l'équation  (y),  les  cosinus  des  inclinaisons 

du  plan  de  la  trajectoire  sur  ces  trois  plans,  sont,  -,  —,  —,  on  en  con- 
clura 

xdj  —  ydx=  ^——,      zdx — xdz=- — -  ,      ydz  —  zdy  = . 

Par  conséquent ,  on  aura 

x'dx  -\-y'dy-\-z'dz  =  -  \/l2Rr*  +  ihr* —  e*  dr  -f-  edv, 
formule  qui  se  trouve  ainsi  réduite  à  une  différentielle  exacte  à  deux 
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variables  r  et  v,  et  d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

V  =   f-  V^Rr'-f-  ihr*  — e%  dr  -f-  ev  —  k; 

k  étant,  comme  plus  haut,  la  constante  qui  rend  nulle  la  valeur  de  V 
relative  à  /  =  o. 

Au  lieu  des  coordonnées  oc, y,  z,  on  peut  prendre  les  trois  varia- 
bles z,  r,  v,  pour  déterminera  chaque  instant  la  position  du  mobile; 
et  comme  ce  point  matériel  est  entièrement  libre,  on  peut  aussi 
prendre  z,  r,  v,  pour  les  inconnues  que  nous  avons  désignées  gé- 
néralement par  <p,  -vf, ,  G.  Abstraction  faite  de  son  dernier  terme,  la 
valeur  de  V  que  nous  trouvons  sera  alors  la  fonction  F  de  l'article 
précédent;  laquelle,  dans  le  cas  particulier  dont  nous  nous  occupons, 
ne  renferme  que  deux  variables  r  el^,  et  deux  constantes  arbitraires  1i 
et  e.  Les  deux  premières  équations  (i3)  seront 

rdr 


J  r  V  i\kr"  -\-?,hr* —  e* 


r  l/2Rr!  -f-  2hr'  — ea 

en  mettantdansla  seconde  elau  lieu  de  /,  et  divisant  par  e.  La  troiisème 
se  réduira  à  Z'=o;  et  il  n'y  aura  pas  lieu  de  considérer  les  suivantes. 
On  pourra  d'ailleurs  remplacer  l'équation  (y)  par  celle-ci  : 

z  ça=  Cr  sin(u  —  et), 

où  l'on  désigne  par  a.  l'angle  que  fait  lintersection  du  plan  de  la  tra- 
jectoire et  du  plan  des  x  et  y  avec  la  ligne  fixe  d'où  Ton  compte 
l'angle  v ,  et  par  S  le  sinus  de  l'inclinaison  du  premier  plan  sur  le 
second.  De  cette  manière,  ces  trois  équations  seront  les  intégrales 
complètes  de  celles  du  mouvement  entre  les  quatre  variables  t,  r, 
v ,  z,  et  les  six  constantes  arbitraires  h,  e ,  e,  l,  a,  £;  ce  qui  coïncide 
avec  les  formules  connues. 

On  aurait  pu  simplifier  le  calcul  en  prenant  le  plan  de  la  trajectoire 
pour  l'un  des  trois  plans  des  coordonnées  .r,  y,  .-;  on  a  conservé  des 
directions  quelconques  aux  axes  des  coordonnées,  afin  que  cet  exemple 
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présentât  les  principales  circonstances  de  la  méthode  générale,  et 
pour  montrer  que  la  formule  x'dx  -f-  y'dy  -f-  z'dz  n'est  une  diffé- 
rentielle exacte  qu'en  vertu  d'une  relation  particulière  entre  x,y, 
z,  qui  se  trouve  remplacée  par  l'une  de  ces  coordonnées  égalée  à 
zéro,  lorsqu'on  fait  coïncider  le  plan  des  deux  autres  avec  celui 
de  la  trajectoire. 

§  VI. 

Considérons  encore  le  cas  d'un  point  matériel  entièrement  libre , 
dont  la  force  motrice  ait  toujours  ses  trois  composantes  exprimées 
par  les  différences  partielles  d'une  même  fonction  U  des  coordon- 
nées, mais  ne  soit  pas  dirigée  vers  un  centre  fixe,  comme  dans 
l'exemple  précédent.  Supposons  que  ce  mouvement  ait  lieu  dans  un 
plan  que  nous  prendrons  pour  celui  des  x  et  y  ;  de  sorte  que  les 
équations  différentielles  du  second  ordre  se  réduisent  à  deux,  savoir  : 

d'x dV        dy_ dV  . 

de      a*'      de       37 '' 

U  étant  une  fonction  donnée  de  x  et  y.  L'intégrale  que  V  repré- 
sente  se  réduira   aussi  à 

V  =  f  [x'dx  -f-  y'djr)  ; 
l'équation  des  forces  vives  sera 

î  (*"  +  /")=  U  +  A;         (h) 
et  si  Ton   représente  par 

j\x,  y,    x',  f)  =  g,       (g) 

une  intégrale  première  des  deux  équations  du  mouvement,  on  ti- 
rera de  ces  deux  dernières  équations,  des  valeurs  de  x'  et  y',  en 
fonctions  des  deux  variables  x'  et  y' ,  et  des  deux  constantes  arbi- 
traires h  et  g.  Or,  pourvu  que  la  fouction  donnée  f  ne  soit  pas 
seulement  une  fonction  de  la  quantité  x'"  +j'',  et  des  variables  x 
ri  y,  c'est-à-dire  pourvu  qu'en  éliminant  l'une  des  variables  x'  ou  y', 
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entre  les  deux  dernières  équations,  l'autre  variable  y'  ou  x'  ne  dis- 
paraisse pas  en  même  temps ,  les  valeurs  de  x  et  y'  tirées  de  ces 
équations  rendront  la  formule  x'dx  -hy'dy  une  différentielle  exacte, 
ainsi  qu'on  le  prouvera  tout  à  l'heure.  Cela  étant,  on  obtiendra  par  les 
règles  ordinaires,  l'expression  de  V  en  fonction  àe  x,  y,  h,  g;  et 
d'après   les  équations  (i3),  on  en  déduira 

/&*  +  £*)  —  <■+•. 

m.  ** + £*J = ». 

pour  les  intégrales,  en  quantités  finies ,  des  deux  équations  du  mou- 
vement; h,  g,  e,  l,  étant  les  quatre  coustantes  arbitraires.  La  seconde 
de  ces  intégrales  sera  l'équation  de  la  trajectoire,  et  la  première  déter- 
minera le  temps  t  en  fonction  des  coordonnées  du  mobile. 

Ce  résultat  coïncide  avec  celui  que  M.  Jacobi  a  énoncé  dans  une  lettre 
adressée  l'an  dernier  à  l'Institut  (*).  Il  se  rapporte,  comme  on  voit, 
à  la  théorie  de  M.  Hamilton;  mais  en  faisant  concourir  à  la  détermi- 
nation de  la  fonction  V,  indépendamment  de  l'équation  des  forces 
vives,  une  autre  intégrale  première  des  équations  du  mouvement, 
que  l'on  suppose  donnée  à  priori. 

Pour  faire  voir  que  les  valeurs  de  x'  et  y'  tirées  des  équations  {li)  et 
(g-) ,  satisfont  à  la  condition  d'intégrabilité  de  la  formule  x'dx  -\-y'dy, 
c'est-à-dire  à  l'équation 

dx" dy 

dj  ~~  dx' 

j'observe  que  ces  valeurs  doivent  rendre  identiques  les  équations  d'où 
elles  sont  déduites;  en  difïérentiant  chacune  de  ces  équations  suc- 
cessivement par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  y,  on  aura  donc 

dx        dx'  dx         dy'  r  '       *      dx  dx         dx' 

df        dj  dx         dfdj^  _  ,  dx^  ,df dV 

dj  "*"  dx~"  dj-  ~*~  df  dy   ~~   °  '      X  dy  "*"?   dy  ~~  dy  ' 


(*)  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences  ;  18  juillet   i836 
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par  l'élimination  de  -j—  et  -—  ,  entre  ces  quatre  équations,  il  vient 

dx  X  ^  dx  dx^\df  a  dx'J  )dx  °> 

dj  J  ^  df  dj  ^  \dx'  J         df*  )dy   —  °> 
et,  par  conséquent, 

««r * ^ ^  ^  ^  «ic^^yrfy^Uy       M?  )\dx     dj)  —  0' 

or,   l'équation  (g)  étant  une   intégrale  première   des    équations  du 
mouvement  _,  il  faut  qu'en  la  différentiant   par  rapport  à   t ,   ce  qui 

tait  disparaître  la  constante  g.  et  substituant  ensuite  pour  -j-  et  ~- 

leurs  valeurs  -7-  et  -y-  données  par  ces  équations,  on  ait  identique- 
ment 


£^+  €  ■<+df,d±+dLdR 

dx  '      <(j-  -'  d.r'  rf.r  rf^-'  djr 


O. 


au  moyen  de  quoi  l'équation  qu'on  vient  d'écrire  se  réduit  à 

et  comme  le  premier  facteur  de  celle-ci  n'est  pas  nul,  puisqu'on 
a  supposé  que  la  fonction  désignée  par  j  n'est  pas  une  fonction 
de  ce'1  -j- y*,  il  faut  que  le  second  facteur  soit  zéro;  ce  qu'il  s'a- 
gissait de  démontrer. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  55» 


/  ;  \\  «  \V  v  V\\  VV\  WWWWl  VWV  VWWWVl  W  < 


THÈSES 

DE   MÉCANIQUE    ET   D'ASTRONOMIE; 
Par    M.    LEBESGUE, 

Professeur- suppléant  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Grenoble 


PREMIÈRE  PARTIE. 

Formules  pour  la  transformation  des  fonctions  homogènes  du  second 
degré  à  plusieurs  inconnues. 

I. 

Le  problème  dont  nous  allons  nous  occuper  conduit  à  certaines 
équations  déterminées  qui  se  présentent  souvent  dans  les  questions  de 
Mécanique,  d'Astronomie  et  de  Physique,  et  que  M.  Jacobi  a  récem- 
ment étudiées  (*).  D'autres  mémoires  publiés  antérieurement  par 
divers  géomètres  se  rattachent  plus  ou  moins  à  notre  sujet.  On  con- 
sultera par  exemple  les  Exercices  mathématiques  de  M.  Cauchy 
(tome  IV,  page  140)  et  surtout  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques 
deM.  Férussac  (tome  XII  page  5i4)oùse  trouve  l'extrait  d'un  excel- 
lent mémoire  de  M.  Sturm.  Nous  nous  bornons  ici  à  ces  citations  gé- 
nérales. Le  lecteur  jugera  ce  qu'il  peut  y  avoir  de  neuf  sinon  dans  nos 
formules,  au  moins  dans  la  manière  de  les  démontrer. 

Problème.  Étant  donnée  une  fonction  homogène  du  second  degré  à 
plusieurs  inconnues ,  il  faut  en  faire  disparaître  les  rectangles  de  ces 
inconnues ,  au  moyen  d'une  sidistitution ,  qui  laisse  la  fonction  homo- 
gène et  du  second  degré  entre  le  même  nombre  de  nouvelles  inconnues. 


{*)  Journal  de  M.  Crelle,  tome  XII ,  p.    1. 
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Pour  simplifier  la  solution,  on  fera  usage  de  la  notation  suivante  : 

i°.  Les  inconnues  seront  xt ,  xa . .  . ,  xa  au  nombre  de  n. 

2'.  Tout  terme  renfermant  le  rectangle  x^xp,  ou  le  produit  de 
deux  inconnues  différentes,  aura  pour  coefficient  Aa)/g,  le  premier 
indice  étant  celui  du  premier  facteur  du  rectangle  ,  et  le  second 
celui  du  second  facteur.  On  supposera  Aa,s  =  A/»,* ,  puisque  l'on  a 
jcslxi3=:XfiX\.  Le  coefficient  d'un  carré,  tel  que  x*  =  xa  ,  sera 
par  analogie  A«)a. 

D'après  ces  conventions,  on  remplacera  la  fonction 

A,,,  x,%  -j-  2A,,,  x.JCj  -f-  2AM  x,x3  -f».  .  .-f-  aA,,.  xvx„. 

'-j-     A,,  Xt~      +  2Aa3  XtX3  -+-...+  2Aa.„  x*x„. 
(j)      J  H-     A33  x3'      +•  •  •+  2A3i„  X3X„. 

-h    A„.„  xl 
Par  la  suivante , 

x,  (A,,,  x,  +  A,,a  xt  +. . .-f-  A,,a  x„] 
+  x>  (A,,,  x,  +  A„..  xa  -f-. . .+  A„,„  ar„; 

4-  x„  (A„,,  x,  +  An.a  x\  +.  .  .-f-  A„,„  x„). 
Si  l'on  fait 

.r,  =  rt,,,  j,  -f-  «,./.  +  •  •  •  +  «,,»/»■ 

xn  =  a„,t  J,  +  (!,,,),  +•  .  •+  fln,J». 

ces  valeurs,  substituées  dans  la  fonction  (2),  la  laisseront  homogène 
et  du  second  degré,  en  la  réduisant  à  la  forme 

y,  (B,,,y,  +  B,,,^ +.  •  •+ IW„). 
+  7.  (B....7.  -t-  B,.  j,  +.  •  .4-  K„y„). 

-h  y.  (B...  j,  +  B„,,  y,  -f-. . .+  B„,„  jKn)- 
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Si  l'on  pose  pour  abréger 

(5)  C,)a  =  Ai,,  a,}.x  +  A,,2  «2,«-r-.  •  •  +  -A',«^'",*> 

où  i  et  a,  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  entières  de  i  an,  on 
trouvera,  en  faisant  la  multiplication  sans  transpositions  de  facteurs, 
pour  ne  pas  confondre  les  rectangles,  tels  que  xaxp  et  x^xa) 

(B-J<t=r:a,,<tCI^+fla^Ca,a+.  •  .  +  fl",*C,*, 
B^et  =  a,, s  CI)lt 4-  a^ç  C2), +. . .  4-  a„^  C„,a , 
Bï,i=aI)iC,)1j+fl2,cC2)/î+. .  .-\-an.tCn^, 

et  Ion  vérifiera  très  facilement  que  l'on  a  V>a, ^  =  tip, *  à  cause  de 
A*,j8  =  As>a. 
Si  l'on  veut  que  la  transformée  en  y  soit  de  la  forme 

(7)  U,j;  +  U,^  +  U3jj  +  ...  +  Uny;,, 

il  faudra  poser 

BI;I=U, ,     BI;2=o  ,     B,,3=o B,,„=o, 

B2,=  o,     B2,2=Ua.    B2,3=o B2,„=o. 

B„, ,  =  o  ,     B„,2=o  ,     B„,3=o B„,n=U„. 


Ces  équations  ,  au  nombre  de  n",  se  réduisent  à  n  H — ■ — 

équations  distinctes,  entre  les  rt-^-n  inconnues  suivantes:   i°.  les  n1 

coefficients  as>t,   fl,)2, a       de  la  substitution  (5),    et,   2°. ,  les  n 

coefficients  U, ,  U,. .  . ,  U„  de  la  fonction  transformée  (7).  On  doit  donc 

encore  se  donner  équations  entre  les  inconnues,  afin  d'ôter  au 

problème  son  indétermination.  Il  est  bien  des  manières  d'obtenir  ces 
nouvelles  relations;  la  plus  simple  paraît  la  suivante.  On  supposera 
que  l'équation 

(9)  x\-\-x\<+>: . .+  x'n  =  Y',-hyl+.  ■  --hy: 

soit  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  possibles  données  à  y,  ,yt...,\r.. 
Mettant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  x, ,  x3.  .  .,  x,  données  plus 
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haut  (3;  .  et  rendant  le  résultat  indépendant  de  y,  ,  y%..  .,  yr.,  on 
trouvera  n  équations  de  la  forme 

«!,*  +  «à,*  +  •  •   •  +  rt'.a  =    I   , 

où  a  prendra  successivement  les  valeurs  i ,  2.  .  .,  n. 
Ou  trouvera  en  outre  — '- équations  de  la  forme 

('  ')  ^i*  ai,s  +  a-i.a.  cii.i.  +.  .  .o„.x  an>£  =  o , 

où  a.  et  /3  ,  essentiellement  différents ,  peuvent  d'ailleurs  prendre 
toutes  les  valeurs  1 ,  2.  .  .,  n. 

Les  7i"-\-n  équations  du  problème  sont  donc  celles  qui  portent  les 
numéros  (8),  (10)  et  (1  1). 

Il  est  facile  de  les  distribuer  en  n  systèmes  partiels  de  n  -f-  i  équa- 
tions chacun  ,  le  premier  contenant  uniquement  les  n-\-  1  inconnues 

L,,  a,,,,  rt^,, ,  «3,,...,  a„yl  ; 

le  second  renfei  niant  uniquement  les  n  -f-  1  inconnues 

U,,   «,,„,   fla,2,   rt3)2....    an,i , 

et  ainsi  des  autres  jusqu'au  ri™",  contenant  uniquement  les  n  -f-  1 
dernières  inconnues 

Lr.  ,     (lh n;     d-i.n-    «3,1,.;. s     (ln,n- 

Pour  faire  ce  partage  .   il  faut  remarquer  que  les   équations  (5) 

donnent,  au  moyen  des  équations  (10)  et  (11), 

y,  =a1;l  x,  -f-  a2,,  *ra-f-.  ..+  an,,  x„, 
y,  =  ah2  x,  +  a2i2  xt  +.  .  .-f-  a,^  xz , 
•  12) 

y„  =  û:,r.  X,  -f-  Cli.n  X%  +.  .  .-f-  fl„,„  JT„  , 

et  que  celles-ci  donnent  à  leur  tour,  en  verlu  de  l'équation  (g),  les 
suivantes  : 
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(i5)  a».,,  -h  a\.^+ Jra\,n=  i  , 

m  4)  a^,a^t  +  a«iSfl5>1  + 4"«sj»Oft»=^°> 

qui  ne  diffèrent  des  équations  (  ro)  et  (i  i  )  que  par  le  renversement  des 
indices. 

Par  exemple,  si  l'on  veut  obtenir  le  système  qui  donnera  la  valeur 
des  n  -\-  i  inconnues 

U« ,  ah<t ,  a2)<t ,  a$ ,„ a„,a  » 

on  prendra  les  équations 

B,,a=o,  B2;a=o...Ba,it=Ui...Bn„  =  o) 
auxquelles  on  joindra  l'équation 

a\^  -f-  al,„  +  •  •  •  +  an,x  =  ï  • 
Les  n  premières  équations  reviennent  à 

a,,,  C,„  +  a„,  G,,*  -+-....  -f-  o»,i  Cn,«  =  o , 

fl,,iCi,,  +  a2)2C2,:<  +  .  .  .  ■+fln,îCa,£(  =  O, 

a,,*  CI)K  -f-  aî)0t  Ca,a  +  •  •  •  •  "+"  a«>«  C„,*  ==  ^  «  ' 

a,,,  CM  +  rf3,„C3,„  +  ■  •  •  ■-+■  «»,»  C»„  =  o  , 
d'où  l'on  tire  très  facilement 

la  première  G,.*  ==  a,,a  U*  s'obtient  en  multipliant  les  équations  pré- 
cédentes para,,,,  a,,, a,,„  (coefficients  de  C,,a)  respectivement, 

et  en  faisant  la  somme  des  résultats.    Les    autres  s'obtiennent  d'une 
manière  toute  semblable. 

Remplaçant  C,„ ,  C3)„ Cn„  par  leurs  valeurs,  on  aura  donc 

définitivement  le  système 

Tome  II    —    Septembre  183?.  4 
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(A,,,  — Ua)rt,,a  +  AT,,tox-f-. . .-f- A ,,„«„,,  =  o, 
A3),  #,,=,  + (Aa,2  — U x)a%x-\- . . .+  A^na„iX  =o  , 

A3,,    fl,,»+A3,,flv+ +  A3,nrt„,*  =  0, 

A,,,*  al!t,+  An^a^-i- _f_(A„jn  —  Ux)a„.x  =  o, 

«,,x  +  «^+ +«;,,=  1 , 

dont  la  solution   n'offre   d'autre  difficulté  que   la  simplification   des 
résultats  auxquels  conduit  l'élimination. 

Les  n — 1  premières  équations  donnent,  par  exemple,  les  rapports 

a,,        a,x  «„.    ,  .  1      •       »      i  1  1     •  > 

—  ,    — ,  qui ,  substitues  dans  la  n'"",  conduisent  a  une 

ar,x        a„,»  arjX       »      '  ' 

équation  du  n'""  degré  en  Uï?  ou  tout  simplement  en  u,  dont  les 
racines,  toutes  réelles,  sont  les  valeurs  des  n  coefficients  U,,  Ua. .  .U„. 

Ces  racines  déterminées,  les  rapports  —  ,  -^ «— 1,«  sont  con- 

nus.  La  dernière  équation .  mise  sous  la  forme 

<'[C-ï)"  +  C-5---K^)*+a=" 

donne  alors  al_.x,  et  par  suite,  au  moyen  des  rapports  précédents,  on 
trouve  a]!X ,  a\x  .  .  .  a£_,jtl .  Les  valeurs  de  ces  coefficients  se  présentent 
sous  la  forme  de  fractions  qui  sont  toutes  susceptibles  de  réduction 
en  vertu  d'une  propriété  de  l'équation  du  n'  degré  en  u.  Cette 
équation  s'obtient  très  facilement  encore  de  la  manière  suivante  :  on 
résout  les  n  premières  équations  (i5)  par  rapport  à  a,,*,  a3yX  . .  .  an,x  , 
précisément  comme  si  les  deuxièmes  membres  n'étaient  pas  nuls  ;  on 
égale  à  zéro  le  dénominateur  commun  des  inconnues  a1>x,  aUx...a„!X, 
et  le  résultat  n'est  autre  que  l'équation  en  u  qu'on  peut  noter  U  =  o. 
Le  premier  membre  de  cette  équation  n'est  donc  qu'une  de  ces  fonc- 
tions nommées  déterminants,  fonctions  qui,  comme  le  dit  M.  Cau- 
chy  {Journal  de  l'École  Polytechnique ,  tome  10,  page  5i),  s'offrent 
d'elles-mêmes  dans  un  graud  nombre  de  recherches  analytiques.  C'est 
donc  dans  les  propriétés  des  déterminants  que  l'on  va  chercher  le  moyen 
de  simplifier  la  solution  qui  vient  d'être  rapidement  indiquée. 
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II. 

De  quelques  propriétés  des  déterminants . 
Définition.  Si  l'on  considère  le  système  d'équations 

A,,,  t,  -f-  A ,,,*.  + +  A,,n  t„=xm, , 

A,,  i,-f-A.,^4- -+-Atntn  =  m„ 

A„,,  t,-\-  AB,S<,+ +  A„,ntn=:m„, 

le  dénominateur  commun  des  inconnues  t,,  t%...tn  est  ce  que  l'on 
nomme  le  déterminant  du  système  des  nombres 

"1,1      "!,» "I,n  » 

Ai,i   A,,m A,„ , 

Ç«7) 

A„,,  A„, A„,„. 

Comme  ce  dénominateur  peut  changer  de  signe,  selon  le  mode  de 
solution  qu'on  emploiera,  on  conviendra  de  le  prendre  de  sorte  que 
le  terme  A,jt  A,,,  ASiS. .  .Ann,  qui  en  fait  partie,  soit  positif. 

On  trouve  dans  les  éléments  d'algèbre  une  règle  fort  simple  pour 
former  ce  déterminant,  et  l'on  en  peut  voir  d'autres  dans  le  mémoire 
de  M.  Cauchy,  cité  plus  haut.  Voici  quelques  conséquences  de  ces 
règles. 

Le  déterminant  du  système  (17)  est  aussi  celui  du  système  suivant. 

-™i,t   A»,« ABi,  , 

A,,„  A,,n A,,,, 

qui  s'obtient  en  remplaçant  la  série  horizontale  supérieure  du  système 

45.. 
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(17)  par  la  première  série  verticale,  puis  la  deuxième  horizontale  par 
la  deuxième  verticale,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  deuxième  horizon- 
tale qui  sera  remplacée  par  la  n'  ou  dernière  verticale 

Il  est  un  cas  où  les  systèmes  (17)  et  (18)  restent  les  mêmes,  maigre 
ce  changement;  c'est  celui  pour  lequel  on  aurait  Aa>ig  =  A^,».  On 
peut  dire  alors  que  le  système  est  symétrique ,  puisque  les  nombres 
qui  le  forment  sont  placés  symétriquement  par  rapport  aux  nombres 
à  indices  égaux  A,,,  Asï.  .  .A„,„  qui  forment  la  diagonale  dusystème. 

Une  autre  conséquence  de  la  règle  pour  former  le  déterminant , 
c'est  qu'il  change  de  sigue  : 

i°.  Quand  on  change  le  signe  de  tous  les  nombres  d'une  même 
série  horizontale  ou  verticale  ; 

2*.  Quand  on  change  l'ordre  de  deux  séries  consécutives  horizon- 
tales ou  verticales,  d'où  il  suit  que  si  l'on  avance  ou  recule  une  série 
de  k  rangs,  le  déterminant  se  trouve  multiplié  par  ( — 1)\ 

Ceci  rappelé,  si  l'on  représente  par  D  le  déterminant  du  système 
(17),  par  [g-,  /']  le  déterminant  du  système  qui  se  tire  du  système  (17) 
par  la  suppression  de  la  série  horizontale  de  rang  g  et  de  la  série 

verticale  de  rang  i ,  et  semblablement  par  la  notation  ^ ',  le  déter- 
minant du  système  qui  résulte  de  l'omission  des  séries  horizontales  de 
rangs  g  et  i  et  des  séries  verticales  de  rangs  i  et  k  dans  le  système  (17}; 
on  pourra,  au  moyen  des  remarques  précédentes,  établir  les  propor- 
tions suivantes  : 

I.  Dans  tout  déterminant  symétrique  on  a 

[g,i]  =  [i,gl 

Cela  résulte  de  ce  qu'il  est  permis  de  changer  (17)  en  (18),  sans 
déplacer  réellement  les  nombres  du  système. 

II.  Pour  tout  déterminant  nul  on  a 

[g>g]  [vl  —  ths]  [sv'L 

et  par  conséquent  pour  un  déterminant  à  la  fois  nul  et  symétrique 

[g'g]  [»f0  =  [fctf]"  =  LvT- 
En  effet,  si  dans  le  système  (16)  on  suppose  7/1,  =  /»,.  .  .  =  mx=o, 
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et  qu'où  supprime  l'équation  de  rang  g ,  on  trouvera 

ti    —[      IJ        [g,  H' 

le  facteur  ( — i)5"1"'  provenant  du  déplacement  de  séries  et  du  change 
ment  de  signe,  qui  résultent  de  l'application  de  la  règle  pour  déduire 
le  numérateur  [g,g]  du  dénominateur  [g,i].  L'exposant  de  —  i  a 
été  augmenté  d'un  nombre  pair  pour  simplifier  le  résultat.  Si,  dans  le 
même  système  (16),  on  supprime  l'équation  de  rang  i ,  on  trouvera 
pareillement 

ti    —  {        >        [i,gj 

Multipliant  la  valeur  de  —  par  celle  de  —  ,  on  a  de  suite  le  résultat 
de  l'énoncé. 

III.  Dans  tout  déterminant  non  symétrique  on  a,  quels  que  soient 
les  indices  du  nombre  Alig  égaux  ou  non , 

Le  coefficient  différentiel  de  D  est  pris  par  rapport  à  A,,,,  suppose 
différent  de  tous  les  nombres  A^;  ce  qui  n'arrive  pas  pour  un  déter- 
minant symétrique  où  l'on  a  A^,  =  Agr 

IV.  Pour  un  déterminant  symétrique  on  a  toujours 

Ces  deux  propositions  se  déduisent  de  la  formule 

D= A„„  [n,ti]  — At|„_,  \n,n — 1]  -f-  A„,„_»  [n,n — 2] — . . . . 
qui  se  tire  immédiatement  des  équations  (16) ,  où  l'on  a  fait 
m,  =  mi =  mn  =  o. 

Différentiant  la  valeur  de  D,  en  observant  que  le  coefficient  A„„ 
n'entre  que  dans  le  premier  terme ,  sans  entrer  dans  [»,»],  on  trouve 
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— —  =  [«,«] ,  et  cela  est  vrai  pour  tout  déterminant  symétrique  ou 

nou  symétrique.  Par  un  déplacement  de  séries  horizontales,  et  d'un 
même  nombre  de  séries  verticales ,  ou  trouve  sans   changement  de 

signe      —  —  [g,g]  ,  en  amenant  le  terme  Agg  à  la  dernière  place  de 

la  dernière  horizontale. 

Pour  un  déterminant  nou  symétrique  on  trouve  j- = — [ti,n-i], 

et  plus  généralement  -j- —  =  ( — \)<+g  [i,g],  au  moyen  de  déplace- 
ments de  séries  qui  amèneraient  Al<g  à  la  place  qu'occupait  A„,„_,  , 
c'est-à-dire  à  l'avant-dernière  de  la  dernière  horizontale. 

Si  le  déterminant  appartient  à  un  système  symétrique,  comme  on 
a  À„i,_1  =An_,,„,  en  différentiant  D,  il  faudra  avoir  égard  au  coeffi- 
cient An_,,„  contenu  dans  les  déterminants  partiels  [?i,n-i],  [n,«-2]etc. 
Or,  le  même  calcul,  qui  a  fait  tirer  la  valeur  de  D  du  système  (17), 
fera  tirer  semblablement 

[n,q  =  a,_,„  c._,.'„]  +  a..,..  [::_.,•]  +  a._3..  cui]— '■ . . . 

du  système  (18). 

On  aura  donc  -jt =  f"_.  il ,  et  par  suite 

M,,,.,  , 

=-[n,n-  ij— A._,,.[r^]4-A._.,.[^]^A._,M[r^]  +  • 
= — [n,n — 1] — [n,n — 1]=—  2[n,n — 1], 

eu  remarquant  que  l'on  a  A„,a  =  Aa;„  et  [£  j]  =  [?;„] ,  puisque  le  sys- 
tème est  symétrique. 

Plus  généralement ,  par  un  déplacement  de  séries  horizontales  et 

de  séries  verticales  ,  on  trouvera  -r—  =  ( — i)'^?['>o]>  comme  il  est 
dit  dans  l'énoncé. 

V.  Dans  tout  déterminant  nul,  mais  non  symétrique,  on  a 

<dV    \    /dl)    \  dD       db 


/d\)    \    /dD    \    __    dD_    dD_ 
\dA,lS)   VrfA^j  —    d~Â^s    dxZ  ' 
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et  dans  tout  déterminant  à  la  fois  nul  et  symétrique,  on  trouve 


,      ,  /dD    y  .  dT>       dD 


Ces  équations  ne  sont  que  la  traduction  de  celles  de  la  proposition  II. 

Les  équations  (19),  (20)  et  (21)  vont  servir  à  simplifier  la  résolution 
des  équations  (io). 

III. 

Développement  de  la  solution  des  équations  (i5). 
Calcul  de  l'équation  en  u. 

L'équation  en  u  n'est  autre  que  le  déterminant  du  système 

A,,,  —  u,  A,,„  A,,,,.. .  .  .A,,.', 
A,,,,     A-, — u,  A,„ A,,. , 


A,,,,  A,,,,    A3. A„„— k. 

On  la  représentera  donc  par 

(22)  U  =  dét.[A,,,  —  u,  A.,,  —  w... A,,. — m]  =  o. 
Ainsi,  pour  «  =  2,  on  aura 

(23)  U  =  (Alil  —  u)    (A,,.  — m)  — Aï,,. 
Pour  n  =  3 ,  on  aura 

(24)  U=(A,,,-h)  (AM— «)  (A3,3— u) 

— A^(A,,,— «)-A;,,(Ai,a-«)-A;,î(A3,,-M)-|-2A1,.A,.,Aa,3=o. 

Pour  n  =  4  »  on  aura 

(25)  U=r(A ,,,—«)  (A,,.— a)  (A3,,— «)  (A4.4-«) 

— A;,4(A,,,— «)(A.,.— M)+2A.,3AMA3,4rA,,,— «) 
— A;,4(A,,,—  m)(A3,3— m)+2A,,3Ai,4A3.4(A.,.— u) 
— A=,3(AM — U)(A4A— w)+2A,,.AMAM(A3.3— u) 
— A:,4(A,,,— «)(A3)3— «)+2A1,,A,.jA,,,(A4,4— u) 
— A;,4(  A  ,,, — u)  (A  44i— u) 
— Aî,,(A,iS — u)  (A4i4 — u) 
— 2Ali,A3>4AlisA),,4+Aîi4Aj(j. 
— 2A1,1A3,4AI)4AliS-f-A:,3A',4 
—2  A  ,,3A,  4A  ,,4A,,3-f-A  l,  A3'.4 
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A  ces  exemples  particuliers  qui  suffiront  pour  les  applications,  on 
peut  joindre  les  remarques  générales  qui  suivent. 

Première  remarque.  Quel  que  soit  le  nombre  n  des  inconnues  de 
la  fonction  à  transformer,  si  les  coefficients  A,,,,  A,,.  .  .  A,_, ,„  ,  et 
par  conséquent  A.,, ,  Ana.  ;  .,  A„,,_,  sont  nuls,  le  déterminant,  pour 
le  cas  de  n  inconnues,  se  trouvera,  en  multipliant  par  A„,„ — u,  le 
déterminant  trouvé  pour  le  cas  de  n — i.  Cela  suit  de  la  valeur  de  D 
donnée  plus  haut. 

Deuxième  remarque.  Le  nombre  n  étant  quelconque ,  si  le  déter- 
minant ne  renferme  que  des  coefficients  à  indices  égaux  ,  ou  dont  un 
des  indices  soit  n,  tels  sont  AXjX  et  A«,„,  l'équation  en  n  sera 

(26)  (A,,, — u)  (A2)2  —  m).  .  .  .(A„,i. — u) 

— A%hn{A^  —  u)  (A3,3 — u).  . .  .(A„_,,„_, — u) 
— A*,n(A,,4 — «)(A3,3—  u) (An_,,n_, — u) 

— A=_,,„(A,,,  —  «)(Aa,, — u) (A„_,,„_, — u) , 

le  premier  terme  contenant  les  n  facteurs  A,,,  —  u,  Aa,, — u.  .  .  . 
A„,„  —  u,  et  les  autres,  qui  sont  négatifs,  ne  contenant  que  n — 2  de 
ces  coefficients.  Ainsi,  par  exemple,  pour  le  terme  où  entre  A«,„,  les 
deux  facteurs  à  omettre  sont  Aa,K  —  u  ,  A„  „  —  u  indiqués  par  les 
indices  de  Aa>„. 

Réalité  des  racines  de  l'équation  en  u. 

I.  L'équation  U  =  o  a  ses  racines  réelles  pour  n  =  3.  En  effet . 
on  a  dans  ce  cas 


A,,,4-A1„_,     1 


valeurs  réelles. 

IL  Quel  que  soit  n,  si  les  nombres  ou  coefficients  A^  ont  tous 
deux  indices  égaux ,  ou  dont  l'un  soit  n  ,  l'équation  eu  u  aura  toutes 
ses  racines  réelles. 
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En  effet,  clans  ce  cas,  lequation  en  n  est  celle  notée  (26).  Si  l'on 
suppose  que  A,,,,  A3,a  .  .  .,  A„}„  soient  rangés  par  ordre  de  grandeur, 
de  sorte  que  l'on  ait 

*>  >  A  ,,,  >  A2;3  >....>  An,„  >  —  =0  , 

et  que  dans  cette  équation  (26)  on  fas-e  successivement 

UZ=Ct>,        A,,,,       Aa,a  •  •  •  •  An_t,„_,  ,       Aa,n, CC. 

U  prendra  les  signes  +       —         +  —  +      -f- , 

ou  bien  —        —         -j-  -f-  —      -f-. 

selon  que  n  sera  pair  ou  impair.  Ainsi ,  dans  tous  les  cas,  les  n  racines 
sont  réelles,  puisqu'il  y  a  n  changements  de  signe. 

Si  plusieurs  des  nombres  A,,, ,  A2,2. .  .,  A„}„  étaient  égaux,  si  l'on 
avait,  par  exemple,  AIjI  =  A3)2,  l'équation  (26)  prendrait  le  fac- 
teur Ar,, — u ,  d'où  la  racine  «=AIji.  Ce  facteur  supprimé,  on 
trouverait  une  équation  semblable  du  {n — 1)'  degré,  dont  l'on  prou- 
verait de  même  que  les  n — 1  racines  sont  toutes  réelles. 

Si  les  coefficients  AI;I  ,  A3j2.  . . ,  An,„  n'étaient  pas  rangés  par  ordre 
de  grandeur,  il  suffirait  d'un  déplacement  de  termes  pour  retomber 
dans  ce  cas.  Ainsi  la  démonstration  est  générale. 

III.  Quels  que  soient  les  coefficients  Aa;/a  ,  si  l'équatiou  en  u  a 
toutes  ses  racines  réelles  pour  n  =  m  —  1,  elle  les  aura  aussi  toutes 
réelles  pour  n=^m.  Ceci  étant  démontré,  comme  dans  tous  les  cas 
les  racines  sont  réelles  pour  «=2,  elles  le  seront  encore  toutes  pout- 
re =  3 ,  n  =  4 ,  et  en  général  pour  n  quelconque. 

En  ne  considérant  que  les  m  —  1  inconnues  x, ,  x%.  .  .,  xm_,  qui 
entrent  dans  la  fonction  homogène  du  second  degré,  qui ,  en  outre, 
contient  xm,  on  pourra,  d'après  l'hypothèse,  faire  disparaître  les  rec- 
tangles des  m —  1  inconnues  xt,  x%.  .  .,  xm_t)  c'est-à-dire  avoir  une 
transformée  où  tous  les  coefficients  seront  nuls ,  à  l'exception  de  ceux 
qui  auraient  des  indices  égaux,  ou  dont  l'un  des  indices  serait  m. 
Or,  d'après  la  proposition  précédente,  par  une  nouvelle  transforma- 
tion, celle-ci  conduit  à  une  équation  en  n,  dont  toutes  les  racines 
sont  réelles.  Il  reste  donc  à  montrer  que  les  deux  transformations 
pourraient  être  remplacées  par  une  seule,  qui  conduirait  par  consé- 
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quent  à  une  équation  eu  u  ayant  toutes  ses  racines  réelles.  Or,  si  la 
première  substitution  est  exprimée  par  les  équations 

x,=za,,xjl  +  a<:lj-i-{-. .  .+«,,«7»,  ■*•.  =  «.,. 7, -f-  etc., 

et  si  la  deuxième  substitution  est  exprimée  semblablement  par  les 
équations  de  même  forme 

Jt  =  b,,lz,  +61„=1  +  ...+  AI,,sB>  j\=b^z,  +...etc, 
l'élimination  de  yt ,  j%.  .  .,  y„  donnera 

a:,  =  c1#lz,  +  cuaza  +  . .  .-\-cunz„,  xt  =  c^,z,  +. .  .etc. , 

où  l'on  aura  en  général 

c-hx  =  a,,,  bllX  +  fl/,,  &2):<  -f- . . .  +  ai>n  b,,,*. 

Or  les  coefficients  ainsi  formés  satisfont ,  comme  on  le  vérifie  très 
facilement  aux  relations  fio),  (n),  (i3)  et  (14),  ce  qui  d'ailleurs  est 
une  suite  des  deux  équations 

x\+x\+.  .  .+xï=JÎ+jrH-.  ..-jrjl,yl+.  ■  .+yl=z\-\-z\-\-. .  ,+zl 

qui  entraînent  la  suivante 

x\  +  xl  -f- .  .  .  +  xl  =  z\  -f-  z\  -f- .  .  .  +  z\. 

Ainsi  les  deux  substitutions  sont  remplacées  par  une  seule  qui  fait 
disparaître  tous  les  rectangles  et  qui  conduit  à  une  équation  du 
n'  degré  en  u,  dont  toutes  les  racines  sont  réelles.  Cette  démonstra- 
tion n'est  que  le  développement  de  celle  que  M.  Poisson  a  donnée 
dans  sou  mémoire  sur  le  Mouvement  d'un  Corps  solide ,  pour  le  cas 
de  trois  variables  (*). 

Racines  égales. 

Quand  l'équation  en  u ,  U  =  o ,  a  des  racines  égales,  ou  satisfaisant 

a  I  équation  —  =  o  ,  ces  racines  satisfont  aussi  a  1  équation  -7- — =o, 

quels  que  soient  les  indices  a.  et  /3  égaux  ou  non. 
Eu  raison  de  la  forme  de  l'équation  en  u ,  on  a 

(*)  Voyez  aussi  le  mémoire  de  M.  Jacobi ,  déjà  cité. 
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Va7'  du         dX,fl  ^  dk^  ^"  '^  dk„,n 

Élevant  au  carré  les  deux  membres  de  cette  équation ,  les  doublant  et 
les  simplifiant  au  moyen  de  l'équation  (21),  on  aura 

(xo      <0 =*(£)+<£;)'+ +<£:)" 

Pour  le  cas  des  racines  égales,  le  premier  membre  devenant  nul,  il 
en  sera  de  même  du  second ,  et  par  conséquent  de  chaque  terme  en 
particulier,  puisque  les  racines  sont  toutes  réelles. 

Calcul  des  coefficients  ahl ,  a()1 . . .,  a„,n  de  la  substitution  (5). 

Pour   trouver  les  coefficients  de  la  substitution  (3),    il   suffit  de 
remarquer  que  l'on  a,  en  employant  les  notations  de  l'article  H, 

**  <»,,,*  Ln>"J 

Alors,  au  moyen  de  l'équation 

«ï,«  +  àl,a  -f- -f-  al}X  =  1 , 

on  trouvera,  en  mettant  pour  [«,*']*  sa  valeur  [n,n]  [i,i~\, 

,_    .  ,  \n.n] 

>     ;  '  [',']  +  [2,2]+- •■+[","] 

il  suffira  pour  cela  de  supprimer  le  facteur  [n,n]  commun  aux  deux 
termes  de  la  fonction.  Par  suite  on  aura 

(3i)  fl*>  = 


Enfin,  au  moyen  des  équations  (ig),  (20)  et  (27),  les  équations  (29) 
et  (3i)  deviendront 

/r.   .  aj^_ i_  d\]      .  dV 

^       '  On,x  2  f/As,„   *   dkn,n  ' 

46. 
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(35)  ak>x  =  __._, 

où  il  faudra  changer  u  en  U«. 

La  remarque  faite  sur  les  racines  égales  montre  que  al^  peut  se 

pre'senter  sous  la  forme  -  ,    mais  non  sous  la  forme  —  . 

Dans  la  formule  (55),  quand  on  a  mis  dans  -j- ,  pour  n  sa  valeur 
particulière   U„,  on  peut  encore  remplacer  —  par  le  produit 

rfc^-U.)  (U.-U.). .  .(U^-U^.XU.-U^,). .  -(U„-U,), 

selon    que    n    est  pair  ou  impair,    pourvu    cependant    que    toutes 
les    racines    soient    inégales.    Cela    suit    de   ce   qu'en   posant   U  = 

{u— U,)(«— U,)..  .(«— U„),  il  en  résulte 

dV           U              u       .  -      u 

-r  :— ït  ■+■ -t- 


du  m— U,    ^    u—U,  ^ ^  M_U„' 

Si  dans  cette  équation  l'on  fait,   par  exemple,  11  =  1],,  le  premier 

terme  se  réduit  à  (U, — Ua)  (U, — U3) (U, — U„),  et  tous  les  autres 

disparaissent  à  cause  du  facteur  nul  U, — U,.  On  en  dira  autant  poul- 
ies autres  substitutions  u  =  \Jtt  i*=U3. .  .«r=Ua  . .  .m  =  U„.  Cette 
transformation  pourra,  dans  certains  cas,  faciliter  la  discussion  en 
déterminant  le  signe  du  dénominateur. 

Résumé  de  la  solution. 

La  transformation  de  la  fonction  (î)  en  la  fonction  (7),  par  le 
moyeu  de  la  substitution  (5),  est  renfermée  uniquement  dans  les 
formules  (22),  (52)  et  (55). 

L'équation  (22)  fait  connaître  les  coefficients  U, ,  U„. . .  .U„  de  la 
transformée  (7)  par  le  moyen  de  la  résolution  d'une  équation  du 
n'  degré. 

L'équation  (55)  fait  connaître  la  valeur  absolue  des  n'  coeffi- 
cients de  la  substitution  (5),  par  l'extraction  de  la  racine  carrée  du 
quotient  de  deux  coefficients  différentiels  du  premier  membre  U  de 
l'équation  (22). 
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Comme  ces  coefficients  peuvent  être  pris  soit  avec  le  signe  + ,  soit 
avec  le  signe  —  ,  l'équation  (32)  donne  le  moyen  de  combiner  conve- 
nablement les  signes  en  montrant  que  les  termes  de  la  série 

ont  les  mêmes  signes  que  ceux  de  la  série 

dU         dU        dU  dU 

dl^n  '   dk^n  '    dk3,n '    d\n,n  ' 

où  l'on  doit  faire  m  =  U«.  On  pourrait  encore  prendre  tous  les  signes 
opposés.  Cela  tient  au  signe  que  l'on  donne  à  an>x. 

IV. 

Autre  transformation  de  l'équation  homogène  du  second  degré  à  n 
inconnues. 

La  transformation   précédente  est  fondée  sur   la   relation 

x\  -\-  x\  +  ...•+-  xl  =jl  -hjl  -f-.  ..-f-  yl, ,  si  l'on  prend  une  autre 
équation  de  condition,  la  solution  du  problème  aura  besoin  de  modi- 
fication. Il  est  une  autre  transformation  aussi  utile  que  la  précédente, 
c'est  celle  fondée  sur  la  relation 

X\    +    X\    +  .  .  .-f-    Xt-,  —    «î    =  jr\    +  J\    +•  •  •+  Jn-i  ~  fn- 

Il  serait  long  et  d'ailleurs  inutile  de  recommencer  le  calcul,  il  suffira 
d'indiquer  ici  les  changements  à  faire  dans  une  partie  des  équations 
des  articles  I  et  III. 

Les  équations  de  (î)  à  (8)  inclusivement  n'éprouvent  aucun  chan- 
gement. 

Dans  l'équation  (g),  il  faut  changer  le  signe  du  dernier  terme  de 
chaque  membre ,  changement  qui  entraîne  tous  les  suivants. 

Dans  les  n  —  i  premières  équations  (io)  il  faudra  changer  le  signe 
du  dernier  terme  du  premier  membre,  et  dans  la  n'  qui  répond  à 
ct  =  n,  il  faudra  changer  le  signe  du  dernier  terme  du  premier  mem- 
bre et  de  plus  le  signe  du  second  membre. 
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Dans  toutes  les  équations  (i  i)  le  dernier  terme  changera  de  signe. 

Dans  les  équations  (12)  les  derniers  termes  des  seconds  membres 
changeront  de  signe,  et  il  en  sera  de  même  du  premier  membre  de 
la  «'. 

Dans  les  équations  (i3)  les  signes  des  derniers  termes  des  premiers 
membres  changeront  :  de  plus  dans  la  71'  équation  il  faudra  changer  le 
signe  du  deuxième  membre. 

Dans  les  équations  (14)  »  les  derniers  termes  changeront  de  signe. 

Dans  les  équations  (i5)  il  faudra  changer  A„„  —  Ux  en  A„in  +Ua. 
De  plus  si  a  =  11,  il  faudra  dans  toutes  changer  Un  en — U„.  D'ailleurs 
dans  la  dernière  équation  (i5)  il  faudra  toujours  changer  le  signe  du 
dernier  terme  du  premier  membre  ,  et  changer  celui  du  second  mem- 
bre, seulement  pour  a  =  71. 

Les  équations  de  (16)  à  (21)  ou  de  l'article  II  ne  changent  point. 

Dans  les  équations  de  (22)  à  (26),  il  faut  seulement  changer  A„ ,„ —  u 
en  An  n  -f-  u ,  et  d'ailleurs  changer  le  signe  de  la  racine  U„. 

Dans  l'équation  (27)  il  faut  changer  le  signe  du  dernier  terme 
rfU 

dA„,n 

Dans  l'équation  (28)  il  faudra  dans  le  second  membre  prendre  néga- 
tivement les  termes  tels  que  f -^ — J  . 

Ce  qui  a  été  démontré  pour  la  réalité  des  racines  et  sur  leur  égalité 
n'a  plus  lieu  ici  même  pour  le  cas  de  deux  inconnues. 

Dans  l'équation  (29)  il  n'y  a  rien  à  changer  dans  l'équation  (5o) ,  et 
dans  la  (3i)'  il  faudra  changer  le  signe  de  [n,  n]  au  dénominateur  et 
aussi  au  numérateur  pour  az=.n. 

Dans  l'équation  (32)  il  n'y  a  rien  à  changer  :  dans  la  (35)',  il  faudra 
pour  le  cas  de  a  =  71 ,  changer  le  signe  du  second  membre  ,  et  de  plus 
remplacer  U„  par  — i„, 

Enfin  si  l'on  pose 

x,  =  xn  cos  9, ,     xa  =  xa  cos  G2, .  .  -JCn_,  =  xn  cos0„_, , 
/,  =  jn  cos<p,,      /,  =  jr.  cos?,,. .  .jr„_,  =  j„cos<p„_„ 

et  d'ailleurs , 

cos* 9,  -f-  cos'ôj  -(-..  .-f-  cos*#„_,  =  1  , 
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il  en  résultera 

cos'<p,  +  cos*pa  +. . .+  cos*<p„_,  =  i  ; 

et  l'on  transformera  la  fonction 

A,  ,cosa0,+2 A,, , cosG,  cos  62+ .  . .  +2AXi  „_, cos G, cos  ô^.+aA,,  „  co.->6, 
+  A 2i ,005*6,4- -f-2A,„_,  cosSiCOsô^.-j-aAj^cos'.i. 

-f-  A„_,  „_,  cos*âIi_I+3A„_,  „cos6„_, 

+  a,„  „; 

en 

U,  cos*  <p,  -f-  U,  cos*  <pa  + .  ■  .  +  U„_,  cos*<p„_ ,  —  U„ , 
ou 

(U,  —  U„)  cos*<p,  +  (U,  —  U.)  cos*  <p,  +  . . .+  (U„_,  —  U„)cos*  <p„_. 

au  dénominateur  près  ,  par  le  moyen  de  la  substitution 

(,  o,  ,  cosip,+<7,   ,cosp<p,4-. . .  -la,  „_,  cosip„_;,'-|-o1    „ 

COS  0|  = ! ! — 

an>,cosip2+an|  2  cos2-f- -f  a„,„_,cos  ip„_,-f-a„  „ 

où  il  faut  donnera  i  toutes  les  valeurs   i,   2,   5... 71. 

Il  serait  inutile  d'entrer  dans  de  plus  longs  détails  sur  cette  seconde 
transformation.  L'application  qui  en  sera  faite  plus  loin,  éclairciia  ce 
qui  peut  rester  d'obscur  dans  les  indications  précédentes. 
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SECONDE   PARTIE. 

APPLICATIONS. 


Exemple   de   la  première  transformation.    Détermination    des  axes 
principaux  de  rotation. 

Les  équations  du  mouvement  d'un  corps  solide  contiennent  les  neuf 
intégrales  définies  suivantes  :  fxdm,  fydm,  fzdm;  fxydm  ,  fxzdm, 
fyzdtn  ;  fx*dm ,  fy'dm ,  fz'dm  étendues  à  toute  la  masse  du  corps 
dont  l'élément  est  dm,  et  qui  est  rapporté  à  trois  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  x,  y,  z. 

Il  importerait  donc  de  simplifier  les  équations  différentielles  du 
mouvement  par  un  changement  d'axes  et.  d'origine  qui  fit  disparaître 
un  certain  nombre  de  ces  intégrales,  quand  bien  même  les  nouveaux 
axes  ne  devraient  pas  jouir  de  propriétés  mécaniques  remarquables. 

Les  trois  premières  intégrales  disparaissent  quand  on  met  l'origine 
au  centre  de  gravité  du  corps.  Les  trois  suivantes  peuvent  aussi  dispa- 
raître, quelle  que  soit  l'origine;  il  suffit  pour  cela  de  choisir  convena- 
blement la  direction  de  trois  nouveaux  axes  rectangulaires  de  même 
origine. 

Pour  démontrer  cette  proposition  en  faisant  usage  des  formules  de  la 
première  partie,  on  remplacera  x ,  y,  z,  par  x, ,  xti  x3,  et  l'on 
supposera  que  pour  les  axes  sur  lesquels  se  comptent  ces  coordon- 
nées, on  ait  trouvé 

Jx\dm  =  A,, ,,     fx;dm  =  A3, ,,     fx;dm  =  A3j3, 
fx,xtdm  =  A,  ,,  fxtx3dm  s=  AI>3,  fx^^dm  =  AJj3: 

afin  de  trouver  de  nouveaux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  de 
même  origine  et  pour  lesquels  on  ait 
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fy\dm  =  U, ,     fjldm  =  U, ,     fj)dm  =  U3 , 
fy,ytdm  =  o,    jy.jidm  =  o,    fyiy3dm  =  o, 

on  posera  les  équations 

*,  =  a>,ïjr,  +  a^y,  +  rta,3j3, 

qui ,  en  supposant  la  relation 

*î  +  *î  +  Xl==  £] ,+  J\  ,tt-  JTl , 
donneront  les   équations 

j,  =  rr,  ,#,  H-  tf,,,^,  +  a3|1^3, 

73  =  al3xt  +  rt,,3xs  +  fl3]3^3. 

Les  neuf  coefficients  a,.a, ^. .  ,ai3  représentant  les  cosinus  des  angles 
que  les  axes  des  deux  systèmes  font  entre  eux.  Ainsi  ài3  est  le  cosinus 
de  l'angle  que  l'axe  des  x%  fait,  avec  l'axe  des  j3;  le  premier  indice  se 
rapportant  aux  x  et  le  second  auxy. 

Si  l'on  calcule  fy\dm  et  que  l'on  évite  les  transpositions  de  facteurs 
et  par  suite  les  réductions ,  on  trouvera 

fj\dm  =  U,  =  a,x(Atlati,  +  A,  yz, ,  -f-  Al3rt3|1) 
+  attt(Ati,at>,  +  Aay7ai,  +  Aai3a3iI) 
+  «3,.(AS,,«,,,  +  &a,*a»,,  -f-  A3i3a3i,) 

ou  A,,  représente  fx^x,din,  comme  A,  »  représente  fx,xadin  :  ainsi 
ASjI  =  A, >2.  Cetle  valeur  de  U,  est  précisément  celle  trouvée  dans  la 
première  partie  pour  B,  ,.  On  trouvera  pareillement  que  U,  et  U, 
reviennent  à  B2  a  et  B3|3. 

Si  l'on  calcule  fy,y2dm  avec  la  même  attention  d'éviter  les  transpo- 
sitions de  facteurs,  on  obtiendra 

Jy,j,dm  =  ax  ,(A,  ,#,_,  +  A.^a,^  +  A,  3a3  J 
+  «^(A^ ,«,_.,  -f-  A^a,^  -f-  A3j3«v) 
-f-  a3]1(A3)1a,)3  +  A3|3rt3|î  -f-  A3,3a3]3). 
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De  même  encore  ,  on  aurait 

fy^y\dm  =  a^^A,^,,,  -f-  A.,,0,,,  +  AIi3a3|,) 
+  a^A^tf,,,  -f-  A3|2«3|I  +  A3|3rt3jX) 
+  ^(A^A.1  +  A3ja,.   +  A3i3(73j,)- 

Ces  deux  quantités  ne  sont  autres  que  celles  représentées  par  BI|a  et 
B,  ,  dans  la  première  partie;  on  reconnaît  facilement  leur  égalité.  Le 
problème  de  déterminer  les  axes  principaux,  ou  des  axes  pour  les- 
quels on  ait 

fj,J\dm  —  o,    j)\j4m  =  o,     ff,fî  dm  =  o, 
dépendra  donc  des  équations 

B,,  =  U,,  B,  a  •=  o,  B,  3  =  o, 
B,',  =  o,  B|',  =  U3,  B,_,  =  o, 
B3,,  =  o,       B3|,  =  o,    B3;3  =  U3. 

Ce  problème  est  doue  analytiquement  le  même  que  celui  de  faire  dis- 
paraître les  rectangles  de  la  fonction 

A,flat;  -f-  2A,i7x,x1  -f-  iS.li3xtx3 
-f-  Àlita*  -f-  aA,|3a?,ar3 

-+-  A3)3.r?. 

L'équation  qui  détermine  U ,  =  fy\dm ,  Ut=fj\din,  \J^=/yidm 
sera  donc 

U=(AI)I-w)(AJi3-wXA3i3-«)-Ali3(AI>I-M)-A;j3(AaiJ-M)-A;i2;A3,3-«)+ 
2A,,Al3A3  _,=  o,  et  les  neuf  cosinus  qui  déterminent  la  position  des 
axes  principaux  seront  donnés,  tant  pour  la  valeur  absolue  que  pour 
les  signes,  par  les  deux  équations 

J^L  •  dV        aJt±±  -  -   •  _^L  •    dU 
*>"  ^AM  '  du  '       a3,u     '  ~    'dAii3'  dk3t3' 

où  il  faudra  faire  u  =  U*  ;  les  nombres  a  et  k  prenant  successivement 
les  valeurs  i  ,   2  et   3. 
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Si  l'on  effectue  les  differentiations  indiquées  et ,  qu'en  supposant 
les  racines  ine'gales  on  remplace  -=-  par  un  produit  de  différences 
des  racines  U,,  U,,  U3,  on  aura 

,     _   fA,,„  — lT,)(A,,s-U,)  — A',,3 

a','       —  (U,    —  US)    (U,    —    U;,)  ' 

(A,,,  —  U,)(Aj.3  —  U,)  —  A*„s 
al ,  = 


ai,  = 


(U,  —  UJ  (U,  -  U3) 

(A,,,  — U,)(Ua>1  —  U,)  —  A3,,, 

(U,  — U,)(U,  -U3) 


Pour  avoir  les  valeurs  de  a],,  a\%,  a\^,  il  faudra  au  numérateur 
changer  U,  en  U,  et  prendre  pour  dénominateur  le  produit  (U, — U,), 
(U,-U3)._ 

Pour  avoir  les  valeurs  de  a]if  a\:i,  rt33,  il  faudra  au  numérateur 
changer  U,  en  U3  et  prendre  le  produit  (U3  —  U,)  (U3 — -U,)  pour 
dénominateur. 

Quant  aux  signes,  on  prendra  ceux  des  coefficients  différentiels 

dV  dV  rfU 

rfA,i3  '      d.\1>3  '      dA3,s  ' 

où  il  faudra  faire  «  =  U,  pour  a,,,  «,„  «,,;  «  =  1,  poura,,.  a  „ 
a3,;  et  u  =  \]3,  pour  a,i}  a,s,  fi33. 

La  discussion  des  formules  précédentes  ne  présente  aucune  diffi- 
culté, elle  a  été  trop  souvent  présentée  pour  qu'il  soit  nécessaire  de 
la  mettre  ici.  La  conséquence  qu'on  eu  lire,  c'est  qu'en  général  il  n'y 
a  qu'un  système  d'axes  principaux  et  qu'il  y  en  a  toujours  un.  Ce- 
pendant pour  le  cas  de  deux  racines  égales  (pour  l'équation  en  u) ,  il 
y  a  une  infinité  de  systèmes  ayant  un  axe  commun ,  et  enfin  pour  le 
cas  des  trois  racines  égales,  tous  les  systèmes  d'axes  rectangulaires 
passant  par  l'origine  donnée  sout  des  axes  principaux. 

Il  suffira  d'ajouter  ici  que  les  formules  précédentes  ne  diffèrent  de 
celle  du  §  II  du  mémoire  de  M.  Poisson  sur  le  mouvement  d'un 
corps  solide,  que  par  un  facteur  supprimé  aux  deux  termes  des  frac- 
tions qui  représentent  les  neuf  cosinus,  qui  fixent  la  position  des  axes 
principaux. 

4:-- 
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II. 

Exemple  de  la  seconde  transformation. 

Problème.  Trouver  l'attraction  qu'exercerait  une  planète  sur  un 
point  matériel,  si  la  masse  de  cette  planète  était  distribuée  sur  les  par- 
ties de  son  orbite,  en  raison  du  temps  quelle  met  à  les  parcourir? 

Ce  problème  sera  traité  ici  fort  succinctement,  mais  il  serait  très 
facile  de  déduire  de  la  solution  les  diverses  formules  que  M.  Gauss  a 
exposées  dans  le  mémoire  où  il  s'occupe  de  la  présente  question. 
{Determinalio  attractionis ,  etc ) 

Solution.  Soit  a  le  grand  axe  de  l'orbite,  b  le  petit,  et  a1 — b*=a*e*, 
de  sorte  que  e  soit  l'excentricité,   si  l'on  représente  par  9  l'anomalie 

excentrique,  par  T  le  temps  de  la  révolution ,  et  par  n  =  -^  la  vitesse 

moyenne  angulaire  de  la  planète,  on  aura  ndt  =  (i — ecos9)</9-  La 
masse  de  la  planète  étant  prise  pour  unité,  la  partie  de  cette  masse  qui 
serait  distribuée  sur  le  petit  arc  parcouru  pendant  l'instant  dt  sera 

dt  ndt  (  i  —  t  cos  0)  de 

T    "  "     nT  iic 

Si  l'on  prend  le  grand  axe  de  l'ellipse  pour  axe  des  x,  le  petit  axe 
pour  celui  des  y,  et  la  perpendiculaire  menée  par  le  centre  au  plan  de 
l'orbite  pour  l'axe  des  z,  les  coordonnées  d'un  point  de  l'ellipse  seront 
x  =  a  cos  G,  y  =  b  sin  9.  Par  conséquent,  si  les  coordonnées  du  point 
attiré  sont  A,  B,  C,  la  dislance  du  point  de  l'ellipse  dont  les  coordon- 
nées sont  a  cos 9,  b  cos  9,  o  à  ce  point,  sera  donnée,  en  la  représentant 
par  r,   par  l'équation 

r»  =  (A  —  a  cos  9)s  +  (B  —  b  sin  6)"  +  C" , 
ou  par 

r*  =  rt*cossQ  +  2  xo. cos 6 sin  9  —  aA«  cosô 
+  b%  sin" 9  —   2B6sin9 

+  A*  +  Ba  +  C°. 

L'attraction   de  l'élément   de   l'orbite  sur  le  point   donné  sera.... 
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(i     e  cos  ) —   et  seg  conip0sautes  parallèlement  aux  trois  axes  seront 

Y  (A. —  acos6)(i — ecos9)t/3 

Y  _  (B  —  6  cos 6)  (i—  ecosSja'â 
7     ._  C('  —  ecos6)<f3 

""""  271-^ 

c-  ii                •.    v          ('  —  ecos6)«"3      ..             ,     .         .      v               c/V 
Si  1  on  posait   V    =  • ,   il  eu  résulterait    a.  = rr  , 

r  air  '  JX   ' 

Y  = j^.     Z  = j-r,   mais  il  vaut  mieux  traiter  directement  les 

arS  aL 

quantités  X,  Y,  Z. 

Pour  faciliter  l'intégration  il  faut  simplifier  le  radical,  par  consé- 
quent en  vertu  de  la  valeur  précédente  de  r*,  si  l'on  pose 

cos8=cosG,,  sinô  =  cosô, ,     A,I=«',  AI2=o,  AIi3=A3l= — ha 

A2|2=£*,  AM=— A3,„  A3,3=A*+Bî-hC*. 

on  aura  à  simplifier  l'expression 

Aj.cos'G,  +  2A,,cosô,  cos  Q2  -f-  2A,3COSÔ, 
+  A.^cos'Q,  -f-  2Al3cos9:! 
+  A3>3, 
par  le  moyen  de  la  substitution 

G  a,  ,  cos<£,  +  a,,,  cos®,  4-  a,  3 

'  ûj^  COS  Ç,  -J-  «3|5  COSIpj  +03,3  ' 

6  a.  ,  cosffl,  4-  a.  2  cos<2,  -f-a.,  5 

as,iCosf,>f<  <j3|,cos<p,  -f-a3>3 

où  l'on  posera  pour  abréger, 

y  =  aj.cosip,  +  «3i,cos<p2  -f-  a33. 

cette  substitution  réduira  r*  à  la  forme 

[(U,  —  U3)cos'(p1  +  (U,  —  U,)cos°<?>J  :  i>\ 

Les  quantités  U,,  U„,  U3  étant  les  racines  de  l'équation 


56,  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

U==(AM— a)(Aa>î— w)(A^-f-«)— Xi^A^r-uy—A^^—u) 

— A^(A3i3+«)+2AI|,AIi3AJi3=o , 
qui  revient  à 

(ax—  u)  (b'—u)  (A,-hB'-hO+u)—Bibi'n:i—u)—A2a\b'—u)=\]  =  o. 

ou  bien  encore  à 

«3+(A*+B'+0  —  «*—  b\u'-i-  [a>b*—aXRi-\-C')']u-i-a*biO  =o ; 

sous  celte  forme  on  reconnaît  une  équation  qui  se  présente  dans  ie 
calcul  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  extérieur  ,  au  moyen 
du  théorème  de  M.  Ivory. 

La  première  forme  de  l'équation  en  u,  montre  que  les  trois  racines 
sont  réelles;  en  effet  si  l'on  pose 

u  = a",         b".         o  ,  —  x  , 

U  prendra  les  signes.  .  .      -}-,        — ,       -f-,         — . 

Il  aura  donc  trois  racines  réelles  et  inégales,  sauf  certains  cas,  où 
quelques-uns  des  nombres  a',  b*,  o  deviendraient  racines.  Il  pourrait 
alors  y  avoir  deux  racines  égales  à  b1,  ou  deux  racines  égales  à  zéro. 
Le  premier  cas  se  présente  pour  B  =  o  et  A'b"  —  a*eaC*  =  a*b%e*, 
c'est-à-dire  pour  une  suite  de  points  formant  une  hyperbole  dont  les 
sommets  sont  les  foyers  de  l'ellipse  et  dont  le  second  axe  est  égal 
au  petit  axe  de  l'ellipse.  Pour  ce  cas  (U, — U3)  cos*p,  +  (U, — U3) 
cosi(pî=Ul — U3 ,  l'irrationalité  disparait  et  l'intégration  ne  présente 
aucune  difficulté.  Le  second  cas  ne  peut  se  présenter  que  quand  le 
point  attiré  est  sur  l'ellipse  :  il  doit  par  conséquent  être  mis  de  côté. 

Pour  le  cas  général,  ou  des  trois  racines  inégales,  on  prendra  les 
deux  racines  positives  pour  U,  et  U, ,  l'on  supposera  U,  >  U, ,  la  ra- 
cine négative  sera  représentée  par  U3.  Au  moyen  des  formules  (52) 
et  (55)  modifiées  convenablement,  on  déterminera  les  neuf  coeffi- 
cients de  la  substitution.  Cela  étant  fait,  soit  en  posant 

cosô,  =  cosô,     cos  63  =  sinô,     cos<p,  =  cosp,     cosp3  =  sin  <p  , 

y  =  <*3,i  cosp  +  a3,sin<p  -j-  a3  3 , 

^cosG  =  rt,,cosip  -+-  fl13sin<p  -f-  «l3, 

^-sinô  —  rt3,cos<p  +  <7,t,sin^  -j-  à,  . 
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Différentiant  les  deux  dernières  et  éliminant  dv  il  vient 

vS  =  [cos()( — fl,,sin(p+fl,  ,,cos<p) — sinô( — a,,s\n<p+a,i3cos(p)]d<p , 
multipliant  par  v  et  réduisant,  on  a 

w,^9=[(fl2|2alj3-â'2i3rt1|:,)cos(p+(a1),rt3)3-ali3fl;,iI)sin(p+(a,jlfl2i3-«:|.û.,0]^(P'' 

mais  ici  l'on  a 

y1  =  allxl  -+•  «,,,^2  —  rt3lor3, 

y,   =  a1>%Xi  +  a2Zx.,  —  airxi} 

—  y3  =  fl.jx,  +  a^x,  —  ahZx3; 

tirant  de  là  la  valeur  de  .r3  et  la  comparant  à 

x3  =  aa>lyl  ■+-  rt3>,  ?%  H"  «3,3^  , 

on  trouvera  en  écrivant,  pour  abréger, 

l'équation 

E^3  =  (rt2i2aIj3 — fl.^"..^^^!..^^ — «i,3«.,i)  J,+(«.,i«3>2 — rta,i«i,0./3» 

et  par  suite 

Efl3jl=,fl:i|1aJ(3-a2|3a,  a),  ^^(fl^A^-fl,,^,  ,,)>  Ert33=(rt,  ,«,_,-«,,«,,)  ; 

par  conséquent , 

i>'rffl  =  E(a3ilcos<p-+-rt3|2sin<p+  airi)dq>,     ou  ^9  =  Ert'<p. 

Quant  à  E,  on  vérifiera  très  facilement  que  sa  valeur  est  -f-  i  ou  —  i, 
c'est-à-dire  que  l'on  a  E'=  i  en  vertu  des  relations  qui  existent  entre 
les  coefficients  de  la  substitution. 

Les  quantités  A  —  a  cos  9  ,  B — Z>sin9,  i — ecos9,  par  la  substitu- 
tion des  valeurs  de  cos  9  et  sin  9  se  réduisent  à 

(Lcosp+MsinH-N)  :  v/Lcosp+M'sinp+N')  :  KL"cos<p+M"sin<p-(-JN"J:  V; 

d'où  il  résulte 
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X=E(Lcoiî-f  Msin^+N);L"cos?+M"sinp-J-N"j^:27T[(U1-U3)cos,^+(Ua-U3)siu3ç]', 
Y  =  E(r/cos?+M'sinip-f-F')(IAosî>+M"sin£-f-IST")</p:  idem , 

Z=CE(a3cos<p+a3i,sinp  +  a3>3)(L"cos£-|-M"shi?-f-N"y?:  idem. 

Si  l'on  observe  que  les  intégrales 

siu  çd$  fcosçdp  /"sin  p  cos  tpdp 


dem 


y"*  siu  çd$  fcosçdtp  /""sin? 

a^-U^cos'C+^-L^sin'?]^      J     idem    '         J  ' 

sont  nulies  quand  on  les  prend  depuis  <p  =  o,  jusqu'à  <p  =  56o°,  ce 
qu'il  faut  faire  ici;  il  suffira  dans  les  numérateurs  de  X,  Y  et  Z  de 
conserver  les  termes  renfermant  cos*<p,  sin'cp  et  ceux  indépendants 
de  p.  Si  donc  l'on  pose 


p  = 

0    2t[(U,—  V  3)  cos*  <p  +  (\J,—  U3)  siu»^»]J 
s'in'fdf) 


Q 


=/: 


i*  [(U,  —  U3)  cos5  <p  -j-  (Ua  —  C3)  sin"  <p\  » 
on  aura  entre  les  mêmes  limites 

EX*  =  (LL"  +  NN")P  H-  (MM"  +  NN")  Q, 
EY  =  (L'L"+  N'iN")P  +  (M'M"  -f-N'N")  Q, 
EZ  =  (rt3),U"4-«3,3N")CP+(a3)2M"+«3,3N'0CQ. 

Quant  aux  intégrales  P  et  Q,  elles  se  ramènent,   ainsi  qu'il  suit,  aux 
fonctions  elliptiques. 

La  quantité  (U, — U3)  cos*  <p  -+-  (U, — U3)  sin*<p    peut  s'écrire. .  . . 

(U, — U3)  —  (U, — U,)siu'p:si  l'on  pose  U,  —  U3  =m\    '  ~    '  =  c*, 

l'on  aura 

cos1  tpdtp  „  1      f        sin*  çdp 


P   = 


1        Ç*        cos1  ipdtp  p.  1      /*        sina 


c*  sina9  )» 
or  l'intégration  par  parties  donne 

y"*        s'm*  <pdp  sin  tp  cos1  0  /"•        cos'  Qdo 

V/i  —  c'sin'ip  V/i  —  c'sin'?         J  (t   —  c'   siu'tp^  ' 

/cos"  <pdtp  sin  0  cos  9  /*         sin1  $dp 

\/  1  —  c'  sin'<p  —  t/  r  —  c"  sina  ç         ^  f  (1  —   c*  sin' »)*■ 
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Si  l'on  représente  les  premiers  membres  de  ces  équations  par  P,  et  Q,, 
on  trouvera  d'abord 

dp 


P,  +  Q,  =  f    -iL  —  =  F(c,  <p), 

J   y  i  —  ca  sin'p 


puis 


/■     c'sin*  prfp  f  dto  r 

•  .-0.^=7  •:.-e-ri,>"7d»  VWsin'4>=F(C,<p)-E(C,*) 


de  là  résulte 


P,  =/-»**       =  L-P(ç,  ,)  -  lE(c,  ,), 

./    ^/  i — c   sin   ip  c  c 

Q,  =  f-^^=  =  £E(c,  ,)  -  f^,,), 


et  par  conséquent 


2C*7rmzV 


=  r-^^  =  F(c,?)-lE(c,<p)+^ 

^y  (i— c'sin'ip)^  ^  V  •  — 


ipcosp 


c-1  sin 


2Ca7rm3Q=  /— ,    =  Me,  <p)-F(c,  <p) ■■  . — ===• 

J(l-c»siu»>  l~c^        '  (i-c')i/i-c*sin'f 

on  aura  donc  entre  les  limites  o  et  56o°    . 

cWP  =  2  [  F  (c)  —  E  (c)] , 

c  WQ  =  ^  [^-^  E(c)  -  F  (c)]  , 

conformément  à  la  notation  des  fonctions  elliptiques. 


Tome  II.  —  Skptqibre  iS'J-. 
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Recherches  sur  les  moyens  de  reconnaître  si  un  Problème  de 
Géométrie  peut  se  résoudre  avec  la  règle  et  le  compas  ; 

Par  H.  L.  WAJVTZEL, 

Élève- Ingénieur  des  Ponts-el-Chaussées. 


Supposons  qu'un  problème  de  Géométrie  puisse  être  résolu  par  des 
intersections  de  lignes  droites  et  de  circonférences  de  cercle  :  si  l'on 
joint  les  points  ainsi  obtenus  avec  les  centres  des  cercles  et  avec  les 
point  î  qui  déterminent  les  droites  on  formera  un  enchaînement  de 
triangles  rectibgnes  dont  les  éléments  pourront  être  calculés  par  les 
formules  de  la  Trigonométrie  ;  d'ailleurs  ces  formules  sont  des  équa- 
tions algébriques  qui  ne  renferment  les  côtés  et  les  lignes  trigooomé- 
triques  des  angles  qu'au  premier  et  au  second  degré;  ainsi  l'inconnue 
principale  du  problème  s'obtiendra  par  la  résolutiou  d'une  série  d'é- 
quations du  second  degré  dont  les  coefficients  seront  fonctions  ration- 
nelles des  données  de  la  question  et  des  racines  des  équations  précé- 
dentes. D'après  cela,  pour  reconnaître  si  la  construction  d'un  problème 
de  Géométrie  peut  s'effectuer  avec  la  règle  et  le  compas,  il  faut  chercher 
s'il  est  possible  de  faire  dépendre  les  racines  de  ('équation  à  laquelle  il 
conduit  de  celles  d'uu  système  d'équations  du  second  degré  composées 
comme  on  vient  de  l'indiquer.  Nous  traiterons  seulement  ici  le  cas  où 
l'équation  du  problème  est  algébrique. 

II. 

Considérons  la  suite  d'équations  : 

( X\ I ■rH-A.rI-f-B  =  o,  .rî-f-A, xt-\-B,  =  o.. .^_,+A  _^eB_H-B„_,=ô, 
l  ^+A_,.r„-f-B„_I=o, 

dans  lesquelles  A  et  B  représentent  des  fonctions  rationnelles  des 
quantités  données  p,  q ,  r.  .  .  ;  A,  et  B,  des  fonctions  rationnelles  de 
x, ,  p,  q  , .  . .  ;  et,  en  général,  Am  et  Bm  des  fonctions  rationnelles  de 

xm,  xm_t,  .  ..x,,  p,q 

Toute  fonction  rationnelle  de  xm  telle  que  Ara  ou  Bm,  prend  la  forme 

'm-'Xm  "*"  jh=i  si  l'on  élimine  les  puissances  de  jc„  supérieures  à  la  pre- 
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mière  au  moyen  de  l'équation  x'„-\-am_^  xm-+-Bm_,  =  0  ,  en  désignant 
parCm_,,  D„_„  Em_,,  Fm_,  des  fonctions  rationnelles  de  xm_i,...x„  p, 
q...;  elle  se  ramènera  ensuite  à  la  forme  A'm_1j:m+B'm_1  en  multipliant 

les  deux  termes  de    "~'  m ^^  par  —  E__1(Am_,  -f-  D„)  -f-  FB_,. 

Em_,xm  +  Fm_,  r  v 

Multiplions  l'une  par  l'autre  les  deux  valeurs  que  prend  le  premier 
membre  de  la  dernière  des  équations  TA)  lorsqu'on  met  successivement 
à  la  place  de  jt,_,  dans  A„_,  et  B„_,  les  deux  racines  de  l'équation 
précédente  :  nous  aurons  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  x„  dont 
les  coefficients  s'exprimeront  en  fonction  rationnelle  de  xn_t.  .  ,x„ 
p,  q....',  remplaçons  de  même  successivement  dans  ce  polynôme 
ï„_,  par  les  deux  racines  de  l'équation  correspondante,  nous  obtien- 
drons deux  résultats  dont  le  produit  sera  un  polynôme  en  x„  de  degré 
a5,  à  coefficient  rationnel  par  rapport  à  x„_t. . . x,,  p,  q. . .  ;  et ,  en 
continuant  de  la  même  manière,  nous  arriverons  à  un  polynôme  en  xn 
de  degré  2"  dont  les  coefficients  seront  des  fonctions  rationnelles  de 
p,  q,  r....  Ce  polynôme  égalé  à  zéro  donnera  l'équation  finale 
f(x„)  =  o  ou  f(x)  =  o,  qui  renferme  toutes  les  solutions  de  la  ques- 
tion. Ou  peut  toujours  supposer  qu'avant  de  faire  le  calcul  on  a  réduit 
les  équations  (A)  au  plus  petit  nombre  possible.  Alors  une  quelcon- 
que d'entre  elles  x'm^,  -f-  A,„.r„,+1  +  B,„  =  o,  ne  peut  pas  être  satisfaite 
par  une  fonction  rationnelle  des  quantités  données  et  des  racines  des 
équations  précédentes.  Car,  s'il  en  était  ainsi,  le  résultat  de  la  substi- 
tution serait  une  fonction  rationnelle  de  x„,.  .  . x, ,  p,  q.  . .  qu'on  peut 
mettre  sous  la  forme  A'm_,jrm-f-B'm_,  et  l'on  aurait  A'Dl_,jrm+B'm_I=o; 
on  tirerait  de  cette  relation  une  valeur  rationnelle  de  xm  qui  substituée 
dans  l'équation  du  second  degré  en  x„  conduirait  à  un  résultat  de  la 
forme  A'm_tarn_1  +  B'D1_,  =  o.  En  continuant  ainsi,  on  arriverait  à 
A'j:,  +  B'  =  o,  c'est-à-dire  que  l'équation  x] -j- Ax, -f-  B  =  o  aurait 
pour  racines  des  fonctions  rationnelles  de  p,  q .  .  .  ;  le  système  des  équa- 
tions (A)  pourrait  donc  être  remplacé  par  deux  systèmes  de  n — 1  équa- 
tions du  second  degré,  indépendants  l'un  de  l'autre,  ce  qui  est  contre  la 
supposition.  Si  l'une  des  relations  intermédiaires  A'„_,xm_,-f-B'm_,=o, 
par  exemple,  était  satisfaite  identiquement,  les  deux  racines  de  l'équa- 
tion a£_,  -f-  A,„_,xm-j-Bm_,  =0  seraient  des  fonctions  rationnelles  de 
jr„.,,  .  .  jr, ,  pour  toutes  les  valeurs  que  peuvent  prendre  ces  quantités, 
en  sorte  qu'on  pourrait  supprimer  l'équation  en  xm  et  remplacer  la 
racine  successivement  par  ses  deux  valeurs  dans  les  équations  sui- 

48.. 
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vantes,  ce  qui  ramènerait  encore  le  système  des  équations  (A)  à  deux 
systèmes  de  n —  i  équations. 

III. 

Cela  posé ,  Y  équation  du  degré  2" ,  f(x)  =  o ,  qui  donne  toutes  les 
solutions  d'un  problème  susceptible  d'être  résolu  au  moyen  de  n  équa- 
tions du  second  degré ,  est  nécessairement  irréductible  ,  c'est-à-dire 
qu'elle  ne  peut  avoir  de  racines  communes  avec  une  équation  de 
degré  moindre  dont  les  coefficients  soient  des  fonctions  rationnelles 
des  données  p,  q . . .  . 

En  effet,  supposons  qu'une  équation  F(.r):=o,  à  coefficients  ra- 
tionnels soit  satisfaite  par  u  ne  racine  de  l'équation  ^4-A„_1a,n4-Bn_,=o, 
en  attribuant  certaines  valeurs  convenables  aux  quantités  x„_l  , 
xn_%  •  .  .  .x,.  La  fonction  rationnelle  F(.r„)  d'une  racine  de  cette  der- 
nière équation  peut  se  ramener  à  la  forme  A,'_,o.*n  -f-  B'_, ,  en  dé- 
signant toujours  par  A Z-i  et  B,'_,  des  fonctions  rationnelles  de 
x„_,.  .  .x,,  p,  q.  ..;  de  même  A'„_,  et  B^_,  peuvent  prendre  l'un 
et  l'autre  la  forme  A.'„_!1x^_l  -f- B,L, ,  et  ainsi  de  suite;  on  arrivera 
ainsi  à  A,'jrm  -f-  B,'  où  A,'  et  B,'  peuvent  être  mis  sous  la  forme  A'x, 
-f-  B'  dans  laquelle  A'  et  B'  représentent  des  fonctions  rationnelles 
des  données  p,  q.  .  ..  Puisque  F(r„)  =  o  pour  une  des  valeurs  de  xH, 
on  aura  A  '_,xn  -|-  B,'_,  =  o  ,  et  il  faudra  que  A,;_.  et  Bn'_,  soient  nuls 
séparément,  sans  quoi  l'équation  x'„  -f-  A„_, x„  -f-  B„_,  =  o  serait  sa- 
tisfaite pour  la  valeur  —  — — '  qui  est  une  fonction  rationnelle  de.  . 

x„_, ,.  .  .xs,  p,  q.  .  .  ,  ce  qui  est  impossible;  de  même,  Al  ,  et  B^_, 
étant  nuls,  A„'_,  et  B,;_a  le  seront  aussi  et  aiusi  de  suite  jusqu'à  A' 
et  B'  qui  seront  nuls  identiquement,  puisqu'ils  ne  renferment  que  des 
quantités  données.  Mais  alors  A,'  et  B,' ,  qui  prennent  également  la 
forme  A'j:i-[-B'  quand  on  met  pour  x,  chacune  des  raciues  de  l'équa- 
tion x)  -f-  Ax,  -f-  B  =  o  ,  s'annuleront  pour  ces  deux  valeurs  de  x,  ; 
pareillement,  les  coefficients  A'aet  B',  peuvent  être  mis  sous  la  forme 
A\xa  -f-  B',  en  prenant  pour  x%  l'une  ou  l'autre  des  racines  de  l'équa- 
tion x\-Ar  A.x.-f-  B,  =  o  ,  correspondantes  à  chacune  des  valeurs  de 
x, ,  et  par  conséquent  ils  s'annulleront  pour  les  quatre  valeurs  de  x,  et 
pour  les  deux  valeurs  de  x,  qui  résultent  de  la  combinaison  des  deux 
premières  équations  (A).  On  démontrera  de  même  que  A'3  et  B'3  seront 
nuls  eu  mettant  pour  x3  les  a3  valeurs  tirées  des  trois  premières  équa- 
tions (A)  conjointement  avec  les  valeurs  correspondantes  de  xa  et  x,  ; 
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et  continuant  de  cette  manière  ou  conclura  que  F(x„)  s'annulera  pour 
les  2"  valeurs  de  xn  auxquelles  conduit  le  système  de  toutes  les 
équations  (A)  ou  pour  les  2'  racines  de  f(x)  =  0.  Ainsi  une  équation 
F(x)=o  à  coefficients  rationnels  nepeut  admettre  une  racine  def(x  =0 
sans  les  admettre  toutes;  donc  l'équation  f(x)  =  o  est  irréductible. 

IV. 

Il  résulte  immédiatement  du  théorème  précédent  que  tout  problème 
qui  conduit  à  une  équation  irréductible  dont  le  degré  n'est  pas  une 
puis;ance  de  2 ,  ne  peut  être  résolu  avec  la  ligue  droite  et  le  cercle. 
Aiusi  la  duplication  du  cube,  qui  dépend  de  l'équation  x3 —  2a3  =  0 
toujours  irréductible,  ne  peut  être  obtenue  par  la  Géométrie  élémen- 
taire. Le  problème  des  deux  moyennes  proportionnelles ,  qui  conduit 
à  l'équation  x3  — a'b  =  o  est  dans  le  même  cas  toutes  les  fois  que  le 
rapport  de  b  à  a  n'est  pas  un  cube.  La  trisection  de  l'angle  dépend  de 
l'équation  x3  —  \  x  -\-  ^a  =  o;  cette  équation  est  irréductible  si  elle 
n'a  pas  de  racine  qui  soit  une  fonction  rationnelle  de  a  et  c'est  ce 
qui  arrive  tant  que  a  reste  algébrique;  ainsi  le  problème  ne  peut  être 
résolu  en  général  avec  la  règle  et  le  compas.  Il  nous  semble  qu'il  n'a- 
vait pas  encore  été  démontré  rigoureusement  que  ces  problèmes,  si 
célèbres  chez  les  anciens,  ne  fussent  pas  susceptibles  d'une  solution 
par  les  constructions  géométriques  auxquelles  ils  s'attachaient  par- 
ticulièrement. 

La  division  de  la  circonférence  en  parties  égales  peut  toujours  se 
ramener  à  la  résolution  de  l'équation  xm —  1=0,  dans  laquelle  m 
est  un  nombre  premier  ou  une  puissance  d'un  nombre  premier.  Lors- 
que m  est  premier,  l'équation  ' =  0  du  degré  m — 1  est  irréduc- 
tible, comme  M.  Gauss  l'a  fait  voir  dans  ses  Disquisitiones  arithmeticœ, 
section  VII;  ainsi  la  division  ne  peut  être  effectuée  par  des  construc- 
tions géométriques  que  si  m —  1  =  2°.  Quand  m  est  de  la  forme  a*,  on 
peut  prouver,  en  modifiant  légèrement  la  démonstration  de  M.  Gauss 
que  l'équation  de  degré  (a — i)a*— ',   obtenue  en  égalant  à  zéro  le 

quotient  de  x^ — 1  par  x*'  — 1 ,  est  irréductible;  il  faudrait  donc 
que  {a  —  i)ay— '  fût  de  la  forme  2"  en  même  temps  que  a—  1,  ce  qui 
est  impossible  à  moins  que  a  =  2.  Ainsi,  la  division  de  la  circonfé- 
rence en  N  parties  ne  peut  être  effectuée  avec  la  règle  et  le  compas 
que  si  les  facteurs  premiers  de  ~S  différents  de  2  sont  de  la  forme  2"-f-> 
et  s'ils  entrent  seulement  à  la  première  puissance  dans  ce  nombre.  Ce 
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principe  est  annoncé  par  M.  Gauss  à  la  fin  de  son  ouvrage,  mais  il  n'en 
a  pas  donné  la  démonstration. 

Si  l'on  pose  x=k  -f-  A'  \/a'  -f-  A*  \^a'  -f-  etc.  m,  m* . . .  étant  des 
puissances  de  2,  et  À",  A',  A*.  .  .a',  a" .  . .  des  nombres  commensu- 
rables,  la  valeur  de  x  se  cous'ruira  par  la  ligne  droite  et  le  cercle ,  en 
sorte  que  x  ne  peut  être  racine  d'une  équation  irréductible  d'un  degré 
m  qui  ne  soit  pas  une  puissance  de  2.  Par  exemple ,  on  ne  peut  avoir  , 

m  m  

x=  A  S/a  ,  si  (  \'a)p  est  irrationnel  pour  p  <^m;  on  démontrerait 
facilement  que  x  ne  peut  prendre  cette  valeur  lors  même  que  m  se- 
rait une  puissance  de  2.  Nous  retrouvons  ainsi  plusieurs  cas  parti- 
culiers des  théorèmes  sur  les  nombres  incommensurables  que  nous 
avons  établis  ailleurs  (*). 

V. 

Supposons  qu'un  problème  ait  conduit  à  une  équation  de  degré 
2°,  F(x)=o  et  qu'on  se  soit  assuré  que  cette  équation  est  irréductible; 
il  s'agit  de  reconnaître  si  la  solution  peut  s'obtenir  au  moyen  d'une 
série  d'équations  du  second  degré. 

Reprenons  les  équations  (A)  : 

,  »v  1  x\  -f-  Aar,  +  R  ==  o  >  x\  +  AxX,  -+-  B,  =  o. .  .  ., 
^  '  i^_1-r-A„_,x„_14-R„_a  =  o,  x;  +  A,_l.r„+Bn_1  =  o. 
Il  faudra  construire  l'équation  f{x)  =  o ,  à  coefficients  rationnels  ,  qui 
donne  toutes  les  valeurs  de  x„  et  l'identifier  avec  l'équation  donnée 
F(x)  =  0.  Pour  faire  ce  calcul  on  remarque  que  A„_,  et  fi„_,  se  ra- 
mènent à  la  forme  a^.x..,  -f-«^_,  et  b^,xn_t  +  b'„_x ,  en  sorte  que 
l'élimination  de  x„_,  entre  les  deux  dernières  équations  (A)  se  fait 
immédiatement ,  ce  qui  donne  une  équation  du  quatrième  degré  en  x„  ; 
on  y  remplacera  ensuite  «„_,  par  an_ixn_:i-\-d°r^_i,  a^_,  pur  a"-lxn__,-\-a'' , 
£„_,  par  b^,xn_,  -f-  b'l_x ,  è^_,  par  b^_xxn_,  -f-  b"„_x  et  A„_, ,  R„_,  par 
an_1xn_,  +  ai_, ,  bn_^x^_?-\-bn_„  puis  on  éliminera  x,.^  entre  l'équa- 
tion du  4°  degré  déjà  obtenue  et  l'équation  a£_«+  A„_3.r„_:,+B„_3=o; 

et  ainsi  de  suite.  Les  derniers  termes  des  séries  a^_„  al_,,  à„_x , 

£„_, ,  &r_  1.  •  •>  etc.,  doivent  être  des  fonctions  rationnelles  des  coeffi- 
cients de  F(jc)  =  o  ;  si  l'on  peut  leur  assigner  des  valeurs  rationnelles 
qui  satisfassent  aux  équations  de  condition  obtenues  en  identifiant,  on 
reproduira  les  équations  (A)  dont  le  système  équivaut  à  l'équation 

(*)  Journal  de  F  École  Polytechnique  ,  Cahier  XXVI. 
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F(a:)  =  o;  si  les  conditions  ne  peuvent  être  vérifie'es  en  donnant  des 
valeurs  rationnelles  aux  indéterminées  introduites,  le  problème  ne 
peut  être  ramené  au  second  degré. 

On  peut  simplifier  ce  procédé,  en  supposant  que  les  racines  de  cha- 
cune des  équations  (A)  donnent  le  dernier  terme  de  la  suivante;  ainsi, 
l'on  peut  prendre  B„_,  pour  l'inconnue  de  l'avant-dernière  équation, 

puisque  B„_'  =è„_1.r„_1  +  &„'_,  d'où  ■%•„_,  =    "~* ~  ;    de    cette 

manière  les  éliminations  se  font  plus  rapidement  et  l'on  introduit 
quatre  quantités  indéterminées  dans  l'équation  du  quatrième  degré 
qui  résulte  de  la  première  élimination,  huit  dans  l'équation  du  hui- 
tième degré,  etc.,  en  sorte  que  les  conditions  obtenues  eu  identifiant, 
sont  en  même  nombre  que  les  quantités  à  déterminer.  Mais  on  écarte 
aussi  à  l'avance  le  cas  où  l'une  des  quantités  telle  que  6„_,  serait  nulle , 
et  il  faut  étudier  ce  cas  séparément. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  xi-\~px'  -f- qx-\-r=  o.  Prenons  de 
suite  les  équations  du  second  degré  sous  la  forme  x\  -f-  Ax,  -f-B  =  o , 
et  x*-{-(ax>-\-d)  x-\-x,  =o;  en  éliminant  as,  et  identifiant,  on  aura, 

2a, — Aa  =  o,    d% — Aaa! — A-\-a'B  =  p,   2aB — a'A  =  q,    B=/-, 

d'où 

B  =  r,     a=  -—r^  ,      a'  =  ^2_  ,  A3-f-/>A'— ^rA+q'— 4,p=o. 

Comme  B,  a  et  a'  sont  exprimés  rationnellement  au  moyen  de  A  ,  p, 
q ,  r,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation  du  troisième  degré  en  A  ait  pour 
racine  une  fonction  rationnelle  des  données.  La  condition  est  toujours 
satisfaite  quand  q=o,  quels  que  soient  p  et/',  car  A= — p  satisfait 
alors  à  la  dernière  équation. 

En  prenant  x,  pour  dernier  terme  de  la  deuxième  équation  du  se- 
cond degré ,  on  a  exclu  le  cas  où  ce  terme  serait  indépendant  de  la 
racine  de  la  première  équation  ;  mais  en  le  traitant  directement ,  on  ne 
trouve  aucune  solution  de  la  question  qui  ne  soit  comprise  dans  les 
équations  ci-dessus. 

Ainsi,  par  un  calcul  plus  ou  moins  long,  on  pourra  toujours  s'as- 
surer si  un  problème  donné  est  susceptible  d'être  résolu  au  moyen 
d'une  série  d'équations  du  second  degré,  pourvu  qu'on  sache  recon- 
naître si  une  équation  peut  être  satisfaite  par  une  fonction  ration- 
nelle des  données,  et  si  elle  esl  irréductible.  Une  équation  de  degré  n 
sera  irréductible  lorsqu'en  cherchant  les  diviseurs  de  son   premier 
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membre  de  degrés    i,  2...-,   on   n'en  trouve  aucun  dont  les  coeffi- 
cients soient  fonctions  rationnelles  des  quantités  données. 

La  question  peut  donc  toujours  être   ramenée  à  rechercher  si   une 
équation  algébrique  F(.r)=o  à  une  seule  inconnue  peut  avoir  pour 
racine  une  fonction  de  ce  genre.  Pour  cela  ,  il  y  a  plusieurs  cas  à  con- 
sidérer.   i°  Si  les  coefficients  ne  dépendent  que  de  nombres  donnés 
entiers  ou  fractionnaires,  il  suffira  d'appliquer  la  méthode  des  racines 
commensurables.   2°  Il  peut  arriver  que  les  données  représentées  par  les 
lettres  p,fj,r  soient  susceptibles  de  prendre  une  infinité  de  valeurs,  sans 
que  la  condition  cesse  d'être  remplie ,  comme  quand  elles  désignent 
plusieurs  lignes  prises  arbitrairement;  alors,  après  avoir  ramené  l'équa- 
tion F(x)=o  à  une  forme  telle  que  ses  coefficients  soient  des  fractions 
entières  de  p,  q.  r...  ,  et  que  celui  du  premier  ferme  soit  l'unité,  on 
remplacera  x  par  ampm —  am_,pm-'  +•  •  •  +<*. ,  et  l'on  égalera  à  zéro 
les  coefficients  des  différentes  puissances  dans  le  résultat;  les  équations 
obtenues    en  a",   «„_,....  seront  traitées  comme  l'équation   en  x, 
c'est-à-dire  qu'on  y  remplacera  ces  quantités  par  des  fonctions  entières 
de  </,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'ayant  épuisé  toutes  les  lettres  on 
soit  arrivé  à  des  équations  numériques  qui  rentreront  dans  le  premier 
cas.   5°  Lorsque  les  données  sont  des  nombres  irrationnels,  ils  doivent 
être  racines  d'équations  algébriques  qu'on  peut  supposer  irréductibles  ; 
dans  ce  cas,  si  l'on  remplace  x  par  ampm-\-.  .  .+«=  dans  F(x)  =  o  , 
le  premier  membre  de   l'équation  en  p ,  ainsi  obtenue,  devra  être 
divisible  par  celui  de  l'équation  irréductible  dont  le  nombre  p  est  ra- 
eine  ;  en  exprimant  que  cette  division  se  fait  exactement,  on  arrivera 
à  des  équations  en  am,  am_,..  .  ,  que  l'on  traitera  comme  l'équation 
F(x)=  o,  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  des  équations  numériques. 
On  doit  remarquer  que  m  peut  toujours  être  pris  inférieur  au    degré 
de  l'équation  qui  donne  p. 

Ces  procédés  sont  d'une  application  pénible  en  général ,  mais  on 
peut  les  simplifier  et  obtenir  des  résultats  plus  précis  dans  certains  cas 
très  étendus,  que  nous  étudierons  spécialement. 
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SOLUTION 

D'un  problème   de  Probabilité  ; 
Par  M.    POISSON 


Ayant  été  chargé,  cette  année,  du  cours  de  Calcul  des  Probabilités 
qui  se  fait  à  la  Faculté  des  Sciences,  j'ai  donné,  dans  ce  cours,  les 
solutions  de  plusieurs  problèmes  ,  parmi  lesquelles  je  citerai  la  sui- 
vante,  à  cause  des  résultats  curieux,  et  que  je  ne  crois  pas  connus, 
auxquels  elle  conduit. 

Trois  joueurs  A  ,  B,  C  ,  jouent,  deux  à  deux  ,  une  suite  de  coups; 
chaque  nouveau  coup  est  joué  par  le  joueur  qui  a  gagné  le  coup  pré- 
cédent,  avec  celui  qui  n'y  a  pas  joué:  le  sort  désigne  les  deux  joueurs 
qui  jouent  au  premier  coup.  La  partie  est  finie,  quand  uu  des  trois 
joueurs  a  gagné  consécutivement  les  deux  autres,  ou  deux  coups  de 
suite  ;  et  c'est  ce  joueur  qui  a  gagné  la  partie.  On  demande  de 
déterminer,  pour  les  trois  joueurs,  les  probabilités  de  gagner  la  partie, 
d'après  les  chances  qu'ils  ont  de  gagner  à  chaque  coup  ,  et  selon  que 
le  sort  les  a  désignés  pour  jouer  ou  pour  ne  pas  jouer  au  premier 
coup. 

Lorsque  A  et  B  jouent  l'un  contre  l'autre ,  je  représente  par  y  la 
chance  de  A  pour  gagner  le  coup  et ,  conséquemment,  par  i  —  y  celle 
de  B.  Lorsque  ce  sont  C  et  A  qui  jouent  ensemble,  je  représente  de 
même  par  C  la  chance  de  C  et  par  i  —  &  celle  de  A.  Enfin  ,  quand  le 
coup  se  joue  entre  B  et  C,  je  désigne  par  a  la  chance  de  B  et  par  i  —a 
celle  de  C. 

Je  suppose  que  le  premier  coup  soit  joué  entre  A  et  B  ,  et  gagné  par 
A.  Il  est  facile  devoir  que,  n  étant  uu  nombre  entier  <|uelconque,  et 
tant  que  la  partie  ne  sera  pas  finie,  tous  les  coups  dont  le  rang  est 
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marqué  par  un  nombre  de  la  forme  5«  —  2,  seront  joués  entre  A 
et  B,  et  gagnés  par  A  ;  tous  ceux  dont  le  rang  est  marqué  par  un 
nombre  de  la  forme  5/z  —  1  ,  seront  joués  entre  C  et  A  ,  et  gagnés 
par  C;  et  tous  ceux  dont  le  rang  est  marqué  par  un  nombre  de  la 
forme  3n  ,  seront  joués  entre  B  et  C  ,  et  gagnés  par  B. 

J'appelle  x3t_%  la  probabilité  que  la  partie  ne  sera  pas  encore  ter- 
minée, au  coup  don!  le  rang  est  3« — 2,  et  oc'3m_l  la  probabilité 
qu'elle  se  terminera  précisément  à  ce  coup.  Je  désigne  de  même  par 
y%— i  la  probabilité  que  la  partie  ne  se  terminera  pas  dans  les  on  —  1 
premiers  coups,  et  par  J"3._,  la  probabilité  qu'elle  finira  au  der- 
nier de  ces  coups.  Enfin,  soient  z3m  la  probabilité  que  la  partie  ne 
sera  pas  terminée  clans  les  3/i  premiers  coups,  et  z'3<  la  probabilité 
qu'elle  finira  seulement  au  coup  dont  le  rang  est  5/i. 

Ces  diverses  notations,  les  rangs  des  coups  auxquels  elles  répondent, 
les  joueurs  qui  jouent  à  chacun  de  ces  coups,  et  leurs  chances  do 
gagner,  seront  faciles  à  se  représenter  par  ce  tableau  : 


*  3«— •  > 

A  et  B , 
y  et  1  —  >. 


on  —    1  , 

DM  , 

T3n-,    , 

~U  ) 

y3,-,, 

Z  Sa  > 

C  et  A , 

B  et  C , 

s  et  1  -  e. 

a  et  1  —  a 

Les  valeurs  des  quantités  et,  ë ,  y,  sont  données,   et  peuvent  s'é- 
tendre depuis  zéro  jusqu'à  l'unité.  Elles  seront  toutes  trois  égales  à 

-  ,  lorsque  les  trois  joueurs  seront  d'égale  force.  Elles  pourront  être 

toutes  trois  plus  grandes  que  -:    ce  cas  aura    lieu,   quand  A   jouant 

contre  B  sera  le  plus  fort  ;  que  C  jouant  contre  A  sera  aussi  le  plus 
fort;  que  B  jouant  contre  C  sera  encore  le  plus  fort,  ce  qui  n'est 
point  incompatible  avec  les  deux  premières  suppositions.  Concevons, 
par  exemple,  que  l'on  ait  trois  urnes  A',  B',  C,  contenant  des  boules 
blanches  et  des  boules  noires,  et  dont  chacune  renferme  plus  de  boules 
de  la  première  couleur  que  de  la  seconde.  Supposons  aussi  que  le  jeu 
entre  A  et  B,  consiste  à  tirer  une  boule  de  C,  et  que  A  gagne ,  si  cette 
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boule  est  blanche:  qu'ensuite,  le  jeu  entre  C  et  A  consiste  à  tirer  une 
boule  de  B',  et  que  la  chance  favorable  à  C  soit  l'arrivée  dune  boule 
blanche;  et  qu'enfin,  le  jeu  entre  B  et  C  soit  de  tirer  une  boule  de  A', 
qui  fera  gagner  B ,  quand  elle   sera  blanche:  dans  ce  cas  ,  on  aura 

'  1  2  2 

Il  pourra  arriver  que  l'unité  ou  zéro  soit  la  valeur  de  l'une  de  ces 
quantités  a,  Ç, ,  y ,  de  deux  d'entre  elles,  ou  de  toutes  trois  :  le  cas 
de  )•  =  i  ,  €  =  i  ,  a  =  i  ,  par  exemple ,  sera  celui  où  A  sera  cer- 
tain de  gagner  B,  C  de  gagner  A ,  et  B  de  gagner  C. 

Cela  posé,  pour  que  la  partie  ne  soit  pas  finie,  au  coup  dont  le  rang 
est  3n  -f-  i  ou  5  (  n  +  i  )  —  i ,  joué  entre  A  et  B ,  il  faut ,  et  il  suffit 
i°.  qu'elle  ne  le  soit  pas  au  coup  précédent,  joué  entre  B  et  C,  et  gagné 
par  B;  i°.  que  le  coup  dont  le  rang  est  5/i  -+-  i  soit  gagné  par  A. 
La  probabilité  xa„_i_1  de  la  partie  non  terminée  à  ce  coup,  sera  donc  le 
produit  de  la  probabilité  y  qu'il  sera  gagné  par  A.  et  de  la  probabilité 
z3n  que  la  partie  ne  sera  pas  finie  au  coup  dont  le  rang  est  3«,  de 
sorte  que  l'on  aura 

On  trouvera  de  même 

•xY-,.,  =  (i  -  y  -s»; 

car  pour  que  la  partie  finisse  précisément  au  coup  dont  !e  rang  est 
3rc-f-i,  il  faudra  et  il  suffira  qu'elle  ne  soit  pas  terminée  au  coup  pré- 
cédent ,  et  que  le  joueur  B  qui  aura  gagné  celui-ci  et  dont  i  —  y  est  la 
chance  de  gagner  A  au  coup  dont  le  rang  est  5n  +  i,  gagne  effective- 
ment ce  second  coup.  Par  un  raisonnement  semblable,  appliqué  succes- 
sivement aux  coups  dont  les  rangs  sont  5rc  et  on  —  i  ,  on  obtiendra 
ces  deux  autres  couples  d'équations 

Z3«     —     */3— •   »  -3»    =    0     —     a)j's.-i  , 

73.-.    =    ^3.-.-      /s»—    =    ('     —    £)^3«-», 

qui  se  déduisent  d'ailleurs  du  couple  précédeut,  par  de  simples  chan- 
gements de  letlres. 

48» 
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On  tire  de  ces  équations 

•2W1Z3»  r3n-,  =  *Çyzs.y,3m~tx»i-»; 

et  en  faisant,  pour  abréger, 

ctëy  =  À  . 
il  en  résulte 

^3n-t-t     ——    nX3m_ a   ; 

équation  aux  différences  finies,  dont  l'intégrale  se  trouve  en  y  met- 
tant successivement  i  ,  2,  3  , .  .  .n —  1  ,  à  la  place  de  n  ,  multipliant 
membre  à  membre  les  n  —  1  équations  qui  s'obtiendront  de  cette 
manière,  et  réduisant;  ce  qui  donne 

r3n— »     —"     "  "*\- 

Le  facteur  x,  est  la  constante  arbitraire;  au  premier  coup,  ou  quand 
ii  ■=.  1  ,  il  est  certain  que  la  partie  n'est  pas  terminée;  on  a  donc 
r3.,_1  =  .r1=  1  ;  et  de  là,  et  des  équations  précédentes,  on  conclut 
ces  valeurs 

xs»_ï  =  k"~',       Tsn—,  =  Gk"—',       z3t  =  ct€k"~', 
vs.-,  =  ;i-  €)k"~',      2'sé==(î —  *)£&""',      x'3u+,-=={i—y)€ah"~ 

Ces  résultats  se  vérifieront  facilement  dans  les  cas  extrêmes  où  l'une 
des  quantités  a,  Ç,  y,  sera  zéro  ou  l'unité.  Si,  par  exemple,  elles 
sont  toutes  trois  l'unité ,  les  trois  probabilités  j'3n-, ,  z'3n ,  x'3a+, , 
seront  nulles,  et  il  sera  certain  que  la  partie  ne  finira  jamais,  ce  qui 
est  évident.  Si  l'une  des  fractions  a,  Q,  y,  est  zéro,  on  aura  aussi 
A==o;  ces  trois  probabilités  seront  donc  nulles,  excepté  pour  71=  1  ; 
par  conséquent,  la  partie  ne  pourra  finir  qu'au  second  coup,  ou  au  troi- 
sième, ou  au  quatrième;  les  probabilités  respectives  de  ces  trois 
événements,  seront 

fu   =1    —    £,       -'s   =    ('     —    *)€  ,       x\   =   (l     --    y)Qa.; 

et  comme  leur  somme  est  l'unité,  à  cause  de  etCy  =  o ,  il  s'ensuit 
que  la   partie   finira  certainement  à  l'un  de  ces  trois  coups. 
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Dans  le  cas  de  a  =  - ,  Q  =  -  ,  yz=-,    où  les   trois  joueurs   sont 

d'égale   force  ,   on    a  À-  =  f-j  .    Quel  que  soit  le  nombre  entier  m  , 
la   probabilité   que  la  partie  ne  sera  pas  terminée  dans   les  m  pre- 
miers coups,    devient  donc  T- J       ,  d'après  les  trois  premières  équa 
tions  précédentes  ;  et  la  probabilité  qu'elle  finira  précisément  au  m1""' 
coup,  devient  aussi  (-)      ,    d'après  les  trois  dernières. 

Dans  le  cas  général,  où  a,  &,  y,  sont  des  fractions  quelconques,  si 
l'on  représente  parç3._,,  la  probabilité  que  la  partie  finira  à  l'un  des  // 
coups  dont  les  rangs  répondent  aux  nombres  2,  5,  8,  1  1 , .  .  .  5n  —  1  ; 
par  /•,„,  la  probabilité  qu'elle  se  terminera  à  l'un  des  n  coups  dont 
les  rangs  répondront  à  5,  6,  g,  \i,  ...5n;  par  pu+l,  la  probabilité 
qu'elle  se  terminera  à  l'un  des  n  coups  dont  les  nombres  4»  7,  '°. 
i3,.  .  .5n  -f-  i,   marquent  les  rangs,  on  aura 

?*._,   =   1 •',  -+-  fi  -h  j\  -f-  .r',,  +..-(-  .r„-,  . 
''3»   =   z'i   +    z'e  "f-    z'9   -h    »\«  -(-.  •  •+    s'3„, 

Ps.+,  =  *\  -+-  x'?  +  ^'.o-f-  x\3  ■+■-..-+-  x'u+,  ; 

et  d'après  les  formules  précédentes,  on  en  conclura 

Ci  -  e)(>  -  *») 


—  1  —  k      —  ' 

g(l      —     et)       (l      —     k" 

—  I  —  * 

aC'X     —    yï  (1     —    /■" 


Si  nous  appelons  s„  la  probabilité  que  la  partie  finira  dans  les  5/t 
premiers  coups,  à  partir  du  second  inclusivement,  nous  aurons 

s„  —  q3n-,   +  ru  ■+■  pSn+l  ; 
et  à  cause  de 

1  —  £-r-€(i  —  a)  +  a£(i  —  y)  =    1    —  yÇy  =  1  —  /:, 

il  en  résultera 
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en  sorte  que  cette  probabilité  sera  la  même,  quels  que  soient  les  deux 
joueurs  qui  joueront  le  premier  coup,  et  quel  que  soit  aussi,  le  joueur 
qui  le  gagnera.  11  n'en  sera  pas  de  même  à  l'égard  des  probabilités  que 
la  partie  finira  dans  les  3ra  —  i  ou  dans  les  3/i-f-i  premiers  coups,  non 
compris  le  premier  de  tous;  probabilités  qui  se  déduiront  de  *OJ  eu 
en  retranchant  la  valeur  de  3c'3a+,,  ou  en  y  ajoutant  celle  de  y'3n+%-  Si 
l'on  exclut  le  cas  où  les  trois  quantités  a,  €,  y ,  sont  l'unité,  et  ou  l'on 
u  A=  i  ,  on  voit  que  la  probabilité  que  la  partie  ne  se  prolongera  pas 
au-delà  d'un  nombre  de  coups  donnés,  approchera  indéfiniment  de 
l'unité  à  mesure  que  ce  nombre  deviendra  plus  grand,  mais  qu'elle  ne 
se  changerait  dans  la  certitude  que  si  ce  nombre  devenait  infini.  Dans 
le  cas  des  joueurs  d'égale  force,  en  désignant  par  m  un  nombre  entier 
quelconque  et  par  t  la  probabilité  que  la  partie  finira  dans  les  m  pre- 
miers coups  à  partir  dn  second  inclusivement,  on  aura 


=  ■-©"; 


de  sorte  qu'il  suffira,  par  exemple,  qu'on  ait  nt=io,  pour  que  la 
probabilité  i  —  tm  de  l'événement  contraire ,  tombe  au-dessous  d'un 
millième. 

Maintenant  soient  a,  b ,  c,  les  probabilités  que  la  partie  prolongée 
à  l'infini,  s'il  le  faut,  sera  gagnée  respectivement  par  A,  B,  C.  Pour 
que  A  gagne  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  la  partie  se  termine  à  un 
coup  dont  le  rang  est  marqué  par  un  nombre  de  la  forme  5n —  i  ; 
la  valeur  de  a  se  déduira  donc  de  celle  de  <7j„_,  ,  en  y  faisant  n=x>  ; 
ce  qui  donne 

i  —  C 


i  -   /,■ 


en  excluant  le  cas  où  l'on  a  À  =  1 ,  et  où  la  partie  ne  fiuit  jamais.  On 
verra  de  même  que  b  et  c  sont  les  valeurs  de  p3n+l  et  r3n  qui  répon- 
dent a  n  =  oo  :  en  sorte  que  1  on  a 

uS(l-y)  C(.   —  «) 


i  -  /•     '  -"      i  —  A- 

Comme  il   est    certain   que  la   partie   sera   gagnée   par  un   des  trois 
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joueurs,  on  devra  avoir 

a  +  b  +  c  =   i  ; 

ce  qui  a  lieu  effectivement. 

Chacune  de  ces  fractions  a,  b,  c,  multipliée  par  Yenjeu.  ou  la 
somme  des  trois  mises,  sera  l'espérance  mathématique  de  l'un  des 
joueurs;  lequel  aura  de  l'avantage  ou  du  désavantage,  selon  que  ce 
produit  sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  sa  mise.  A  une  époque  quel- 
conque du  jeu  ,  où  la  partie  n'est  pas  finie,  et  où  A  vient  de  gagner 
\);si  les  joueurs  conviennent  de  ne  point  achever  ,  l'enjeu  devra  être 
partagé  entre  A,  B,  C,  proportionnellement  aux  fractions  a,  b,  c. 

Il  résulte  de  leurs  expressions,  que  dans  le  cas  même  des  joueurs 
d'égale  force,  la  chance  de  gagner  la  partie  est  inégale  pour  les  joueurs 
qui  jouent  les  premiers,  et  pour  celui  qui  n'entre  au  jeu  qu'au  second 
coup.  En  effet,  en  faisant 

i        g i        ^    i         i   i 


4  l     i  2 

—  1>       —  7>        —  lj- 

Après  le   premier  coup,  le  joueur  qui  l'a  gagné  a  donc  droit   à    - 
de  l'enjeu,  celui  qui  l'a  perdu  n'a  droit  qu'à   -,  et.  celui  qui  n'a  pas 

oué   a   droit   à    -;   mais  avant  que   ce  coup  ne  soit  joué,  les  deux 

oueurs  que  le  sort  a  désigné  pour  le  jouer,  ont  une  égale  chance  de 
e    gagner  ;    leur    probabilité   de    gagner   la   partie   est    donc   alors 

-  (a-\-b),  ou  —7,  c'est-à-dire  qu'elle  surpasse  de  -7  la  chance  -,  ou  -, 
2  «4  ^  i4  7  '4 

du  joueur  qui  n'entre  qu'au  second  coup.  Si  la  mise  de  chaque  joueur 
est  représentée  par  /«.,  et  que  l'on  convienne  de  ne  pas  jouer  la  partie, 

après  que  le  sort  a  désigné  les  deux  joueurs  qui  devaient  la  commencer, 

,5 
chacun  de  ceux-ci  devra  prendre  — ;  de  (*,  sur  l'enjeu  égal  à  Z/x,  et  le 

troisième  joueur  —  de  ^seulement  ;  ou  autrement  dit,  les  trois  joueurs 
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ayant  retiré  leurs  mises  ,  le  troisième  devra ,  en  outre,  donner  i  de 
M-  à  chacun  des  deux  premiers. 

En  général,  ayant  que  le  sort  ait  désigné  les  deux  joueurs  nui  doi- 
vent jouer  le  prêter  coup,  les  probabilités  de  gagner  la  partie  seront 
différentes  de  a,  b,  c;  pour  les  trois  joueurs  A,  B,  C,  je  les  représen- 
tera, respect,  vement  par/,  g,  h,  chacuûe  d-e]les  ^  £ 
chances  données  *,  Qy  ,  et  a  suffira  de  déterminer  la  valeur  de  /en 
fonction  de  «  ,  r  y  ■  les  va,eurs  de  et  ,  è'0btiendront  de  -^ 
mamere ,  ou  se  dedu.ront  de  /  par  de  simples  permutations 

A  ,  pa,  B  et  C.  Ces  tro,s  combinaisons  étant  également  probables  la 
probabilité  de  chacune  d'elles  seraégaleà  j  ;  de  plus,  dans  la  première 
combinaison,  la  probabilité  que  le  premier  coup  sera  gagné  par  A  aura 
y  pour  valeur,  et  par  B,  elle  sera  ,  -y;  dans  la  secoue,  Ta  p^b 
Lie  que  C  gagnera  le  premier  coup  sera  ff,  et  la  probabil  té  qu'il  se  1 
gagne  parAaura  ,-<?  pour  valeur;  dans  la  dernière,  il  y  auïa  la  pr" 

q  ^ 

q  i  le  sera  pa,  C  •  chacune  de  ces  trois  combinaisons  donnant 
beu  a  deux  cas  différents;  il  y  aura  donc  six  cas  possibles  dont T 
probab.btés  respectives  seront  P**"»**,  dont  les 

l^nrlltr, ^  détemiine'-  -cessivement,  dans  chacun  de  ces  six  cas 
la  p,  obab,  lte  que  A  gagnera  la  partie  ;  en  multipliant  ensuite  Za I 
probabilité  parcelle  du  cas  à  laquelle  elle  répond    et f2  7  q 

des  six  produits ,  on  aura  la  va.L  coa,^  "  *"?  '  U  S°mme 

par   A     l/^lr"'  ^  **  C°Up  eSt  J°ué  Pa'' A  et  *>  et  gagné 

P  excédent     d'e  1  ^    A    ^"^   ,a    P3"'"6   Sera    k    ^» 

Précédente  de  a;  le  prermer  terme   de    la   valeur  de  /  sera  don 


3>«,  ou 


30  —ty 
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Dans  le  second  cas,  où  c'est  A  jouant  contre  B,  qui  perd  le  pre- 
mier coup,  la  probabilité  que  A  gagnera  la  partie  sera  la  valeur  pré- 
cédente de  b,    dans   laquelle  on  devra  changer  y  en   i — y,  Ç,  en 

i — a,  a  en   i  —  €  ;  en  multipliant  le  résultat  par  5  (1 — y)  >    °n 

aura  donc 


3(i  -*')' 

pour  le  second  terme  de  /,  où  l'on  a  fait ,  pour  abréger, 

(,_«)(i  -  €)(i  -  y)  =  k'. 

Dans  le  troisième  cas,  où  le  premier  coup  sera  joué  par  C  et  A  , 
et  gagné  par  C,  la  probabilité  de  A  pour  gagner  la  partie  sera  ce  que 
devient  l'expression  de  b,  relative  au  joueur  qui  perd  le  premier 
coup,  lorsqu'on  y  change  y  en  C,  C  en  a ,  a  en  y,  en  multipliant 

ensuite  par  ^  ë,  il  en  résultera 

*(i  —  g) 

3(i— *)' 

pour  le  troisième  terme  de  f . 

Dans  le  quatrième  cas,  où  le  premier  coup  est  gagné  par  A  jouant 
contre  C ,  la  probabilité  que  A  gagnera  la  partie  sera  l'expression  de 
a,  dans  laquelle  il  faudra  changer^  en  1— C,  Q  en  1  —  y,  a  en  1 — a  . 

en  multipliant  le  résultat  par  =  (1—6),  on  aura  ensuite 

y  (1  —  g) 
3(i-*')' 

pour  le  quatrième   terme  de   f . 

Dans  le  cinquième  cas ,  où  le  premier  coup  est  joué  par  B  et  C,  et 
gagné  par  B,  la  probabilité  que  A  gagnera  la  partie  sera  ce  que  de- 
vient l'expression  de  c ,  relative  au  joueur  qui  ne  joue  pas  à  ce  pre- 
mier coup,  quand  on  y  change  y  en  a,  €  en  y,  %  en  Ç;  en  multi- 
pliant le  résultant  par  =  a. ,  il   vient 

«y  (1  — C 
3(i^*T' 

pour  le  cinquième  terme  de  f. 

Tome  II.  —  Ocmr.p.E  1837.  49 
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Enfin,  dans  le  sixième  et  dernier  cas,  où  le  premier  coup  est  gagne 
par  C  jouant  contre  B,  la  probabilité'  que  A  gagnera  la  partie  se  dé- 
duira encore  de  l'expression  de  c,  mais  en  changeant  y  en  i  — a,  €  en 
i— €,  a  en  i — y;  ce  qui,  après  avoir  multiplié  par  |(i —  a), 
donne 

y(l— «)(I  —  g) 

3(i  —A')        » 

pour  le  dernier  terme  de  f. 

Si  l'on  fait  actuellement  la  somme  de  ces  six  valeurs  partielles  de 
f,  on  aura ,  pour  sa  valeur  complète , 

_>(,    _g)     (I+tt  +  «g)  >y  +  y(l—  g)+y(l  —  «)   (,— g) 

•/  —  3(i  —  *)  "*"  3  (i—*') 

La  raison  des  diverses  permutations  des  lettres  a,  £,  7,  que  nous 
venons  d'indiquer,  est  facile  à  saisir  en  jetant  les  yeux  sur  le  tableau 
présenté  plus  haut.  On  verra  de  même  que  pour  déduire  de  l'ex- 
pression de  y,  celle  de  g,  il  suffira  de  changer  y  en  a,  &  en  y,  a 
eu  £,  dans  f  ;  et  pour  obtenir  ensuite  la  valeur  de  h,  il  faudra  ré- 
péter encore  cette  permutation  tournante  dans  la  valeur  de  g ,  ou 
bien  changer  tout  de  suite  y  en  £,  C  en  a,  a  en  y,  dans  la  valeur 
de  f.  De  cette  manière  ,  nous  aurons 

«(1  — y)  ('  +£  +  »v) 


6—  3(i-*) 

h  =e('  — «)(«  +»+*■) 


,  •*'  +  «(1 

1  —  y)  -f  «(1 

-g)  (1 

-y) 

1 

ff*'+C(i 

3  (1  —  k'} 
—  •)  +  g(i 

—  y)   (I 

--) 

3(i-*) 

Quand  les  joueurs  sont  d'égale  force,  ou  qu'on  a  a.  =  C  =  y=  l , 
ces  trois  probabilités  J,  g,  h,  doivent  être  égales  entre  elles  et  à  \  ; 
ce  qu'on  vérifie  aisément.  Quelles  que  soient  les  chances  a,  €,y,  il 
faut  qu'on  ait 

/+*+**  1, 

puisqu'il  est  certain  que  la  partie  sera  gagnée  par  l'un  des  trois 
joueurs,  en  excluant,  toutefois  ,  le  cas  où  l'on  aurait  k  =  1  ,  et  où 
elle  ne  finirait  pas.  C'est  aussi  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier ,  en  ayant 
égard  à  ce  que  k  et  k'  représentent. 

Si  les  deux  joueurs  B  et  C  sont  d'égale  force,  soit  lorsqu'ils  jouen-t 
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l'un  contre  l'autre,  soit  quand  ils  jouent  contre  A,  il  faudra  faire 

a  =  -  ,        €  =   i    —  y  ; 

2  ' 

la  quantité  y  pourra  encore  être  une  fraction  quelconque;  elle  ex- 
primera la  chance  de  A  ,  de  gagner  chacun  des  coups  où  il  jouera  ;  et 
A  sera  plus  fort  ou  plus  faible  que  chacun  des  deux  autres  joueurs , 

selon  qu'on  aura  y  >   -     ou     y  <  -.  Pour  ces  valeurs  de  a  et  S, 

on  aura,   comme  cela  doit  être, 

et  la  valeur  de  f  se  réduira   à 

_  8y-  —  2y' 

J    —   3(2  —  y  +  y3)' 

Si  la  mise  est  la  même  pour  chacun  des  trois  joueurs,  et  qu'on 
la  représente  par  fi ,  l'enjeu  sera  3/* ,  et  l'espérance  mathématique  de 
A  aura  5/xf  pour  valeur.  Elle  serait  ifiy,  si  A  jouait  toujours  à  mise 
égale,  mais  en  un  seul  coup,  et  contre  un  seul  des  deux  autres 
joueurs  ;  dans  le  cas  des  mises  égales,  le  joueur  A  de  force  inégale  , 
doit  donc  préférer  de  jouer  au  jeu  que  nous  considérons,  contre  les 
joueurs  B  et  C  de  forces  égales,  ou  bien  il  doit  choisir  de  jouer  une 
partie  simple,  contre  B  ou  C,  selon  que  la  différence  5u/ — iu.y  est  po- 
sitive ou  négative.  Or,  d'après  la  valeur  précédente  de  f,  on  a 

J  '  2    _    y    _j-y 

....  1  I 

quantité  positive  ou  négative,  selon  que  y  surpasse  -  ou  est  moin- 
dre. Il  s'ensuit  donc  que  le  joueur  A ,  s'il  est  le  plus  fort ,  ou 
si  y  surpasse  -,  augmentera  encore  son  avantage,  en  choisissant  la 
première  manière  de  jouer ,  et  que  s'il  est  le  plus  faible ,  ou  si  l'on  a 
y  <  -  ,  il  diminuera  son  désavantage,  en  choisissant  la  seconde 

Lorsque  les  joueurs  ,  au  lieu  de  mettre  .  une  fois  pour  toutes,  une 

49- • 
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somme  au  jeu  ,  couviennent  d'y  mettre  une  somme  /jl  à  chaque  fois 
qu'ils  y  entrent,  de  sorte  que  l'enjeu  croisse  continuellement  avec  le 
nombre  des  coups ,  l'espérance  mathématique  de  chacun  d'eux  ne 
sera  plus  la  même  que  précédemment ,  et  à  force  égale ,  par  exem- 
ple, l'avantage  qui  était  tout  à  l'heure  pour  les  joueurs  qui  jouent  le 
premier  coup,  sera  maintenant  pour  celui  qui  n'entre  qu'au  second 
coup. 

Afin  de  calculer  commodément  l'espérance  mathématique  de  chaque 
joueur ,  il  faudra  la  diviser  en  deux  parties  :  l'une  positive  ,  et  prove- 
nant des  sommes  que  le  joueur  pourra  recevoir  aux  différents  coups 
qui  seront  joués  ;  l'autre  négative,  et  provenant  des  sommes  qu'il 
pourra  payer.  Pour  le  joueur  A  qui  gagne  le  premier  coup  ,  je  dé- 
signerai par  a'  la  première  partie,  par  at  la  seconde,  abstraction  faite 
du  signe ,  et  par  <p  l'excès  de  celle-là  sur  celle-ci.  Je  représenterai  les 
quantités  analogues  par  b',  bt,  -j'»  pour  le  joueur  B  qui  perd  le  pre- 
mier coup,  et  par  c',  c,,  G,  pour  le  joueur  C  qui  n'entre  qu'au  second 
coup.  De  cette  manière ,  on  aura 

<p  =  a'  —  alf     \(/  =s  b'  —  blt     0  =  c'  — cr 

Au  miem°  coup,  si  la  partie  n'est  pas  finie  auparavant,  l'enjeu  sera 
égal  à  (m  -f-  i)ac.  Or,  d'après  ce  qu'on  a  vu  précédemment,  les  pro- 
babilités que  la  partie  sera  finie  ,  et  gagnée  alors  par  A ,  au  second 
coup  ,  au  cinquième  ,  au  huitième,  au  onzième,  etc.  ,  seront 

(i  —  C),     (i  —  €)At     (i  —  €)*',     (i  —  S)  k3,     etc.; 
les  gains  attachés  aux  arrivées  de  ces  événements  étant  donc 

3/*»     6/a,     g/A,     \ip,     etc., 
il  suit  de  la  règle  de  l'espérance  mathématique,  que  la  valeur  com- 
plète de  a'  sera  la  somme  de  ces  deux  séries  multipliées  terme  à  terme 
et  prolongées  jusqu'à  l'infini  ;  ce  qui  donne 

a1  =  5/t*(i  —  €)S.ik1-'  ; 

la  somme  2  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  du  nombre  entier  i ,  de 
puis  i  =  i  jusqu'à  /=  oo  .  Mais  on  a 

iA     —    r  -  k  > 
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et  en  ditférentiaut  par  rapport  à  k,  il  vient 

2i#-   = 


par  conséquent,   on   aura 

,  _  3^(i  —  Ç) 
(i  —  ky 

Pour  A  et  B,  il  y  a  la  certitude  de  jouer  au  premier  coup,  et  pour 
C,  au  second.  Pour  A,  les  probabilités  de  rentrer  ensuite  au  jeu, 
au  quatrième  coup,  au  septième,  au  dixième,  au  treizième,  etc., 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  les  probabilités  que  la  partie  ne  sera 
pas  terminée  au  troisième  coup,  au  sixième,  au  neuvième,  au  dou- 
zième, etc.,  seront,  comme  on  l'a  trouvé  plus  haut . 

a€ ,     aëk,     a.Qk%,     ot.Gk',     etc.  ; 

la  valeur  complète  de  at  sera  donc  la  somme  de  cette  série  intime 
de  fractions,  multipliée  par  /x,  et  augmentée  de  jx  pour  la  première 
mise  de  A  ;  en  sorte  que  l'on  aura 

La  probabilité  que  la  partie  se  terminera  au  coup  dont  le  rang  est 
marqué  par  un  nombre  de  la  forme  3n  -f-  i  ,  auquel  cas  elle  sera 
gagnée  par  B ,   étant 

et  l'enjeu  que  B  recevra  alors,  ayant  3raj*-f-  s/ul  pour  valeur,  on  en 
conclut  que  la  valeur  complète  de  b',   sera 

b'  =  fia€  (i  —  y)  (32/î*"—  +  22/f—)  ; 

les  sommes  2  s'étendant  depuis  n^  i  jnsquà  n=oc.  Doue,  en 
ayant  égard  aux  valeurs  de  ces  deux  sommes,  nous  aurons 

Li    3/weC(l  —  y)       ,       2ft*Ç (t  —  y) 

—       (,_*)'        "1  .,   _  k       ' 

Par  un  raisonnement  semblable,  on  trouvera  de  même 
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,  _  3fcgÇi  —  «)  gC(i  —  «) 

—     (i  — *)'     "*"       i  —  T— 

On  obtiendra  aussi ,  sans  difficulté, 

et  de  ces  diverses  valeurs ,  il  résultera  finalement 
*  (i  —  *)'  ^         i  —  *  » 


(i— *) 


Puisque  tout  l'argent  mis  successivement  au  jeu  pendant  la  durée  de 
la  partie,  est  retiré  par  le  joueur  qui  la  gagnée,  il  s'ensuit  que  la 
somme  des  espérances  mathématiques  des  trois  joueurs  doit  être  nulle; 
et  en  effet ,  d'après  ce  que  h  représente  ,  on  a  identiquement 

?  +  4  +  e  =  o. 

En  prenant  -  pour  chacune  des  fractions  a,  S,  y,  et  en  faisant 


A-  =  g  ,  on  a 


<P==  4g-'    4-"~  "49'     6~   49» 


pour  les  espérances  mathématiques  des  trois  joueurs  supposés  d'égale 
force.  Cela  signifie,  par  exemple,  qu'avant  qu'ils  aient  rien  mis  au  jeu, 
et  après  que  le  premier  coup  a  été  joué;  si  l'on  convenait  de  ne  pas 
continuer  la  partie,  le  joueur  qui  a  perdu  ce  premier  coup  devrait 

payer   ^  de  u  ,  savoir,  j-  à  celui  qui  l'a  gagné,  et  j-    à   celui    qui 

n'a  pas  joué.  Après  que  le  sort  a  désigné  les  deux  joueurs  qui  doivent 
jouer  le  premier  coup,  et  avant  que  ce  coup  ne  soit  joué,  chacun  d'eux 
peut  également  le  gagner  ;  l'espérance  mathématique  de  chacun  de  ces 

loueurs  est  donc  -.-?- •  ,     ,  ou  — -j-.  cest-a-dire,  que  si  Ion 

2    49         2     49  49 
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convenait  de  ne  pas   jouer  la  partie,  chacun  d'eux  devrait  donner 

—  de  fjt  au  troisième  joueur,  tandis  que  dans  le  cas  que  nous  avons 

d'abord  examiné,  c'était  ce  premier  joueur  qui  devait,  an  contraire, 

donner  —.  de  f*.  à  chacun  des  deux  premiers  joueurs.  Si  la  partie  n'est 

pas  terminée  au  tri'""  coup,  et  que  l'on  convienne  de  ne  pas  la  conti- 
nuer ,  le  joueur  qui  aura  perdu  ce  coup  devra  ,  comme  on  vient  de  le 

33  .  ,6  • 

dire ,  payer  j-  de  fj.  à  celui  qui  l'aura  gagné,  et  j-  au  troisième  joueur  ; 

et  de  plus,  l'enjeu  qui  avait  lieu  au  coup  précédent ,  et  qui  s'élevait  à 
mu. ,  devra  être  partagé  entre  ces  trois  joueurs,  proportionnellement 

à  leurs  chances  -,  -,   -,    d'achever  de   gagner  la   partie  ;   en   sorte 

qu'au  mUme  coup,  si  l'on  représente  par  <p'  l'espérance  mathématique 
du  joueur  qui  gagne  ce  coup,  par  ■]/  celle  du  joueur  qui  le  perd,  par  8' 
celle  du  joueur  qui  n'y  joue  pas ,  on  aura 

(28m  +  33),»         ,, (7m  — 39)^        c,  (i4»i-h6)^ 

*   = 5 '    +- 4^        '     e~  te~- 

Lorsque  m  surpassera  cinq  ,  la  valeur  de  -i/  sera  positive,  comme  <p'  et 
8';  le  joueur  qui  perdra  le  m,a"  coup  n'aura  rien  à  payer  aux  deux 
autres;  seulement  il  aura  droit  à  une  moindre  part  dans  l'enjeu  qui 
avait  lieu  au  coup  précédent:  si,  par  exemple,  on  am  =  6,  l'enjeu 
qui  avait  lieu  au  cinquième  coup  sera  égal  à  6(W;  sur  quoi  le  joueur 

qui  gagne  le  sixième  coup  devra  prendre  —~  ,  celui  qui  le  perd  n'aura 
droit  qu'à  j- ,  et  le  troisième  joueur  à  y^. 
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MÉMOIRE 

Sur  diverses  manières  de  généraliser  les  propriétés  des 
diamètres  conjugués  dans  les  sections  coniques.  —  Nou- 
veaux théorèmes  de  Perspective ,  pour  la  transformation 
des  relations  métriques  des  figures.  —  Principes  de  Géo- 
métrie plane  analogues  h  ceux  de  la  Perspective.  — 
Manière  de  démontrer  dans  le  cône  oblique  les  propriétés 
des  foyers  des  sections  coniques  ; 

Par  M.  CHASLES. 


i.  Les  propriétés  des  sections  coniques,  et  celles  des  surfaces  du 
second  degré,  relatives  aux  diamètres  conjugués,  peuvent  être  géné- 
ralisées sous  plusieurs  points  de  vue.  Pour  les  surfaces,  cette  générali- 
sation repose  sur  quelques  principes  de  Géométrie  qu'il  nous  faudrait 
exposer  préalablement.  Mais  pour  les  coniques  la  question  peut  être 
traitée,  en  grande  partie  du  moins,  par  les  seules  ressources  de  la 
Géométrie  élémentaire.  Nous  allons  donc  nous  occuper  seulement , 
dans  cet  écrit,  de  la  généralisation  des  propriétés  des  diamètres  conju- 
gués des  coniques. 

2.  Premier  mode  de  généralisation.  Soient  sa,  sb  deux  demi-dia- 
mètres conjugués  d'une  conique  c,  on  aura 

sa  -f-  sb  =■  coust. 

Concevons  un  cercle  c'  concentrique  à  la  conique ,  et  soient  sa',  sb' 
ses  rayons  dirigés  suivant  les  demi-diamètres  sa,  sb;  on  aura 
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/ 

sa  sb 

;      -f-      ;     =     COllSt. 

sa  sb' 

Projetons,  par  des  droites  parallèles  entre  elles,  la  conique  et  le 
cercle,  sur  un  même  plan;  on  aura  deux  coniques  C,  C  en  projection. 
Soient  SA,  SB,  et  SA',  SB',  les  demi-diamètres  de  ces  deux  courbes, 
correspondants  respectivement  aux  demi-diamètres  des  deux  pre- 
mières; on  aura 

sa  SA  sb    __    SB 

Ta7  "SX'      sb'  SB7, 

et,  conse'quemment,  l'équation 

SA"     ,     SB* 

—  -f-   =^  =  const. 

SA'  SB' 

Or  sa  et  sb  étant  conjugués  par  rapport  à  la  conique  c ,  SA  et  SB 
sont  conjugués  par  rapporta  la  conique  C,  parce  que  la  tangente  à  la 
courbe  c  aifpoint  a  est  parallèle  à  sb,  et  que,  par  conséquent,  la  tan- 
gente à  la  courbe  C,  au  point  A,  est  parallèle  à  SB;  ce  qui  est  la  condi- 
tion pour  que  SA  et  SB  soient  conjugués.  L'équation  précédente 
exprime  donc  ce  tbéorème  : 

Étant  données  deux  coniques  dans  un  plan ,  la  somme  des  carrés  de 
deux  demi-diamètres  conjugués  de  la  première ,  divisés  respectivement 
par  les  carrés  des  demi-diamètres  de  la  seconde  qui  leur  sont  parallèles, 
est  constante. 

5.  Si  la  première  conique  est  un  cercle  ,  on  conclut  de  ce  théorème, 
le  suivant  : 

La  somme  des  valeurs  inverses  des  carrés  de  deux  demi-diamètres 
rectangulaires  d'une  conique  est  constante. 

4-  Second  mode  de  généralisation.  Que  l'on  ait  une  section  conique 
c  et  plusieurs  systèmes  de  ses  diamètres  conjugués;  qu'on  fasse  la 
perspective  de  cette  figure  sur  un  plan;  on  aura  une  seconde  section 
conique  C,  et  plusieurs  systèmes  de  deux  droites  passaut  toutes  par 
un  même  point  fixe.  Tous  ces  systèmes  de  deux  droites  jouiront  de 
propriétés  analogues  à  celles  des  systèmes  de  deux  diamètres  conju- 
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gués;  mais  ces  propriétés  seront  plus  générales  que  celles  des  diamètres 
conjugués,  et  celles-ci  s'en  déduiront,  comme  cas  particuliers,  si  l'on 
suppose  que  le  point  fixe  devienne  le  centre  de  la  conique  C. 

Soit  I  la  droite  qui  correspond  dans  le  plan  de  la  conique  C  à  la 
droite  située  à  l'infini  dans  le  plan  de  la  conique  c.  Cette  droite  I  est 
l'intersection  du  premier  plan  par  un  plan  parallèle  au  second,  mené 
par  le  point  de  l'œil.  Soit  s  le  centre  de  la  conique  c,  et  S  le  point 
correspondant  dans  la  conique  C,  c'est-à-dire  la  perspective  du  point 
v.  La  propriété  caractéristique  du  point.?,  c'est  que,  étant  menées  deux 
tangentes  à  la  courbe  c }  parallèles  entre  elles,  la  droite  qui  joint  les 
points  de  contact  passe  toujours  par  le  point  s.  Pareillement ,  la  pro- 
priété caractéristique  du  point  S,  c'est  que,  étant  méfiées,  par  un  même 
point  quelconque  de  la  droite  l>  deux  tangentes  à  la  conique  C,  la 
droite  qui  joint  les  deux  points  de  contact  passe  toujours  par  le  point  S. 
Ce  qui  prouve  que  le  point  S  est  le  pôle  de  la  droite  I,  pris  par  rap- 
part  à  la  conique  C  (*). 

La  propriété  caractéristique  de  deux  diamètres  conjugués  de  la 
courbe  c  ,  c'est  que  les  tangentes  à  la  courbe  ,  menées  aux  extrémités 
d'un  des  deux  diamètres,  sont  parallèles  à  l'autre  diamètre.  Ou  en 
conclut  que  la  propriété  caractéristique  de  deux  droites  correspon- 
dantes,  dans  le  plan  de  la  conique  C,  à  deux  diamètres  conjugués  de 
la  conique  c,  c'est  que  :  les  tangentes  à  la  courbe  C,  aux  points  où 
l'une  des  deux  droites  la  rencontre ,  se  croisent  au  point  où  l'autre 
droite  rencontre  l'axe  I.  Ce  point  est  précisément  le  pôle  de  la  première 
droite.  On  peut  donc  dire  que  les  deux  droites  sont  telles  que  chacune 
d'elles  passe  par  le  pôle  de  l'autre;  ce  pôle  étant  pris  par  rapport  à  la 
conique  C.  Ces  deux  droites  passent  par  le  point  Cixe  S;  nous  les  appel- 
lerons axes  conjugués  relatifs  au  point  S. 

Ainsi,  aux  systèmes  de  deux  diamètres  conjugués  d'une  conique, 
correspondent,  en  perspective ,  des  systèmes  de  deux  axes  conjugués 
d'une  nouvelle  conique,   relatifs  à  un  point  fixe.  Et  la  propriété  ca- 


(*;  On  appelle  j  Ole  d'une  droite  ,  par  rapport  à  une  conique,  le  point  par  où 
passent  toutes  les  cordes  de  contact  des  angles  circonscrits  à  la  conique,  qui  ont 
leurs  sommets  sur  la  droite. 
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ractéristique  des  deux  axes  de  chaque  système,  c'est  que  le  pôle  de  l'un, 
pris  par  rapport  à  la  conique,  est  situe'  sur  l'autre. 

Ce  sont  ces  systèmes  de  deux  axes  conjugués  relatifs  à  un  point 
dont  nous  allons  chercher  les  propriétés;  elles  seront  la  généralisation 
de  celles  des  diamètres  conjugue's. 

5.  Nous  nous  servirons  pour  cela  d'un  principe  général  de  la  pers- 
pective, dont  on  n'a  pas  encore  fait  usage  ,  et  qui  sera  d'un  très  utile 
secours  dans  beaucoup  d'autres  questions.  Sa  démonstration  ne  peut 
offrir  de  difficulté;  et  nous  nous  bornerons  ici  à  son  énoncé  : 

Principe  de  perspective.  Quand  deux  figures  planes  sont  la  pers- 
pective l'une  de  Vautre,  le  rapport  des  distances  d'un  point  quelconque 
de  la  première  à  deux  droites  fixes  de  cette  figure,  est  au  rapport  des 
distances  du  point  homologue  de  la  seconde  figure  aux  deux  droites 
correspondantes  à  ces  droites  fixes  ,  dans  une  raison  constante. 

6.  Une  droite,  dans  chacune  des  deux  figures,  peut  être  prise  à 
l'infini;  de  là  résultent  deux  corollaires  du  principe,  qui  nous  serout 
utiles;  nous  allons  tout  de  suite  les  énoncer,  pour  ne  plus  revenir  sur 
ces  propositions  préliminaires  : 

i"  Corollaire.  Quand  deux  figures  planes  sont  la  perspective  l'une 
de  l'autre ,  la  distance  d'un  point  quelconque  de  la  première  ,  à  une 
droite  fixe  prise  dans  le  plan  de  cettefigure ,  est  dans  une  raison  cons- 
tante avec  le  rapport  des  distances  du  point  homologue  de  la  seconde 
figure  à  deux  droites  fixes ,  dont  la  première  correspond  à  la  droite 
prise  dans  le  plan  de  la  première  figure,  et  la  seconde  est  l'intersection 
du  plan  de  la  seconde  figure  par  le  plan  mené  par  Tœil  parallèlement 
au  plan  de  la  première  figure. 

7.  2'  Corollaire.  Quand deuxfigures planes  sont  la  perspective  l'une 
de  l'autre ,  si  l'on  mène  dans  la  première  la  droite  correspondante  à 
l'infini  de  la  seconde  (c'est-à-dire  la  droite  qui  est  l'intersection  du 
plan  de  la  première  ligure  par  le  plan  mené  par  l'oeil  parallèlement  à 
celui  de  la  seconde  ),  et  dans  le  plan  de  la  seconde  figure  la  droite 
correspondante  à  l'infini  de  la  première  ,  les  distances  de  deux  points 
homologues  quelconques  des  deux  figures  à  ces  deux  droites  respecti- 
vement ,  auront  leur  produit  constant. 

8.  Cela  posé,  reprenons  nos  deux  coniques  c,  C,  qui  sont  la  pers- 
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pective  l'une  de  l'autre,  et  conside'rons  dans  le  plan  de  la  seconde  le 
point  S  qui  correspond  au  centre  s  de  la  première.  La  conique  C  et  le 
point  S  étant  donnés,  il  y  aura  une  infinité  de  coniques  c ,  dans  l'es- 
pace, qui  auront  pour  perspective  la  courbe  C  ,  et  dont  les  centres  s 
correspondront  au  point  S.  Parmi  cette  infinité  de  courbes  qu'on  peut 
concevoir,  choisissons-en  une  qui  présente  cette  circonstance  particu- 
lière, que  deux  diamètres  quelconques  de  celte  courbe  fassent  entre 
eux  un  angle  égal  à  celui  des  deux  droites  qui  leur  correspondent  dans 
le  plan  de  la  courbe  C,  lesquelles  droites  seront  deux  axes  co?iji/gués 
rclcitijs  au  point  S.  Cette  relation  particulière  entre  la  courbe  c  et  sa 
perspective  C,  peut  s'obtenir  facilement.  Pour  cela,  que  par  la  polaire 
du  point  S  ,  prise  par  rapporta  la  courbe  C,  on  mène  un  premier  plan 
quelconque;  puis  un  second  quidivise  en  deux, également,  l'angle  que  le 
premier  fera  avec  le  plan  de  la  courbe  S;  et  que  par  le  point  S  on  mène 
une  droite  perpendiculaire  au  second  plan;  elle  rencontrera  le  premier 
en  un  point  s  qui  sera  pris  pour  le  lieu  de  l'œil;  un  plan  quelconque 
parallèle  au  premier,  fera  dans  le  cône  qui  aura  le  point  s  pour  som- 
met et  la  courbe  C  pour  base,  une  section  qui  sera  la  courbe  c. 

g.  D'après  cela,  appliquons  aux  deux  courbes  c,  C  le  principe  ex- 
primé par  le  premier  corollaire,  en  regardant  la  courbe  c  comme  la 
première  figure,  et  la  courbe  C  comme  la  seconde. 

Menons  par  les  points  s ,  S,  dans  les  plans  des  deux  courbes,  respec- 
tivement, deux  droites  correspondantes^,  SQ;  soient  a,  A  deux 
points  correspondants  quelconques  des  deux  courbes;  aq ,  AQ  les 
perpendiculaires  abaissées  de  ces  points  sur  les  deux  droites  sq ,  SQ; 
et  AP  la  perpendiculaire  abaissée  du  second  sur  la  polaire  du  point  S  ; 
on  aura,  d'après  l'énoncé  du  premier  corollaire  , 


aq  =  À 


AQ 

AP: 


X  étant  une  constante. 

Or  aq  cl  AQ  étant  les  perpendiculaires  abaissées  des  deux  points 
a,  A  sur  les  droites  sq ,  SQ ,  on  a 

aq    =  as  .  sin  asq , 
AQ  =  AS.sinASQ. 
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La  droite  sS-,  qui  passe  par  le  sommet  du  cône,  étant ,  par  hypo- 
thèse, perpendiculaire  au  plan  qui  divise  en  deux  également  l'angle 
des  plans  des  deux  courbés  c  ,  C,  il  s'ensuit  que  l'angle  des  deux  droites 
sa,  s(j  est  égal  à  l'angle  des  deux  droites  SA,  SQ;  de  sorte  que  les 
deux  équations  ci-dessus  donnent 


aq       _    as 
ÂQ  ~    AS' 

L'équation  précédente  devient  donc 

,    SA 

sa  =  A. -p. 

Cette  équation  résout  la  question  que  nous  nous  proposions;  car 
elle  sert  à  appliquer  aux  axes  de  la  conique  C ,  relatifs  au  point  S  , 
les  propriétés  des  diamètres  de  la  conique  c. 

Il  est  important  de  se  rappeler  que  les  angles  que  font  entre  eux  ces 
axes,  sont  égaux  aux  angles  que  font  entre  eux  les  diamètres  corres- 
pondants, comme  nous  l'avons  dit  ci-dessus  des  angles  asq ,  ASQ. 
Cela  servira  pour  transporter  diverses  propriétés  des  diamètres  d'une 
conique  ,  aux  axes  relatifs  à  un  point. 

Appliquons  cette  méthode. 

10.  Dans  une  conique  ,  il  existe  un  système  de  deux  diamètres  con- 
jugués rectangulaires,  et  ces  diamètres  sont  maximum  et  minimum 
parmi  tous  les  autres  ;  on  en  conclut  que 

Dans  une  conique ,  parmi  les  systèmes  de  deux  axes  conjugués  SA, 
SA'  relatifs  à  un  point  S ,  il  en  existe  un  où  ces  axes  sont  à  angle 

droit  ;  pour  ces  deux  axes  les  rapports  —5  ,   7777,  sont,  respectivement , 

un  maximum  et  un  minimum. 

1 1 .  La  somme  des  valeurs  inverses  des  carrés  de  deux  demi-diame- 
tres  rectangulaires  est  constante  ;  donc 

Pour  deux  axes  SA  ,  SA'  relatifs  à  un  point ,  menés  à  angle  droit, 
la  somme  des  carrés  des  deux  rapports  g-  ,     —  ,  est  constante. 

12.  La  somme  des  carrés  de  deux  demi-diamètres  conjugués  est  cons- 
tante; donc 
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Pour  deux  axes  conjugués  SA ,  SA'  relatifs  à  un  point  S ,  la  somme 
des  carrés  des  deux  rapports  —5 ,  -rr™  es^  constante. 

i3.  La  somme  des  carrés  des  projections  de  deux  diamètres 
conjugues,  sur  une  droite,  est  constante;  c'est-à-dire  que  la  somme 
des  carrés  de  deux  demi-diamètres  conjugués,  multipliés  respec- 
tivement par  les  cariés  des  cosinus  des  angles  qu'ils  font  avec  une 
droite  fixe,    et    constante.   On   en    conclut   que,    pour   deux    axes 

conjugués  SA,  SA',  les  carrés  des  rapports  -j-pt  -p-p  multipliés  res- 
pectivement par  les  carrés  des  cosinus  des  angles  que  les  deux  axes 
SA,  SA'  font  avec  une  droite  fixe,  ont  leur  somme  constante.  Ce 
théorème  peut  s'exprimer  ainsi  : 

La  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  des  extrémités 
de  deux  axes  conjugués  relatifs  à  un  point,  sur  une  droite  menée  par 
ce  point ,  divisés  respectivement  par  les  carrés  des  distances  de  ces 
points  à  la  polaire  du  point  fixe ,  est  constante. 

14.  Que  la  droite  menée  par  le  point  fixe ,  soit  parallèle  à  la  polaire 
de  ce  point ,  le  théorème  prendra  cet  énoncé  : 

La  somme  des  carrés  de  deux  axes  conjugués  relatifs  à  un  point , 
divisés  respectivement  par  les  carrés  des  segments  compris  sur  ces 
axes  entre  leurs  extrémités  et  la  polaire  du  point,  est  constante. 

i5.  La  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  des  quatre 
extrémités  de  deux  diamètres  conjugués  sur  une  droite  fixe  menée  ar- 
bitrairement,  est  constante  ;  on  conclut  de  là,  par  le  principe  exprimé 
dans  le  premier  corollaire ,  que 

Dans  une  conique  ,  deux  axes  conjugués  relatifs  à  un  point  ren- 
contrent la  courbe  en  quatre  points  qui  sont  tels  que  la  somme  des  car- 
rés de  leurs  distances  à  une  droite  fixe  menée  arbitrairement,  divisés 
respectivement  par  les  carrés  des  distances  de  ces  points  à  la  polaire 
du  point  fixe ,  est  constante. 

16.  Si  la  droite  fixe  est  prise  à  l'infini,  on  fera  usage  du  second  co- 
rollaire, et  l'on  aura  ce  théorème  : 

Dans  une  conique  ,  deux  axes  conjugués  quelconques  relatifs  à  un 
point  fixe  rencontrent  la  courbe  en  quatre  points  qui  jouissent  de  cette 
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propriété,  que  la  somme  des  valeurs  inverses  des  carrés  de  leurs  dis- 
tances à  la  polaire  du  point  fixe ,  est  constante. 

17.  On  voit  par  ce  qui  précède ,  comment  les  propriétés  des  diamè- 
tres conjugués  donnent  lieu  à  des  propriétés  des  systèmes  de  deux 
axes  conjugués  relatifs  à  un  point }  qui  sont  la  généralisation  des 
premières. 

Manière  de  démontrer  les  propriétés  des  foyers  dans  les 
sections  coniques. 

18.  La  po-ition  que  nous  avons  supposée  aux  deux  courbes  c,  L 
daus  l'espace  (8),  conduit  naturellement  à  la  découverte  des  foyers 
des  coniques,  et  se  prête  aussi  à  la  démonstration  de  leurs  propriétés. 
Car  si  l'on  suppose  que  la  courbe  c  soit  un  cercle,  on  aura  sa  =  le 

SA 
rayon,  et  par  conséquent,    7-5=  constante;  ce  qui  est  une  des  pro- 
priétés caractéristiques  des  foyers. 

Ainsi  l'on  est  conduit  naturellement  à  la  considération  de  ces  points 
qui  jouent  un  si  grand  rôle  dans  la  théorie  des  coniques.  Les  Anciens, 
bien  qu'ils  aient  formé  et  étudié  les  coniques  dans  le  cône,  ou  ,  comme 
ils  disaient,  dans  le  solide,  n'ont  traité  des  foyers  que  par  des  consi- 
dérations de  Géométrie  plane ,  sans  dire  par  quelle  voie  ils  ont  été 
conduits  à  la  découverte  de  ces  points.  Les  Modernes,  en  voulant  re- 
chercher l'origine  de  ces  points  dans  le  cône  même,  n'ont  pris  que  le 
cône  droit,  ou  de  révolution;  et  l'on  n'avait  pas  encore  indiqué  le 
moyen  de  découvrir  ces  points  dans  le  cône  oblique,  ni  d'y  démontrer 
leurs  propriétés. 

19.  Les  considérations  précédentes  se  prêtent  avec  une  grande  faci- 
lité à  la  démonstration  de  toutes  les  propriétés  des  foyers,  en  les  dé- 
duisant de  celles  du  cercle.  Nous  donnerons  ici  un  seul  exemple  de 
cette  méthode. 

Qu'autour  d'un  point  fixe  o  ,  pris  dans  le  plan  d'un  cercle,  on  fasse 
tourner  une  transversale  qui  rencontre  la  circonférence  en  deux  points 
a,  d \  soient  aq,  a'q',  oq"  les  perpendiculaires  abaissées  des  trois  points 
a,  a',  o  sur  la  polaire  du  point  fixe,  on  démontre  facilement  que  l'on 
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a  ia  relation 


c'est-à-dire  que 


aq  a  q  oq 

—  dz    -r-r  =  const. 

aq  a  q 


quelle  que  soit  la  transversale  menée  par  le  point  o. 

On  doit  prendre  le  signe  -f-  quand  ce  point  est  dans  l'intérieur  du 
cercle  ,  et  le  signe  —  quand  il  est  au  dehors. 

Dans  la  conique  C,  qui  est  la  perspective  du  cercle,  à  la  transversale 
oaà'  corespondra  une  transversale  OAA'  menée  par  un  point  fixe  0  ; 
au  centre  du  cercle  correspondra  le  foyer  de  la  conique;  à  la  droite 
située  à  l'infini  dans  le  plan  du  cercle,  correspondra  la  directrice  re- 
lative à  ce  foyer.  Soient  AP,  AT'  les  perpendiculaires  abaissées  des 
points  A,  A'  sur  cette  directrice  et  AQ,  A'Q'  les  perpendiculaires 
abaissées  des  mêmes  points  sur  la  polaire  du  point  0  ;  on  aura ,  d'après 
le  premier  corollaire, 

,   AQ  ,  ,  .  A'Q' 

aq  =  A^,      aq    =  A^. 

I /équation  ci-dessus  devient  donc 

AP    ,     AT' 

—  3;   — 1— ,  =  const. 

AQ  —   AQ' 

Elle  exprime  cette  propriété  générale  des  coniques  : 

5/  autour  d'un  point  fixe  ,  pris  dans  le  plan  d'une  conique  ,  on  fait 
tourner  une  transversale  qui  rencontre  la  courbe  en  deux  points ,  la 
somme  ou  la  différence  des  distances  de  ces  deux  points  à  la  directrice 
de  la  conique  ,  divisées  respectivement  par  leurs  distances  à  la  polaire 
du  point  fixe ,  sera  constante. 

Ce  sera  la  somme  si  le  point  fixe  est  pris  dans  l'intérieur  de  la  courbe, 
et  la  différence  s'il  est  pris  au  dehors. 

20.  Maintenant,  en  observant  que  la  distance  d'un  point  de  la 
courbe  à  la  directrice  est  proportionnelle  à  la  distance  de  ce  point  au 
lover,  ou  donnera  au  théorème  cet  autre  énoncé  : 

5/  autour  d'un  point  fixe  pris  dans  le  plan  d'une  conique ,  on  fait 
tourner  une  transversale  qui  la  rencontre  en  deux  points  ;  la  somme  ou 
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la  différence  des  dislances  de  ces  deux  points  au  foyer  de  la  courbe, 
divisées  respectivement  par  leurs  distances  à  la  polaire  du  point  fixe  , 
sera  constante. 

Ce  sera  la  somme  si  le  point  fixe  est  pris  dans  l'intérieur  de  la  courbe, 
et  la  différence  s'il  est  pris  au  dehors. 

ai.  Si  le  point  fixe  est  le  centre  de  la  courbe,  sa  polaire  est  à  l'in- 
fini, et  le  théorème  devient  la  pi-opriélé  connue  du  foyer,  savoir, 
que 

La  somme  ou  la  différence  des  rayons  vecteurs  menés  d'un  foyer 
dune  conique  aux  extrémités  d'un  diamètre  est  constante. 

C'est  la  somme  dans  l'ellipse  ,  et  la  différence  dans  l'hyperbole. 

22.  Nous  nous  bornerons  ici  à  ce  seul  exemple,  qui  suffit  pour  faire 
voir  comment  on  démontrera  dans  le  cône  oblique  les  propriétés  des 
foyers  des  sections  coniques.  On  obtiendra  de  celle  manière  un  assez 
grand  nombre  de  propriétés  nouvelles,  que  j'aurai  occasion  de  dé- 
montrer ailleurs. 

Principes  de  Géométrie  plane  analogues  à  ceux  de  la 
perspective. 

25.  Les  principes  et  les  considéralions  de  perspective  dont  nous  nous 
sommes  servi  peuvent  se  transformer  aisément  en  considérations  de 
Géométrie  plane,  et  conduire  à  une  autre  méthode,  différente  dans  la 
forme,  quoique  la  même  au  fond,  pour  étudier  les  propriétés  des 
sections  coniques. 

Reprenons  les  deux  courbes  c ,  C  dans  l'espace.  Puisque  deux  droites 
quelconques  sa,  sb ,  menées  par  le  point  s,  dans  le  plan  de  la  pre- 
mière, font  entre  elles  un  angle  égal  à  celui  des  deux  droites  corres- 
pondantes SA,  SB  dans  le  plan  de  la  seconde  courbe,  on  voit  que  si 
sur  celles-ci  on  prend  des  lignes  SA',  SB', .  .  .  égales  aux  lignes  sa', 
sb' ,. .  .  ,  leurs  extrémités  seront  sur  une  conique  C  ayant  son  centre 
en  S  ,  et  qui  sera  égale  à  la  courbe  c.  Ainsi  l'on  aura  entre  cette  co- 
nique C  et  la  conique  C  la  relation 


CA'  :,   SA 
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On  conclut  de  là  ce  théorème  de  Géométrie  plane  : 
Étant  pris  un  point  fixe  S  dans  le  plan  d'une  conique ,  si  de  ce  pu  in  t 
on  mène  une  droite  à  chaque  point  A  de  la  courbe ,  et  que ,  AP  étant 
la  distance  de  ce  point  a  la  polaire  du  point  fixe ,  on  prenne  surSX 

un  segment  SA'  proportionnel  à  —^,  le  point  A'  sera  sur  une  section 

conique  C  qui  aura  son  centre  au  point  fixe. 

Si  le  point  fixe  est  un  foyer  de  la  conique  proposée,  la  nouvelle 
courbe  sera  un  cercle. 

24.  La  conique  C  peut  être  regardée  comme  la  projection  de  la 
courbe  c  sur  le  plan  de  la  courbe  C  ,  cette  projection  étant  faite  par  des 
droites  parallèles  entre  elles,  et  perpendiculaires  au  plan  qui  divise 
en  deux  également  l'angle  des  plans  des  deux  courbes  c ,  C.  Et 
quelle  que  soit  la  figure  tracée  dans  le  plan  de  la  courbe  c ,  cette  pro- 
jection produira  une  figure  parfaitement  égale,  dans  le  plan  de  C.  Il 
suit  de  là  que  toutes  les  relations  descriptives  et  métriques  entre  la 
courbe  c  et  la  courbe  C  auront  lieu  entre  les  deux  courbes  C  et  C  si- 
tuées dans  un  même  plan. 

25.  Les  relations  descriptives  font  voir  que  les  deux  courbes  C  et  C 
sont  homclogiques ,  suivant  l'expression  de  M.  Poncelet,  c'est-à-dire 
que  les  points  correspondants  des  deux  figures  concourent  en  un  même 
point  fixe  (appelé  centre  d'homologie)  qui  est  le  point  S  ;  et  les  droites 
correspoîidantes  concourent  en  des  points  situés  tous  sur  une  même 
droite  (appelée  axe  d'homologie) ,  qui  est  ici  la  droite  d'intersection 
des  plans  des  deux  courbes. 

26.  Mais  ,  outre  ces  relations  descriptives,  il  résulte  encore  de  ce 
qui  précède  diverses  relations  métriques  entre  deux  figures  homolo- 
giques,  qui  n'ont  point  encore  été  données  et  qui  doivent  jouer  un 
rôle  important  dans  cette  théorie  et  dans  ses  nombreuses  applications. 
Nous  nous  bornerons,  dans  ce  moment,  à  cette  simple  observation, 
parce  que  nous  avons  traité  ailleurs  de  cette  théorie  avec  tous  les  déve- 
loppements dont  elle  nous  a  paru  susceptible,  dans  un  travail  où  elle  se 
présente  comme  cas  particulier  d'une  méthode  plus  générale  pour  la 
transformation  des  figures,  méthode  propre  à  la  généralisation  et  à  la 
démonstration  des  vérités  géométriques.  Cette  méthode  s'applique  aux 
figures  à  trois  dimensions,  et  nous  servira  par  conséquent  à  donner 
aux  propriétés  des  diamètres  des  surfaces  du  second  degré  la  même  gé- 
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;icialisntion  que  nous  venons  de  donner  aux  propriétés  des  diamètres 
des  sections  coniques.  Nous  avons  voulu  simplement  montrer,  dans  le 
présent  article,  qu'avec  le  seul  secours  de  la  Géométrie  la  plus  élémen- 
taire, on  pouvait,  sans  considérations  bien  savantes  ni  théories  nou- 
velles, parvenir  à  ia  même  généralisation,  du  moins  pour  les  co- 
niques. 

Nous  avons  fait  usage,  pour  cela,  des  seuls  principes  de  la  perspec- 
tive, méthode  facile,  avec  laquelle  on  est  familiarisé,  mais  dont  on  n'a 
pas  encore  tiré,  je  crois,  tous  les  avantages  qu'elle  peut  procurer, 
parce  qu'on  n'y  a  considéré,  généralement ,  que  les  relations  descrip- 
tives des  figures,  et  nullement  les  relations  métriques.  Celles-ci  ce- 
pendant sont  plus  importantes,  plus  utiles  et  plus  fécondes,  et  con- 
duisent à  des  résultats  plus  complets.  J'aurai  occasion  de  développer 
ailleurs  cette  idée,  et  d'en  faire  l'application  à  plusieurs  résultats  des 
travaux  de  Monge  et  de  Carnot ,  que  je  regarde  comme  l'origine  et  le 
fondement  des  progrès  que  la  Géométrie  a  faits  depuis  une  trentaine 
d'années. 

27.  Troisième  mode  de  généralisation.  Ce  troisième  genre  de  généra- 
lisation consiste  à  substituer  aux  systèmes  de  deux  demi-diamètres 
conjugués  d'une  conique,  des  systèmes  d'un  plus  grand  nombre  de 
demi -diamètres  ,  déterminés  suivant  des  conditions  communes  , 
telles  que  les  propriétés  connues  des  systèmes  de  deux  diamètres 
conjugués  appartiennent  aussi  à  ces  systèmes  d'un  plus  grand  nombre 
de  demi-diamètres. 

En  parlant  de  cette  idée  de  généralisation,  nous  sommes  parvenu  à 
l'expression  commune  des  systèmes  d'un  nombre  quelconque  de  demi- 
diamètres  d'une  conique,  jouissant  de  toutes  les  propriétés  des  sys- 
tèmes de  deux  demi-diamètres  conjugués;  ces  propriétés  mêmes  pou- 
vant être  énoncées  dans  une  plus  grande  généralité.  Cette  matière, 
pour  être  exposée  complètement,  exigerait  un  article  assez  étendu; 
nous  y  reviendrons  ailleurs:  nous  allons  simplement  considérer  ici  les 
systèmes  de  trois  demi-diamètres,  parce  que  nous  pouvons  traiter  ce 
cas  par  une  méthode  particulière  ,  qui  n'exige  aucunes  considérations 
préalables. 

Nous  supposerons  que  la  conique  soit  une  ellipse;  et,  au  lieu  de  con- 
sidérer trois  demi-diamètres  de  cette  courbe,  nous  considérerons  les 
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trois  points  qui  sont  les  extrémités  de  ces  demi-diamètres.  Cela  est  ab- 
solument la  même  chose;  mais  nous  pourrons  par  là  énoncer  un  plus 
grand  nombre  de  théorèmes.  Ainsi  nous  allons  considérer  plusieurs 
systèmes  de  trois  points  pris  d'une  certaine  manière  sur  une  ellipse. 

28.  Concevons  une  sphère  ,  et  trois  de  ses  rayons  rectangulaires  : 
par  leurs  extrémités,  menons  un  plan  qui  coupera  la  sphère  suivant 
un  cercle  ;  concevons  le  diamètre  qui  passe  par  le  pôle  de  ce  cercle  ;  si 
autour  de  ce  diamètre  on  fait  tourner  le  système  des  trois  demi-rayons 
rectangulaires,  il  est  évident  que  leurs  extrémités  se  mouvront  sur  le 
cercle ,  ce  qui  prouve  qu'il  y  aura  une  infinité  de  systèmes  de  trois 
rayons  rectangulaires  qui  s'appuieront  sur  le  cercle  passant  par  les 
extrémités  des  trois  premiers  rayons. 

Maintenant  supposons  que  la  sphère  étant  rapportée  à  trois  axes 
coordonnés,  à  chacun  de  ses  points  ayant  pour  coordonnées  x,j,  z, 
corresponde  dans  l'espace  un  point  qui  ait  pour  coordonnées,  suivant 
les  mêmes  axes  respectivement,  ces  trois  premières  multipliées  par 
trois  constantes,  c'est-à-dire  Àx,  p.j,  ir.  Ce  nouveau  point  appartien- 
dra à  un  ellipsoïde;  et  l'on  reconnaît  aisément  que,  à  trois  rayons 
rectangulaires  de  la  sphère  correspondront  trois  demi-diamètres  con- 
jugués de  l'ellipsoïde;  et  qu'à  une  section  plane  de  la  sphère  corres- 
pondra une  section  plane  de  l'ellipsoïde. 

I!  résulte  de  là  ,  que 

Le  plan  mené  par  les  extrémités  de  trois  demi-diamètres  conjugués 
d'un  ellipsoïde  coupe  cette  surface  suivant  une  ellipse  E,  sur  laquelle  on 
peut  prendre  une  infinité  d'autres  sjstèmes  de  trois  points  qui  seront 
aussi  les  extrémités  de  trois  demi-diamètres  conjugués. 

29.  Ce  sont  là  les  systèmes  de  trois  points  que  nous  allons  considé- 
rer ;  mais  il  nous  faut  caractériser  et  définir  les  trois  points  par  quelque 
propriété  prise  dans  la  nature  seule  de  la  courbe  E,  sans  être  obligé  de 
faire  usage  d'une  surface  du  second  degré.  Pour  cela,  soient  A,  B  ,  C 
les  trois  points,  considérés  comme  les  extrémités  de  trois  demi-dia- 
mètres OA,  OB,  OC  d'un  ellipsoïde;  concevons  le  plan  tangent  à  cette 
surface  au  point  A  ;  il  sera  parallèle  au  plan  des  deux  demi-diamètres 
OB,  OC  :  la  trace  de  ce  plan  tangent  sur  celui  de  la  conique  E,  c'est-à- 
dire  la  tangente  à  cette  courbe,  sera  donc  parallèle  à  la  corde  BC.  Il 
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suit  de  là  que  le  diamètre  de  la  courbe  qui  aboutit  au  point  A  passe  par 
le  milieu  de  la  corde  BC.  Pareillement  les  droites  menées  du  centre  de 
la  courbe  aux  points  B,  C  passent,  respectivement,  par  les  milieux 
des  cordes  AC ,  AB.  On  en  conclut  que  le  centre  de  la  courbe  est  le 
centre  des  moyennes  distances  des  trois  points  A  ,  B ,  C. 

Réciproquement,  trois  points  pris  sur  la  conique,  de  manière  que 
leur  centre  des  moyennes  distances  soit  le  centre  de  la  courbe,  sont  les 
extrémités  de  trois  diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde.  Car  l'un  de  ces 
trois  points  étant  pris  arbitrairement,  les  deux  autres  sont  parfaitement 
déterminés.  Le  point  A  ,  par  exemple,  étant  donné,  pour  déterminer 
les  deux  autres  points  B ,  C,  on  mènera  par  le  centre  0'  de  la  conique 
E  le  demi-diamètre  O'A  qu'on  prolongera  d'une  quantité  O'a  égale  à  la 
moitié  de  O'A ,  et  par  le  point  a  on  mènera  une  parallèle  à  la  tangente 
à  la  courbe  au  point  A  ,•  les  intersections  delà  courbe  par  cette  paral- 
lèle seront  les  points  B,  C. 

Ainsi  les  systèmes  de  trois  points  pris  sur  la  conique  sont  définis  par 
la  condition  que  le  centre  des  moyennes  distances  des  trois  points  de 
chaque  système  est  le  centre  défigure  de  la  courbe.  Nous  appellerons 
ces  trois  points,  pour  abréger,  points  conjugués. 

Passons  à  la  démonstration  des  propriétés  des  systèmes  de  trois  points 
conjugués.  Il  nous  suffira,  le  plus  souvent,  de  rappeler  une  propriété 
de  trois  diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde,  pour  en  conclure  immé- 
diatement la  propriété  correspondante  du  système  de  trois  points  con- 
jugués. 

3o.  Le  tétraèdre  formé  par  trois  demi- diamètres  conjugués  est  cons- 
tant ;  donc  l'aire  du  triangle  formé  par  trois  points  conjugués  est  cons- 
tante. 

3i.  Quand  on  a  deux  systèmes  de  demi-diamètres  conjugués,  le 
tétraèdre  construit  sur  un  demi-diamètre  du  premier  système  et  deux 
demi-diamètres  du  second  ,  a  le  même  volume  que  le  tétraèdre  cons- 
truit sur  les  trois  autres  demi-diamètres  ;   donc 

Étant  pris  deux  systèmes  de  trois  points  conjugués ,  l'aire  du  triangle 
formé  par  un  point  du  premier  système  et  deux  points  du  second,  est 
égale,  à  l'aire  du  triangle  jormé  par  les  trois  autres  points. 

52.  La  somme  des  carrés  de  trois  diamètres  conjugués  de  l'ellip- 


4o2  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

solde  csl  constante  ;  or  ici  le  centre  de  l'ellipsoïde  est  indéterminé;  on 

peut  donc  dire   que  : 

Jm  somme  des  carrés  des  rayons  menés  d'un  point  fixe  de  C espace 
h  trois  points  conjugués  est  constante. 

Notre  démonstration  ne  s'applique  ici  qu'à  un  point  pris  au  dehors 
du  plan  de  la  courbe,  puisqu'un  point  pris  dans  son  plan  ne  peut  pas 
être  le  centre  d'un  ellipsoïde  ayant  pour  diamètres  conjugués  les  droites 
menées  de  ce  point  aux  trois  points  conjugués.  Mais  du  cas  général 
d'un  point  pris  dans  l'espace  on  conclut  la  démonstration  pour  le  cas 
d'un  point  pris  dans  le  plan  de  la  courbe.  Car  soient  A ,  B  ,  C  les  trois 
points  conjugués,  et  0  un  point  de  l'espace,  on  aura 

ÔA  +  OB  -h  ÔÏÏ  =  constante. 
Soit  0'  la  projection  du  point  0  sur  le  plan  de  la  courbe  ,  on  aura 

oT  =  ôtr -+-  ô^  ,   ôb  =  ôlF  +  Ws,  \   ôc  =  ôô"'1  +  crc7 

Donc 

5(W-\-  (FX'+  CFB"+  (HT  =  constante; 


d'où 


0"A  +  0"B'  -f-  O'C  =  constante. 


Ainsi  le  théorème  énoncé  est  général,  quelle  que  soit  la  position  du 
point  0. 

35.  La  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  des  extrémi- 
tés de  trois  demi-diamètres  conjugués  sur  un  plan  diamétral ,  est  cons- 
tante; qu'on  prenne  le  plan  diamétral  perpendiculaire  au  plan  de  la 
conique,  on  en  conclut  que 

La  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  de  trois  points 
conjugués  d'une  ellipse  sur  une  droite  fixe  menée  dans  le  plan  de  cette 
courbe  ,  est  constante. 

34.  La  somme  des  carrés  des  trois  faces  au  sommet  du  tétraèdre 
formée  par  trois  demi-diamètres  conjugués  est  constante; 

On  conclut  de  là  ,  que 

Dans  le  tétraèdre  qui  a  pour  sommet  un  point  fixe  de  l'espace  et 
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pour  base  le  triangle  formé  par  trois  points  conjugués  quelconques  , 
la  somme  des  carrés  des  trois  faces  au  sommet  est  constante. 

Et  comme  le  triangle  qui  sert  de  base  au  tétraèdre  a  lui-même  son 
aire  constante,  on  peut  dire  que 

La  somme  des  carrés  des  quatre  faces  du  tétraèdre  est  cons- 
tante. 

55.  La  somme  des  carrés  des  projections  des  trois  faces  au  sommet 
du  tétraèdre  formé  par  trois  demi-diamètres  conjugués,  sur  un  plan 
fixe,   est  constante;  on  conclut  de  là  et  du  théorème  (5o)  que 

Le  tétraèdre  qui  a  pour  sommet  un  point  fixe  de  l'espace ,  et  pour 
base  le  triangle  formé  par  trois  points  conjugués  ,  jouit  de  cette  pro- 
priété que  la  somme  des  carrés  des  projections  de  ses  faces  sur  un  plan 
fixe  est  constante. 

56.  Si  la  projection  est  faite  sur  le  plan  de  la  figure,  on  en  conclura, 
en  ayant  égard  encore  an  théorème  (3o),  que 

Un  point  fixe  pris  dans  le  plan  d'une  conique  étant  le  sommet 
commun  à  trois  triangles  ayant  pour  bases  les  trois  côtés  du  triangle 
formé  par  trois  points  conjugués  quelconques  ,  la  somme  des  cariés 
des  aires  de  ces  tivis  triangles  sera  constante. 

3j.  Les  plans  tangents  à  une  surface  du  second  degré,  aux  extré- 
mités de  trois  demi-diamètres  conjugués,  font  sur  une  droite  diamé- 
trale fixe  trois  segments  dont  la  somme  des  valeurs  inverses  des  carrés 
est  constante. 

Supposons  que  les  extrémités  des  trois  demi-diamètres  conjugués 
soient  toujours  sur  une  même  section  plane  de  la  surface  ;  les  trois 
plans  tangents  passeront  par  un  point  fixe  S,  qui  sera  le  sommet  du 
cône  circonscrit  à  la  surface  suivant  cette  courbe;  ce  point  S,  le  centre 
<)'  de  la  courbe  et  le  centre  0  de  la  surface  sont,  comme  on  sait,  eu 
ligne  droite.  Supposons  que  la  transversale  OD  ,  menée  par  le  centre 
de  la  surface,  soit  parallèle  au  plan  de  la  courbe;  et  par  le  centre  & 
de  celte  courbe,  menons  dans  son  plan  ,  une  seconde  transversale  O'D' 
parallèle  à  cette  première;  un  plan  tangent  à  la  surface,  en  un  des 
points  de  la  courbe,  rencontrera  les  deux  transversales  OD,  O'D'  en 
deux  points  T,  T'  qui  seront  en  ligne  droite  avec  le  point  S  ,  puisque 
ce  plan  tangent  passe  parce  point;  il  s'ensuit  que  les  deux  segments 

OT,  OT'  sont  entre  eux  dans  le  rapport  ^;  c'est-à-dire  que  le  seg- 
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ment  0  T'  est  au  segment  OTdans  une  raison  constante,  quel  que  soit 
le  point  de  la  courbe,  par  lequel  on  a  mené  le  plan  tangent  ;  on  conclut 
donc  du  théorème  énoncé  ci-dessus,  que 

Les  tangentes  à  une  conique,  menées  par  trois  points  conjugués  quel- 
conques, font  sur  une  droite  fixe  menée  par  le  centre  de  la  courbe,  trois 
segments  dont  la  somme  des  valeurs  inverses  des  carrés  est  cons- 
tante. 

58.  Concevons  deux  plans  fixes  menés  par  le  centre  d'une  surface  du 
second  degré,  et  un  système  quelconque  de  trois  demi-diamètres 
conjugués;  que  de  l'extrémité  de  chaque  demi-diamètre  on  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  les  deux  plans  ,  et  qu'on  fasse  leur  produit  ; 
la  somme  des  trois  produits  ainsi  faits  sera  constante,  quel  que  soit  le 
système  des  trois  demi-diamètres  conjugués  (*). 

Supposons  que  les  deux  plans  fixes  soient  perpendiculaires  au  plan 
de  la  courbe  sur  laquelle  s'appuient  les  trois  demi-diamètres  conjugués; 
on  en  conclura  ce  théorème  : 

Etant  menées  dans  le  plan  d'une  conique  deux  droites  fixes,  et 
étant  pris  sur  cette  courbe  trois  points  conjugués  quelconques  ,  si  de 
chacun  de  ces  points  on  abaisse  sur  les  deux  droites  des  perpendicu- 
laires ,  et  qiion  fasse  leur  produit _,  la  somme  des  trois  produits  ainsi 
faits  sera  constante. 

Si  les  deux  droites  fixes  se  confondent,  on  a  le  théorème  (33). 

Nous  n'avons  pas  besoin  de  montrer  l'analogie  qu'il  y  a  entre  les 
diverses  propriétés  des  systèmes  de  trois  points  conjugués  d'une  co- 
nique, que  nous  venons  de  démontrer,  et  les  propriétés  des  systèmes 
de  deux  diamètres  conjugués  :  ces  analogies  sont  évidentes. 

5g.  Les  deux  modes  de  généralisation  que  nous  avons  appliqués 
précédemment  aux  propriétés  des  diamètres  conjugués,  par  voie  de 
projection  et  de  perspective  ,  s'appliquent  aussi  aux  propriétés  de.' 
systèmes  de  trois  points  conjugués. 

Ainsi,  par  exemple,  le  théorème  (5a)  donnera  le  suivant  : 

Etant  données  deux  coniques  dans  un  plan,  si  sur  la  première  o?. 


(  )  J'admets  ce  théorème  comme  connu,  quoiqu'il  n'ait  pas  encore  été  donné; 
je  le  démontrerai  dans  un  autre  moment,  avec  quelques  autres  propriétés  nouvelles 
des  diamètres  conjugués. 
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prend  trois  points  conjugués  quelconques ,  et  que  du  centre  de  la 
seconde  on  mène  des  rayons  à  ces  trois  points ,  la  somme  des  carrés  de 
ces  trois  rayons,  divisés  respectivement  par  les  carrés  des  demi-dia- 
mètres de  la  seconde  conique  compris  sur  ces  rayons,  sera  cotis tante. 

40.  Si  les  deux  coniques  sont  concentriques,  et  que  la  première  soit 
un  cercle  ,  les  trois  points  conjugués  diviseront  la  circonférence  en  trois 
parties  égales,  et  les  trois  rayons  diviseront  l'espace  angulaire  autour 
du  centre  en  trois  parties  égales;  on  a  donc  ce  théorème  : 

Si  par  le  centre  d'une  conique  on  mène  trois  demi-diamètres  divisant 
l'espace  angulaire  en  trois  parties  égales ,  la  somme  des  valeurs  in- 
verses des  carrés  de  ces  trois  demi-diamètres  sera  constante. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  la  généralisation  dont  les  pro- 
priétés des  systèmes  de  trois  points  conjugués  sont  susceptibles,  parce 
que  nous  reviendrons  sur  cet  objet  en  traitant  d'une  manière  générale 
des  propriétés  d'un  système  d'un  nombre  quelconque  de  points,  pris 
d'une  certaine  manière  sur  une  conique. 

4'.  Quatrième  mode  de  généralisation.  Plusieurs  des  propriétés  ex- 
primées pour  les  carrés  des  distances  conviennent  aux  cubes. 

Ainsi ,  la  somme  des  cubes  des  perpendiculaires  abaissées  des  quatre 
extrémités  de  deux  diamètres  conjugués  sur  une  droite  fixe  est  cons- 
tante. 

Cette  observation  s'applique  aussi  à  diverses  propriétés  des  systèmes 
de  trois  points  conjugués  que  nous  venons  de  faire  connaître. 

Mais  je  reviendrai  dans  un  autre  moment  sur  cet  objet  en  traitant, 
d'une  manière  générale,  des  propriétés  de  certains  systèmes  de  points, 
en  nombre  quelconque,  situés  sur  une  section  conique,  où  l'on  aura  à 
considérer  non  pas  seulement  les  carrés  et  les  cubes  des  lignes,  mais 
aussi  des  puissances  plus  élevées. 

42.  Dans  un  autre  article,  nous  appliquerons  aux  propriétés  des  sec- 
tions coniques,  relatives  à  leurs  foyers,  les  quatre  modes  de  généra- 
lisation que  nous  venons  d'appliquer  aux  propriétés  des  diamètres 
conjugués  :  nous  obtiendrons  de  cette  manière  plusieurs  théorèmes 
nouveaux  relatifs  aux  foyers  des  sections  coniques. 
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NOTE 

Sur  la  variation  des  constantes  arbitraires  dans  les  problèmes 
de  Mécanique  ; 

PAn  M.  Aug.   CAUCHY(*}. 


i.  Soient  donuées,  entre  la  variable  t ,  n  fondions  de  t  désignées 
par  oc,  y,  z.  . .,  et  n  autres  fonctions  de  t  désignées  par  u,  v,  w. ..  , 
2n  équations  différentielles  du  premier  ordre  et  de  la  forme 


dx  __  dq 

dt          dû' 

dy  __  dQ 

dt    ~  dv  ' 

dz  dQ 

dt          dw' 

du dQ 

dl            dx' 

dv dQ 

dt~~~      dy' 

dw dQ 

dt            dz 

(0 


Q  représentant  une  fonction  de  x ,  f,  t. . .  ,  ~u,  vf  w. . . ,  t.  On 
pourra  supposer  les  inconnues  -x,y,z...,u,v,w...,  exprimées  en 
fonction  de  t  et  de  2«  constantes  arbitraires  a,  b,  c.  .  .;  et  l'on  aura, 
dans  cette  hypothèse, 

iiQ  __  dQ  dx     ,dQ  dy  dQ  du^ 

da   ~  dx  da  ~T~  dy  da~^~'"~^"dû  dû~*~ '  '  '  ' 


(  )  Cet  article  lait  partie  d'un  très  long  mémoire  sur  la  Mécanique  céleste  qui 
a  été  présenté  à  l'Académie  de  Turin  le  11  octobre  1 83 1  et  dont  on  peut  voir 
un  extrait  dans  le  Bulletin  universel  des  Sciences  de  M.  Férussac. 

(J.  Liocville.  ) 
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par  conséquent 


dQ   _  du   dx  dv  dy 


dx  du 
•    1     7Ï  17,     •' 


da  dt    da  dt    da         "  "  *~  dt   da 

(2)    ^on  trouvera  de  même 

dQ  du  dx  dv  dy  ,    dx  du     . 

db  didb~    Tt  db  ~~ '  ••"*"  It  db  "*" '  "  "  ' 

Si  de  la  seconde  des  e'quations  (2) ,  diffe'rentiée  par  rapport  à  la  quan- 
tité a,  on  retranche  la  première  differentiée  par  rapport  à  b,  on 
obtiendra  la  suivante, 

(5)  T  =  0> 

la  valeur  de  [a,  b~]  étant 

,  .>  r         ,-,    dx  du         dx  du         dy  dv         dy  dv 

V\)  Ln»»J—   TaM~dbdïi~T~7adb~dT>Ta~^  * 

puis,  en  intégrant  l'équation  (5),  on  trouvera 

(5)  [a,  b~\  =  constante. 

Donc,  les  quantités  représentées  par  les  symboles  [a,  b]  ,  [a,  c], .  . . 
[b,  c] , .  . .  seront  indépendantes  de  /.  Observons  d'ailleurs  qu'en 
vertu  de  la  formule  (4),  on  aura  généralement 

[a,  a~\  ss  o,     et     [a,  b]  =  —  \b ,  a]. 

Soient   maintenant 

À  =  a,     B  =  b,      C  =  c,      etc.... 

les  intégrales  générales  des  équations  (1) ,  A,  B,  C ,.  .  .  désignant  des 
fonctions  déterminées  des  seules  variables  xf  jrf  z}... .  u,  v ,  w,.  . .  t. 

52.. 
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Faisons  de  plus 

,  m  _  dk  f^  dA.dKdA.dB  dA  dB 

Kl)  (A>   K;  —  dx  du  du  di~T~    djdv  dv  dy    T"  î  '  ' 

on   aura  encore 

(A,  A)  =  o,       (A,B)  =  -  (B,A). 

D'ailleurs,  si,  dans  l'équation  qui  détermine  x  en  fonction  de  a,  b, 
£,...£,  on  substitue  A,  B,  C,.  . .  au  lieu  de  a,  b,  c ,.  .  .,  on  ob- 
tiendra une  formule  identique,  qui,  différentiée  successivement  par 
rapport  à  x,  y,  z ,...«,.. .  donnera 

,0.         dxdPL  .  dxdB  dxdk      dx.m  „_„,,. 

(g)    ï==Tadï+Tù  *;+•■■>    0==TadJ+TbTj+->  °-e,<--> 

et ,  si  l'on  ajoute  entre  elles  les  valeurs  de  (A  ,  A)  ,  (A ,  B) ,  (A ,  C),... 

,  .    ..  ,  dx      dx       dx 

respectivement   multipliées  par  ^-  ,  j,  ,    —,....   on  trouvera ,  en 

ayant  égard  aux  formules  (8), 

/(A,A)^  +  (A>B)§4.(A,C)|'+...  =  -^; 
)on  trouvera  de  même, 
9     (A,A)£  +  (A,B)f  +<A,C)*+...=  -£, 
V       etc. .  .  . 

Pareillement,  si  l'on  ajoute  eutre  elles  les  valeurs  de  (A,  A),  (A,  B), 

,  .    ,.  ,                  du       du      du 
(A,  C),. .  t   respectivement  multipliées  par  ^  ,    ^,  ^  , on 


(A,A)^+(A,B)^+(A,C,J+...=f; 
on   aura  de  même 

(a(a,£h-(a.b)!+(a,c4;+...=£, 

etc.  .  •  . 
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D'autre  part ,  si  l'on  différentie  successivement  la  première  des  formu- 
les (6)  par  rapport  à  chacune  des  quantités  a,  b ,  c,...  en  considérant 

x,  y,z,...u,  v,  w, comme  des  fonctions  de    a,  b,c,...i, 

on  en  tirera 

,i  dkdx   ,  dk  dr  ,  ,  dkdu  dk  dx  dkdx 

('01-     Ta+TrTa^-  -+dZda+ "'*  °=  dx Tb  +->  °=  Txdi+ •- 
etc. 

Cela  posé,  si  l'on  combine  par  voie  d'addition  les  formules  (g)  et  (10), 
après   avoir   multiplié  respectivement  les   formules  (9)    par  —  -j-  , 
dv  dw  .  ,       e  1       /      \  dx      dr      dz 

~Ta>  -^,- ••  et  les  formules  (.0)  par  a,  £,  Ja>. . .  ,  on  trou- 
vera,  en  ayant  égard  à  la  première  des  équations  (1 1)  , 

,(A,A)[«,a]  4-  (A,B)[«,  6]  +  (A,C)[a,c]  +  ...=  1; 
ion  aura  de  même, 
(12)  /(A,  A)  [6,  a]  +  (A,B)[b,b]  +  (A,C)[b,c]  +...=  0, 
|(A,A)[c,«]  H-  (A,B)[C,  i]  +  (A,C)[c,c]  +...=  0, 
etc. 

Les  équations  (12)  suffisent  pour  déterminer  les  valeurs  des  quantités 
(A,  B) ,  (A  ,  C)  ,  etc.. .,  quand  on  connaît  celles  des  quantités  cons- 
tantes [a,  &],  [a,  c], ..,[&,  c].  Des  équations  semblables  détermiueiont 
les  valeurs  de  (B,  A),  (B,  C),...  etc..  Donc  les  quantités  (A,B), 
(A,  C),...(B,  C),  etc..  sont  elles-mêmes  constantes,  et  ne  dépendent 
pas  de  la  variable  t. 

Il  est  bon  d'observer  que,  si,  dans  les  équations  (6)  différentiées 
par  rapport  à  t ,  on  substitue  les  valeurs  de  -^,  4-,  •  ■  •  ~r  >■  •  ■  tirées 
des  équations  (1),  les  formules  ainsi  obtenues ,  savoir, 

t\ù)  O  —  dxdu-l-dydv  T  •••■        du  dx~'"'°—dxdu~l~'"~  dudz~—"" 
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auront  pour  seconds  membres  des  fonctions  identiquement  nulles  de 
oc,  y,  z,  u,  v,  w,.,..t.  Car,  s'il  en  était  autrement,  il  existerait  entre 
les  valeurs  générales  de  oc, y,  z,...u,  v,  w,....t,  et  par  conséquent 
aussi  entre  les  valeurs  initiales  de  oc, y,  z  ,....u,  v  ,  w ,....  correspon- 
dantes à  /  — o,  des  équations  qui  ne  renfermeraient  aucune  constante 
arbitraire;  ce  qui  est  absurde,  puisque  ces  valeurs  initiales  peuvent 
être  choisies  arbitrairement. 

Supposons  maintenant   qu'il  s'agisse  d'intégrer  non  plus  les  équa- 
tions (  j  ) ,  mais  les  suivantes  : 

rdx dq      dK      dj dQ_i_d^,      «k ^Q_l.!^ 

\dt         diï~*~îfo'     dt         7h~T~dï'      Il        dw^dw*     ■"' 

]——  _</l- d[{    dv  —  _^9 ^  dw _^9 — 

\dt~     dl~~dx''dl~     dj-     dj'  ~dï~     Tz      d7'         ' 

on  pourra  supposer  encore  les  valeurs  de  oc,  y,  z,....u,  v,  u,... 
déterminées  parles  équations  (G),  pourvu  que  l'on  y  considère  a,  b,  c, ... 
comme  devenant  fonctions  de  t.  Alors,  si,  dans  la  première  des  équa- 
tions (6),   différentiée  par  rapport  à  t,  on  substitue  les  valeurs  de 

—  ,  -y-  , j- ,....  tirées  des  équations  (14),  si  d'ailleurs  on  a  égard 

à  la  première  des  formules  (i3),  qui  subsiste,  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  oc, y,  z,...u,   v,  w,...t,  on  trouvera 

r    ..  da  d\  dK         dk  dK  _^rfR_ 

dt       Tx  dTi  "r"  dj  dv  ~t~ •  •  •      du  Tx      '"' 

Enfin,  si,  après  avoir  exprimé  R  en  fonction  de  a,  b,  c,...t,  on  y 
substitue,  au  lieu  de  a,  b,  c,...  les  fonctions  de  oc, y,  z,...u,  v,  w,..J 
représentées  par  A,  B,  C,...,  on  retrouvera  identiquement  la  pre- 
mière valeur  de  R;  et  l'on  aura  ,  par  suite, 

(  f\\  dR_dRdk       dRdVi  dK_dRdk       dKdB 

(      }  dx~da  dx~*~ db  dôT*""'.'  dj--~da~  dj~T~db~dJ~T~  ">et.c"> 

du  —  daTi"^ '   etC' 
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Cela  posé,  la  formule  (i5)  donnera 


-7-  =  (A ,  B)  -Tf  +  ( A ,  C)  j-  +  .  . .  j  ou  trouvera  de  même 


<fa        ,.      ri.d&    .    ,k      „x  dl\ 


etc. . . 

Telles  sont   les   équations  différentielles  qui  devront  servir  à  déter- 
miner a,    b,    c,...    en  fonction   de    t.    Les   coefficients  de 

dl\      dK  ,  ,  .,       ,     , 

-y- ,  -jt  )  etc., dans  ces  équations,   seront,  d  après  les  remarques 

précédemment  faites,  des  fonctions  des  seules  quantités  a,  b,  c , .  .  .  ; 
et  la  variable  t  n'y  entrera  pas  d'une  manière  explicite. 


application  à  la  Mécanique  céleste. 

2.  Soient  £i\  la  masse  du  Soleil,  m,  m ',  m". .  .  les  masses  des  pla- 
nètes: prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  du  Soleil,  et 
soient 

x  ,  y ,  z ,     x ,  y ,   z  , .  . . 

les  coordonnées  des  planètes  dans  leurs  mouvements  relatifs  autour 
de  cet  astre.  En  choisissant  convenablement  l'unité  de  niasse,  dé- 
signant par  u,  v,  w  les  vitesses  de  m  mesurées  parallèlement  aux 
axes  des  x ,  y,  z,  et  faisant  pour  abréger 

m  =  m  +  "i , 

r  =  (x'  -\-y*  +  s1). ,     r'  =  (.r"  +  y"  -f-  â'*)î ,  etc. , 

*  =  [(*  -  *y  +  (r — fr  4-  (z  -  O'J^ , 
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on  trouvera  pour  les  équations  différentielles  du  mouvement  de  m , 


dx 

di   =  *> 

i  =  v> 

dz 

dl 

du              Mar       dR 

dt  ~~          F*        35' 

dv Mj       dK 

dt                ri         dy  ' 

d-w 
~dî 

Mz       dK 
~  ~      dl' 

Pour  déduire  ces  dernières  formules  des  équations  (14)  du  numéro 
précédent,  il  suffira  de  prendre 

.-.  u*  +  k7  4-  w*        M 

^-  ~—  2  r 

et  d'admettre  que  R  est  fouction  seulement  dex,/,ï,  x' ' ,  f ',  z',... 
Ainsi  la  théorie  générale  exposée  ci-dessus  s'applique  sans  difficulté 
aux  équations  différentielles  du  mouvement  des  planètes. 
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Sur  quelques  Propriétés  générales  des  Surfaces  gauches  ; 
Par  M.  CHASLES. 


Théorème.  Tout  plan  mené  par  une  génératrice  dune  surface 
gauche  touche  la  surface  en  un  point ,  et  lui  est  normal  en  un 
autre  point  ; 

Ces  deux  points  ont  e?itre  eux  la  relation  suivante  : 

Le  produit  de  leurs  distances  à  un  certain  point  fixe  ,  situé  sur  la 
génératrice  ,  est  constant. 

Tout  plan  mené  par  une  génératrice  coupe  la  surface  suivant  une 
courbe;  et  le  point  où  celte  courbe  renconlre  la  génératrice  est  le 
point  de  contact  du  plan  et  de  la  surface.  Pour  déterminer  le  point 
où  le  plan  est  normal  à  la  surface,  il  faut  mener,  par  la  môme  géné- 
ratrice, un  second  plan  qui  soit  perpendiculaire  au  premier,  et  prendre 
le  point  où  ce  second  plan  touchera  la  surface;  ce  sera  le  point  où  le 
premier  plan  lui  sera  normal.  Nous  aurions  donc  pu  énoncer  le  théo- 
rème de  cette  manière  : 

Étant  menés,  par  une  même  génératrice  dune  surface  gauche,  deux 
plans  rectangulaires  ,  les  points  où  ces  deux  plans  touchent  la  surface 
auront  entre  eux  cette  relation ,  que,  le  produit  de  leurs  dislances  à 
un  certain  point  fixe ,  situé  sur  la  génératrice ,  sera  constant. 

On  peut  mener  dune  infinité  de  manières  un  hypcrboloïde  à  une 
nappe  tangent  à  une  surface  gauche  suivant  toute  l'étendue  d'une  gé- 
nératrice; tout  plan  mené  par  la  génératrice  touchera  la  surface  et 
l'hyperboloïde  au  même  point;  il  suffit  donc  de  démontrer  le  théo- 
rème pour  un  hyperboloïde. 

Concevons  trois  systèmes  de  deux  plans  rectangulaires  menés  par 
une  génératrice  D  d'un  hypcrboloïde.  Soient  A,  A'  les  plans  du  pre- 
mier système,  B,   B'  ceux  du  second,   et  C .   C  ceux  du  troisième. 
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Ces  six  plans  donnent  lieu  à  la  relation  d'involutîon  entre  les  sinus  de 
leurs  inclinaisons  mutuelles  ;   c'est-à-dire  qu'on  a 

sin  C,  A .  sinC,  A'  s'm  C,  B  .  sin  C,  B' 

siuC,  A  .sinC,  A'  "~    sin  C,  B  .  sinC,  B'" 

Cetle  équation  se  vérifie  aisément;  car  les  angles  qui  y  entrent  sont 

égaux,  deux  à  deux.  Ainsi,  par  exemple,  l'angle  C,  A  est  égal  à  l'angle 

C,  A',  puisque  les  deux  plans  C,  A'  sont  perpendiculaires,  respective- 
ment, aux  deux  plans  C,  A.  Il  s'ensuit  que  les  facteurs  des  numéra- 
teurs sont  égaux ,  un  à  un,  aux  facteurs  des  dénominateurs ,  et  qu'ainsi 
l'équation  est  vérifiée. 

Cette  équation  est  une  de  celles  qui  subsistent  quand  on  y  remplace 
les  sinus  des  inclinaisons  des  plans  par  les  segments  que  ces  plans  font 
sur  une  transversale  quelconque.  Soit  donc  une  transversale  menée 
arbitrairement  dans  l'espace,  et  soient  a,  a,  b,  b',  c,  c'  les  points  où 
les  rix  plans  A,  A',  B,  B',  C,  C  la  rencontrent;  on  aura  entre  ces 
points  la  relation 

ca.ra  cb.cb' 

c'a. c'a  cb.cb' 

Supposons  que  la  transversale  soit  une  génératrices  D'  de  l'hyperbo- 
loïde,  et  soient  a.,  a',  £,  £',  y,  y'  les  points  où  les  six  plans  sont 
tangents  à  l'hyperboloïde  ;  alors  les  six  droites  aa,  a'a,  Qb ,  Ç'b',yc, 
y'c'  seront  six  génératrices  du  second  mode  de  génération  de  l'hyper- 
boloïde. 

Considérons  le  quadrilatère  formé  par  les  quatre  génératrices  D,  D', 
yc  ,  y'c',  dont  les  sommets,  pris  consécutivement,  sont  y,  c ,  c',  y'. 
On  .-ait  que  pour  une  génératrice  quelconque  qui  s'appuie  en  fi  et  m 
sur  les  deux  côtés  opposés  yy',  ce',  on  a  la  relation  constante 

~  =  k.%, 
me  f-y 

où  A-  est  une  constante  (*). 

(*)  J'ai  démontré  ce  théorème  dans  !e  tome  II  delà  Correspondance  sur  l'École 
Polytechnique ,  p.  ^6.  Depuis  il  a  été  reproduit  dans  plusieurs  traités  de  Géomé- 
trie descriptive. 
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Prenant  successivement,  pour  la  génératrice  fun,  les  quatre  droites 
eta,  a' a,  £b ,  £'b',  on  aura 

ac  ,      Ay  a  c  ,     a  y 

ac'  '  ay   '        de'  a! y    ' 

bc  ,       Cy  b'c  _     ,      C'y 

ï    ;    —    ti  •  s-/  t         TJ    }    —    ti     ~p — ,  * 
bc  fcy   '        b  c  G  7 

D'après  ces  relations ,  l'équation  ci-dessus  devient  celle-ci  : 


et,  a',  € ,  6',  y,  y'  sont  les  points  de  contact  des  six  plans  A  ,  A',  B, 
B',  C  ,  C  avec  l'hyperboloïde,  et  par  conséquent  avec  la  surface  gau- 
che. Et  si  l'on  ne  considère  que  les  trois  plans  A,  B,  C  qui  sont  menés 
arbitrairement  par  la  génératrice  D,  nous  dirons  que  et,  € ,  y  sont  les 
points  où  ils  touchent  la  surface,  et  et',  C',  y'  les  points  où  ils  lui 
sont  normaux.  L'équation  ci-dessus  exprime  donc  une  propriété  gé- 
nérale de  la  surface,  relative  aux  trois  plans  A,  B,  C.  Cette  équation 
est  celle  qu'on  appelle  involution  de  six  points  ;  nous  pouvons  doue 
dire  que 

Si  l'on  mène  trois  plans  quelconques  par  une  génératrice  d'une  sur- 
face gauche ,  les  trois  points  où  ils  seront  tangents  a  la  surface,  et  les 
trois  points  où  ils  lui  seront  normaux  seront  six  points  en  involution. 

Maintenant  supposons  que  le  plan  C  soit  mené  parallèlement  à 
la  génératrice  de  la  surface  qui  est  infiniment  voisine  de  la  gé- 
nératrice D;  alors  le  point  de  contact  du  plan  C  avec  la  surface  sera 
à  l'infini  ;  ou ,  en  d'autres  termes ,  la  courbe  d'intersection  de  la  sur- 
face par  le  plan  C  ne  rencontrera  la  génératrice  D  qu  à  l'infini, 
puisque  ce  plan  rencontre  la  génératrice  infiniment  voisine  al  infini. 
Ainsi  le  point  y  est  à  l'infini ,  et  l'équation  ci-dessus  se  réduit  à 

y' a.  .  y  a!  =  y'ë  .  y'C. 

Donc  le  produit  des  distances  des  deux  points  a,  a'  au  point  y'  est 
égal  au  produit  des  distances  des  deux  points  S,  C  au  même  point  y  . 

Ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Observations.  Le  point  y  est,  comme  on  voit,  celui  où  le  plan 
mené  par  la  génératrice  D,  parallèlement  à  la  génératrice  infiniment 
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voisine,  est  normal  a  la  surface.  Appelons  0  ce  point,  au  lieu  de  y. 
Ce  point  0  jouit  de  quelques  propriétés  géométriques. 

Pour  déterminer  ce  point,  il  faut  concevoir  le  plan  mené  par  la  gé- 
nératrice D  parallèlement  à  la  génératrice  infiniment  voisine  D',  et 
mener  par  la  droite  D  un  second  plan  perpendiculaire  à  ce  premier; 
puis  chercher  le  point  où  ce  second  plan  touchera  la  surface  :  ce  point 
de  contact  sera  le  point  0.  Or  le  second  plan  passera  par  la  droite  qui 
mesure  la  plus  courte  distance  des  deux  génératrices  D,  D'.  Cette 
droite,  qui  est  infiniment  petite,  est  située  sur  la  surface  ;  le  point  où 
elle  s'appuie  sur  la  génératrice  D  est  donc  le  point  de  contact  du  second 
plan  avec  la  surface.  C'est  donc  le  point  0. 

Ainsi,  le  point  0  est  le  point  où  la  droite  qui  mesure  la  plus  courte 
distance  entre  la  génératrice  D  et  la  génératrice  infiniment  voisine  , 
s'appuie  sur  la  première. 

Que  par  tous  les  points  de  la  génératrice  D  on  mène  des  plans  per- 
pendiculaires à  cette  droite,  et  des  tangentes  aux  courbes  d'intersec- 
tion de  la  surface  par  ces  plans;  ces  tangentes  s'appuieront  sur  la 
génératrice  infiniment  voisine  D',  et  formeront  un  paraboloïde  hyper- 
bolique tangent  à  la  surface  suivant  la  génératrice  D. 

Le  sommet  de  ce  paraboloïde  est  le  point  0. 

En  effet,  ce  qui  caractérise  le  sommet  d'un  paraboloïde,  c'est  que 
le  plan  tangent  en  ce  point  est  perpendiculaire  aux  deux  plans  direc- 
teurs du  paraboloïde  (*).  Or  le  premier  plan  directeur  du  paraboloïde 
eA  perpendiculaire  à  la  génératrice  D  ;  le  plan  tangent  en  0  lui  est  donc 
perpendiculaire.  Le  second  plan  directeur  est  parallèle  aux  deux  gé- 
nératrices D,  D';  et,  par  conséquent,  perpendiculaire  à  la  droite  qui 
mesure  la  plus  courte  distance  de  ces  deux  génératrices;  donc  le  plan 
tangent  enO,  qui  passe  par  cette  droite,  est  perpendiculaire  à  ce  second 
plan  directeur.   Donc  le  point  0  est  le  sommet  du  paraboloïde. 

Maintenant  supposons  que  le  paraboloïde  tourne  autour  de  la  géné- 
ratrice D,  et  fasse  un  quart  de  conversion  ;  ses  génératrices  qui  étaient 
perpendiculaires  à  la  droite  D  lui  seront  restées  perpendiculaires  et 


(*)  Les  plans  directeurs  il'uu  paraboloïde  sont  les  deux  plans  auxquels  les  gé- 
nératrices des  deux  modes  de  génération  du  paraboloïde  sont  respectivement 
parallèles. 
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seront  devenues  normales  à  la  surface,  puisqu'elles  étaient  situées  au- 
paravant dans  ses  plans  tangents.  On  conclut  de  là  que 

Les  normales  à  une  snrja.ee  gauche,  menées  par  les  différents  points 
d'une  de  ses  génératrices ,  forment  un  paraboloide  qui  a  son  sommet 
au  point  0  déterminé  ci-dessus. 

De  ces  considérations  résulte  la  construction  suivante  du  point  0  : 

Qu'en  trois  points  de  la  génératrice  D  on  mène  les  normales  à  la 
surface;  qu'on  cherche  une  droite  qui  s'appuie  sur  ces  trois  normales, 
et  qu'on  mène  la  droite  qui  mesure  la  plus  courte  distance  entre  cette 
droite  et  la  génératrice  D;  le  point  où  cette  plus  courte  distance  s'ap- 
puiera sur  la  génératrice  D  sera  le  point  0. 

Enfin  ,  l'équation 

Oa.Oa'  =  0£.0ê' 

donne  un  autre  moyen  pour  construire  le  point  0;  car  les  points  a,  a  , 
£ ,  C  étant  connus  ,  cette  équation  fait  connaître  le  point  0. 

Sur  chaque  génératrice  d'une  surface  gauche  il  existe  un  pareil 
point  0,  qu'on  peut  définir  aussi  comme  étant  le  somme*  du  para- 
boloide normal  à  la  surface  suivant  la  génératrice.  Tous  ces  points 
forment  sur  la  surface  une  ligne  courbe  qui  jouit  de  diverses  pro- 
priétés que  nous  examinerons  dans  un  autre  article.  Nous  nous  bor- 
nerons à  dire  ici  que  ,  sur  un  paraboloide,  cette  courbe  est  l'ensemble 
de  deux  paraboles  qui  ont  pour  axe  commun  celui  du  paraboloide. 
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TROISIÈME  MÉMOIRE 

Sur  le  développement  des  fonctions  ou  parties  de  fondions 
en  séries  dont  les  divers  termes  sont  assujétis  a  satisfaire  à 
une  même  équation  différentielle  du  second  ordre,  conte- 
nant un  paramètre  variable  ; 

Par  J.  LIOUVILLE  (*). 

(Présenté  à  l'Académie  des  Scieuces.  —  Août  1837.) 


I. 

1.  Dans  ce   troisième  mémoire,  comme  dans  les  deux  précédents, 
je  considère  les  fonctions  V  qui  satisfont  à  l'équation  différentielle 

(-)         —d~  +  {ër-i)y  =  o, 

et  aux  conditions  définies 

(2)  2 ^V  =  o     pour  x  =  x  , 

(5)  -7-  4-  HV  =  o     pour  x  =  X  : 

x  est  une  variable  réelle  qui  peut  croître  depuis  x  jusqu'à  X  :  h,  H 
sont  deux  coefficients  positifs,  et  g,  k,  l  trois  fonctions  positives 
de  x.  Pour  que  les  équations  (1),  (2),  (3)  aient  lieu  en  même 
temps,  il  faut  que  le  paramètre  r  soit  choisi  parmi  les  racines  (réelles 
et  positives)  r, ,  r.,  r3,....    d'une   certaine  équation    transcendante 


(*)  Voyez  le  tome  I"  de  ce  Journal ,  page  253  et  le  tome  II ,  page  16. 


(4) 
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n  veut  démûntr 

V  Ç*gVf{x)dx 


&r(r)  =  o.  Cela  posé,  on  veut  démontrer  la  convergence  et  trouver 
la  somme  de  la  série 


/> 


àx 


dans  laquelle  le  signe  2  s'applique  aux  valeurs  de  /•  dont  il  vient 
d'être  question  et  où  f{x)  représente  une  fonction  réelle  (*)de<r. 
Cette  fonction  f{x)  est  arbitraire  :  elle  peut  changer  de  forme  ou 
d'expression  analytique  dans  l'étendue  des  valeurs  de  la  variable; 
mais  nous  supposerons  eu  général  que  pour  chaque  valeur  déter- 
minée de  x  elle  prend  une  valeur  unique  et  déterminée,  et  que,  de 
plus,  elle  croît  infiniment  peu  lorsque  la  variable  x  elle-même  subit 
un  accroissement  infiniment  petit.  J'ai  démontré  le  premier  la  con- 
vergence de  la  série  (/(),  dans  un  mémoire  imprimé  à  la  page  16  de 
ce  volume  ;  mais  l'analyse  dont  j'ai  fait  usage  alors,  quoique  simple 
et  élégante,  n'est  pas  encore  assez  générale.  Eu  effet,  elle  exige  que 
les  dérivées  premières  et  secondes  des  fonctions  g,  h,  f(z)  ne  de- 
viennent jamais  infinies  lorsque  x  croît  de  x  à  X ,  et  que,  de  plus, 
f(x)  vérifie  les  deux  conditions  suivantes  : 

ÎJ ,      —  h  f(x)  =  o     pour  x  =  x  , 
ll£l+Hf(œ)  =  o     pom-x  =  X. 

Je  me  propose  ici  de  faire  disparaître,  autant  qu'il  me  sera  pos- 
sible, ces  restrictions  diverses,  et  surtout  celles  relatives  à  la  fonc- 
tion f(x).  Il  me  suffira,  pour  cela,  de  modifier  un  peu  la  méthode 
dont  je  me  suis  servi  précédemment,  ce  qui ,  je  dois  l'avouer,  en  al- 
térera l'élégance.  Mais  la  démonstration  nouvelle  qui  résultera  de  ce 
changement  sera  aussi  rigoureuse  que  l'ancienne  et  beaucoup  plus 
complète.  En  l'exposant  j'admettrai ,  pour  plus  de  simplicité,  que 
des  deux  nombres  h,   H  aucun  n'est  infini. 

(*)  Si  la  fonction  /(.r)  était  imaginaire  et  de  la  forme  f,{x)  +  l/-^~ï/a(.r} , 
on  de'composait  la  série  (4)  en  deux  autres  séries  semblables  ,  relatives  aux  deux 
autres  fonctions  réelles  f,{x),fi{x). 
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2.  Il  faut  d'abord,  comme  dans  mon  second  mémoire,  changer 
de  variable  indépendante  et  remplacer  la  fonction  V  par  une  autre 
fonction  U.  Posons 

z=fxx/l.dx,    6=-'-,     V  =  6U,     r=F»; 

l'équation  (i)   deviendra 

(6)  ^  +  />*U  =  AU, 
?.  représentant  la  quantité 

8  y/gk  \   V  s  àz        dz  v  »      dz) 

Quant  aux   équations  (5),  (4),   si  on  leur  applique  les  mêmes  trans- 
formations, elles  prendront  la  forme 

(7)  -j ïi'U  =  o     pour  z  =  o  , 

(8)  ^  -f-H'U  =  o     pour  =  =  Z, 

Z  étant  la   valeur  de  z  qui    répond    à    x  =  X  :    h',   H'  désignent 
deux  constantes  différentes  de  h  ,  H  ,  et  qui  ne  sont  pas  assujéties  , 
comme  ces  dernières,  à  la  condition  detre  positives. 
On  aura  en  même  temps,   par  un  calcul  très  simple, 

En  faisant 

/(xVi*  =  ff>}  , 
on   aura  aussi 

/sxgV/(xyx=/ozuf(c)^. 

Représentons  par  #T  le  terme  général  de  la  série  (A)  :  cette  série  sera 
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exprimée  par  Ô2T,  et  la  valeur  de  T  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

uT    U((z)dz 


(9)  T  = 


fi-'-V  d: 

J  o 


f 


que  nous  lui  attribuerons  désormais  exclusivement.  Nous  considére- 
rons, dans  les  numéros  qui  suivent,  les  termes  de  la  série  2T  qui  ré- 
pondent à  des  valeurs  de  f  très  grandes ,  et  nous  démontrerons  la 
convergence  de  cette  série ,  quelle  que  soit  la  fonction  f{x).  Pour 
1  exactitude  de  nos   raisonnements,  il  suffira  que  la  valeur  absolue 

y/A"  de  la  fonction  A   soit  tellement   composée  en  z   que  l'intégrale 

z .  .... 

\/K*.dz  ait  une  valeur  finie  et  puisse  être  regardée  comme  équi- 
valente à  la  somme  de  ses  éléments.  Cette  condition  est  remplie, 
dans  certains  cas,  même  par  une  fonction  A  qui  devient  infinie  pour 
une  ou  plusieurs  valeurs  de  z  comprises  entre  o  et  Z.  Quand  la  con- 
vergence de  la  série  (4)  aura  été  ainsi  démontrée  ,  on  pourra  conclure 
de  la  méthode  développée  dans  mon  premier  mémoire ,  que  la 
somme  de  cette  série  est  f(oc)  depuis  jc=x  jusqu'à  x  =  X.  Pour 
l'exactitude  de  l'équation  f(x)  =  Q2T  ,  il  n'est  pas  du  tout  néces- 
saire que  la  fonction  f[pc)  satisfasse  aux  conditions  (5)  :  ces  con- 
ditions, que  j'ai  imposées  mal  à  propos  à  la  fonction  y  (x)  dans 
mes  deux  premiers  mémoires ,  sont  inutiles  et  doivent  être  abso- 
lument mises  de  côté. 

II. 

5.  Désiguons,  comme  dans  mon  second  mémoire,  par  A',  U', 
ce  que  deviennent  A  et  U  lorsqu'on  y  remplace  z  par  z1  :  nous 
tirerons  de  l'équation  (6)  l'équation  nouvelle 

(io)     U  =  cos  fz  +  ï^  +  -f*  A'X}'s\n?{z  —  z')dz' , 

qui  a  été  donnée  déjà  à  la  page  24  de  ce  volume.  Cette  valeur 
de  U  satisfait  àJ  la  fois  à  l'équation  indéfinie  (6)  et  à  la  condition  dé- 
finie (7)  :  elle  suppose  que  l'on  ait  pris  pour"  unité  la  valeur  arbi- 
traire de  U  relative  à  z=  o.  On  peut  s'en  servir  pour  trouver  une 
limite    supérieure  de   la  plus    grande  valeur    abolue    que  U   puisse 

Tome  II.  —      Kovemlbe  i83;.  54 
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prendre  lorsque  z  croit  de  o  à  Z.  Soit  en  effet  Q  cette  valeur  maxima. 
Si  la  quantité   V^*  est  telle  que  l'intégrale  Ç    V '  >*.dz  puisse  être 

regardée  comme  équivalente  à   la   somme  de  ses   éléments  ,    il   en 
sera  de   même  à  fortiori  de  l'i  ntégrale 

/     A'U'sin  p(z  —  z')dz'  : 

la  valeur  de  cette  dernière  intégrale  augmentera  donc  en  remplaçant 
A'  par  y/y*,   U'  par  Q ,  sin  p(z  —  z')  par  l'unité  et  z  par  Z  :  d'un 

autre  côté  ,  le  maximum  de  cos  pz  ^ est  \J  i  -f-  (— J  :  donc 

le  second  membre  de  l'équation  (10)  est  constamment  plus  petit  que 


vA  +  O*  +  ?/>-*• 

et   comme,   d'un  autre  côté,  il    peut  devenir  égal  àQ,  cela  exige 
que  l'on  ait 

Ainsi  ,   pour  des  valeurs  de   f  supérieures  à   /      s/x^.dz,  il  vient 


Q< 


ÏL'ï?. 


dz 


On  peut  donc  trouver  une  limite  indépendante  de  p  au-dessous  de 
laquelle  Q  et  U  tomberont  toujours ,  pour  des  valeurs  de  p  de  plus 
en  plus  grandes  :  afin  de  mieux  préciser  cette  limite,  nous  dirons 
que  l'on  a  par  exemple  U  <  2  lorsque  le  paramètre  p  est  suffisam- 
ment grand.  Ce  théorème  a  été  démontré ,  mais  d'une  manière  moins 
générale  ,  dans  mon  second  mémoire. 

III 

A.   En  différenciant  l'équation  (10)    par  rapport    à   z ,  on    obtient 
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la  valeur   de   -r-  :  il  est  aisé  d'en  déduire  ensuite  celle  de  -f    -+-   H'U 

dz  az 

relative  z  =  Z,  et  par  conséquent  de  former,  d'après  la  condition  (8), 
l'équation  dont  les  valeurs  de  f  dépendent.  En  posant ,  comme  dans 
le  mémoire  déjà  cité  , 

P  =  h'  +  H'  4-  /oZA'U'(cosp3'  -S^ii')*,', 
F  =  M  +  f\>\J>  (£=^  +  sin  fz')dz', 

cette  équation  sera 

(„)  taug  fZ  =   — p. 

D'après  la  composition  des  fonctions  P  et  P',  on  voit  que  pour 
de  grandes  valeurs  de  p  elles  ne  peuvent  jamais  dépasser  un  cer- 
tain maximum  absolu  indépendant  de  ce  paramètre  et  facile  à  cal- 
culer :  en  se  rappelant  que  l'on  a  U  <  2,  on  trouve  en  effet 

P  <  v/(A'  +  H')»  +  2\/.  +  (y)"  .foZ  S/V.dz  , 

d'où  résulte 

P  <  \/{h'  -\-  H')'  +  2  s/a    Ç^yjT'.dz, 

P'  <  i  +  a\/â    f    \/Â*.  <fe, 

dès  que  le  paramètre  p  a  une  valeur  numérique  supérieure  à  celle  des 
deux  quantités  H',  Wh!  :  il  est  inutile  d'avertir  que  dans  ces  inégalités 
les   radicaux  sont  tous  pris  positivement. 

On  trouvera  de  même  une  limite  indépendante  de   p   pour  les 

,  , ,  .    ,     éBf    dF    n  ,         ... 

deux  dérivées  -^- ,  -j~.  On  peut  conclure  de    la  que  pour  des  va- 

54-. 
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leurs  de  p  très  grandes,  le  second  membre  de  l'e'quation  (11)  et  sa 
dérivée  prise  par  rapport  à  deviennent  de  très  petits  nombres. 
5.  Maintenant  mettons  l'équation  (n)   sous  la  forme 

(12)  tangpZ  —  —  p  =  o. 

Désignons  par  n  un  nombre  entier  très  grand  et  substituons  au  lieu 
de  p  les  deux  quantités 

lz(n7r-d>    i(n7r+d 

dans  la   fonction 

tangpZ  —  — ^  : 

par  ces  substitutions ,  le  terme  tang  pZ  deviendra  successivement 
—  1  ,  -f-  1  :  le  second  terme  au  contraire  sera  très  petit.  Donc,  la 
fonction  dont  il  s'agit  (fonction  qui  reste  évidemment  continue  entre 
les  limites  citées)  passera  du  négatif  au  positif,  d'où  l'on  doit  con- 
clure que  entre  les  limites 


i(«7T_p,         2('"r  +  l)' 


il  existe  une  racine  de  l'équation  (12)  ou  de  l'équation  (11).  Je  dis 
de  plus  qu'il  n'y  en  a  qu'une;  car,  dans  le  cas  contraire,  il  faudrait 
que  la  dérivée  prise  par  rapport  à  p  de  la  fonction 

tang  pZ  —  ^-p, 

put  deveuir  égale  à  zéro  entre  ces  limites ,  ce  qui  n'est  pas ,  puis- 
que lorsque   pZ  varie  depuis  mr  —  7  jusqu'à  ivn-\--n  la  dérivée  de 

p 
tang  fZ  est  toujours  >  Z  ,  tandis  que  celle  de  — -pï  est  très  petite. 

Il  y  a  de   même  une  seule  racine  entre 

iQn+O^r-^]     et     ifti#  »£+jj'J. 
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entre 

£[(„  +  2)*_*]     et     ï[(„  + *)*+*],  etc. 

Mais  il  n'en  existe  aucune  entre 

J(wr+J)     et     I[(h  +  r>—|], 
entre 

gQ"*  0*+|]     et     ^  [(rc  +2)  —  ï] ,  etc. , 

comme  on  peut  s'en  assurer   en  observant   que,    pour  les   valeurs 
de  p   comprises  dans  chacun  de  ces  intervalles,  on  a  tang'pZ>i. 
6.  La  racine  p  comprise  entre 

i  (**-$)  et  K'^+i) 

s'obtient  du  reste  sans  difficulté'  puisque  l'équation  (1 1)  résolue  donne 

p 
pZ  =  titt  ■+-  arc  tang     -,  : 


en  remplaçant  arc  tang 5;  par 57  ou  par  - ,    et   ensuite   p  par 

y  dans  la  fraction  -  ,  on  aura  une  expression  de  p  très  approchée.  On 
voit  par  là   que  la   valeur  de  p  est  de  la  forme 

/    ~\  mt  B„ 

(*3)  ,  =  _+_, 

B„  étant  une  fonction  de  n  dont  la  valeur  absolue  restera  toujours 
inférieure  à  une  certaine  limite,  indépendante  de  n  ,  que  l'on 
pourrait  assigner. 

7.  Les  racines  qui  viennent  après  celles-là  par  ordre  de  gran- 
deur s'en  déduiront  en  augmentant  successivement  le  nombre  n  d'une 
unité.  En  les  élevant  au  carré,  on  obtiendra  les  valeurs  correspon- 
dantes du  paramètre  r  :  on  pourrait  même  démontrer  que  la  («+i)""' 
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des  racines   r,,ra,   etc.,  est  précisément  exprimée  par 

c'est  ce  que  j'ai  fait  voir  à  la  page  5o  de  ce  volume  et  ce  sur  quoi 
il  est  inutile  d'insister  ici.  Il  suffit  d'observer  que  la  partie  princi- 
pale des  racines  p  fournies  par  la  formule 

mr      .      B- 

f  =  T  +  - 
croit  proportionnellement  au  nombre  n. 

Dans  la  suite  de  ce  mémoire  ,   nous   désignerons  par  la  caracté- 
ristique ■*"  (et  aussi  par  "*"',  <t",  i''",. .  .)  toute  fonction  de  n  qui  ne 

dépassera  jamais  un  certain  ma ximum  absolu  N  :  -  sera  par  exemple  une 
de  ces  fonctions ,  d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  les  séries  ayant 
pour  terme  général  —  ou  —  sont  convergentes ,  puisqu'en  rem- 
plaçant   f  par  «(-)  elle  se  ramènent  à  la  forme  2  j  — !. 

IV. 
8.  Considérons  les  deux  intégrales 

(i4)  j'  f(s)sin  (>zdz,       J     f  (z)  cos  fzdz , 

f  (z)  désignant  la  fonction  de  8  qui  se  trouve  au  numérateur  de  la  frac- 
tion (9)  ou  plus  généralement  une  fonction  déterminée  de  z  qui  ne  de- 
vienne jamais  infinie.  Je  dis  que  ces  deux  intégrales,  considérées  comme 

fonctions  de  p,  sont  de  la  forme  —  Pour  établir  ce  théorème  très  utile  et, 

je  crois,  déjà  connu  ,  il  suffira  de  montrer  que  la  valeur  de  chacune 
d'elles  est  inférieure  à 

*(p  +  g+  0-  f. 

f,  étant  le  maximum  absolu  de  f(z),  p  le  nombre  de  fois  où  la 
fonction  f  (z)  change  de  signe  entre  les  limites  o  ,  z,  et  q  le  nombre 
de  fois  où  (sans  changer  de  signe)  elle  cesse  d'être    croissante  ou 
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constante  pour  devenir  décroissante,  ou  bien  cesse  au  contraire  d'être 
décroissante  ou  constante   pour  devenir  croissante. 

Or,  soient  z',z",...,  zc"+')  les  valeurs  pour  lesquelles  s'effec- 
tue ainsi  un  changement  dans  l'état  de  la  fonction,  en  soi  te  que 
de  l'une  de  ces  valeurs  à  la  suivante  cette  fonction  ait  un  signe 
invariable  et  soit  toujours  croissante  ou  toujours  décroissante  ,  ces 
derniers  mots  n'excluant  pas  toutefois  les  cas  où  elle  resterait  cons- 
tante. Chacune  des  intégrales  (14)  se  partagera  en  (p  -f-  q  -f-  1  )  autres 
intégrales  prises,  la  première  entre  les  limites  o,  z',  la  seconde 
entre  les  limites  z',  2",. .  .,  la  dernière  entre  les  limites  z(r+^  et  2. 
Désignons  par  a  une  quelconque  des  quantités  o,  z',  z".  .  .  et  par  b 
celle  qui  la  suit  immédiatement  dans  l'ordre  des  indices.  Si  je  prouve 
que  la  valeur  numérique  de  chaque  intégrale  partielle 


M 


=  /    f(z)sinpzdz,       M' =  J     i(z)cospzdz 


est  inférieure  à   —,   il   sera  prouvé  à  fortiori  que  les  intégrales  (14) 

sont  toutes  deux    plus   petites    que   — ?  ,    conformément 

au  théorème  énoncé. 

Soit  m'  le  nombre  entier   immédiatement   supérieur  à    —  ,      et 

(  m  +  ni  )  le  nombre  entier  immédiatement  inférieur  à  — .  De- 
puis z  =  a  jusqu'à  z  =  —  ,  f  (  z  )  sin  pzdz  conservera  toujours 
le  même  signe  :  pour  fixer  les  idées ,  admettons  que  ce  soit  le 
signe  +  :  entre  les  limites  z  =  —  ,  z  = —  ,  il  est  flan- 
que la  valeur  de  f  (z)  siripzdz  sera  au    contraire   négative,   puis  elle 

1      •       1                ...           ,                           (m'  -{-  iW   .            ,v               (m'  +2)* 
redeviendra   positive   depuis   2  =  - —  jusqua   2  =  - ■—  et 

ainsi  de  suite.  Partageons  l'intégrale  M  en  un  certain  nombre  d'autres 


intégrales  prises,    la   première  depuis  z=  a  jusqu'à  z  =  — ,  la  se- 

j      j       •              rn'7C  ■         »            (w  ■!-  0*  1      1       •<       . 

conde   depuis    2  =  —  jusqua  z  = ■—  ,.  .  .  ,   la  dernière  de- 


(m  -4-  m')7r  .  „  ,       „         ..  ,  , 

puis  2  =  — jusqua    z  =  6.    Les    diverses    intégrales,    dont 
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nous  désignerons  par  D0 ,  D, ,  Da , ,  Dm ,  Dm+1 ,  D ,  les  valeurs  ab- 
solues seront  alternativement  positives  et  négatives.  De  plus ,  si  la 
valeur  absolue  de  f(z)  est  décroissante,  il  est  aisé  de  voir  qu'on  aura 

D,  >D,....  >Dm>Dm+l>D, 

tandis  qu'il  viendra  au  contraire 

DB+,  >Dm....  >DS>D,>D0, 

si  la  valeur  absolue  de  f(s)  est  croissante.  Dans  le  premier  cas,  l'inté- 
grale M  sera  comprise  entre  D0  et  D0  — D,  et  par  conséquent  sa  valeur 
numérique  sera  inférieure  au  plus  grand  des  deux  nombres  D„,  D,  : 
dans  le  second  cas,  cette  valeur  numérique  sera  inférieure  au  plus 
grand  des  deux  nombres  D,  Dm+I.  Or,  toutes  les  quantités  D0 ,  D,  .., 
Dm+I,  D  grandissent  lorsqu'on  remplace  f(z)  par  son  maximum 
f,  :  de   plus  D0    et  D  peuvent  grandir  encore  si,  après  ce  change- 

,                        (m'  —  i)îr      .    ,              (m  4-7w'+iV    _  , 

ment,  on  remplace  a  par  et  b  par  - — .  Or,  quand 

ou  a  effectué  ces  diverses  opérations ,  ces  intégrales  deviennent  toutes 

2f 

égales  entre  elles  et  à  — -  :  donc  a.  fortiori  la  valeur  numérique  de  M 
est  <  — '.  Une  démonstration  semblable  s'appliquera  à  l'intégrale  M'. 

V. 

9.  Il  est  aisé  de  trouver  à  quelle  forme  on  peut  réduire  l'intégrale 
f  Xtt{z)dz.  Puisque  l'on  a 

U  =  cos  fz  +   ^£  +    '-Jl  .VU'  sin  f  (z  —  z')dz, 
ou ,  ce  qui  est  la  même  chose  , 

U  =  cospz  —  <^0J?  f  ~XUsinpzdz 

4.  !ÏLi?(#  -f-  f:o  *U  cos  pzdz) , 
l'intégrale  en  question  est  composée  de  trois  parties  distinctes:  la  pre- 
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mière,   savoir  /     f(zJcospzJs,  est  de  la  forme  —,  d'après  ce  qu'on 

J    O  Ç 

vient  de  démontrer.  Je  vais  montrer  que  les  autres  sont  de  la  forme 
\.  En  effet  l'intégrale  double 

I  "  f(z)  cospzdzf     AU  sinpzdz, 

à  l'aide  d'une  intégration  par  parties  et  en  posant 

/f(z)  cos pzdz  =  -, 
devient 

-  f*  X\J  sin  pzdz  —  -  f     AU*  sin  pzdz  : 

par  suite  elle  prend  la  forme  —  lorsqu'on  la  multiplie  par .   De 

même  l'intégrale 

/     f  (z)  sin  pzdz  (h'  +  f     AU  cos pzdz\ , 

à  l'aide  d'une  intégration  par  parties  et  en  posant 

/f '(z)  sin  pzdz  =  -, 
o  ç 


devient 


(h'  +  f*  X\J  cospzdzf  —  -  f' \V* cos  fzdz: 

par  suite  elle  prend  la  forme  —  lorsqu'on  la  multiplie  par  -. 

10.  La  propriété  de  l'intégrale  f  f  (z)  Vdz  que  nous  venons  de  dé- 
montrer subsiste  encore  lorsque  sa  limite  supérieure  devient  égale  à 
Z.  On  en  conclut  que  le  numérateur  du  terme  général  T  de  la  série 
2T  est  de  la  forme 

la  valeur  de  -  étant  précisément 

Tome  II.  —  Novembre  1837.  55 
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cos  fz  I      î(z)  cos  pzdz  : 
quant  au  dénominateur  f    U'dz ,  il  est  égal  à 

/      cos*  f zdz  -f-  -  f    cos  fz .Kdz  -f-  4  f     R'dz , 

•J  °  %  J  o  f    J  o 

R  représentant  la  quantité 

h'  sin  fz  +  j     A'U'  sin  p  (z  —  z')  dz' . 
Or, 

/'z        ,         ,  Z      ,      sin  2jZ 

COS1  fztfz  =  -   -f-  — y-?-  : 

on  voit  donc  qu'abstraction  faite  des  termes  divisés  par  f  la  valeur 
de  /      U'efe  se  réduit  à  -.  D'après  cela  on  peut  écrire 

r.  ** = so + t)- 

ce  qui  donne 

^  +•  <J  z(.  + 1-) 

Mais  cette  valeur  de  T  peut  elle-même  se  mettre  sous  la  forme 


2*  *" 


T  —  —  -*-  — 

x   —  .Z  ^    -»  > 


et  la  série  2  —  est  convergente.  Donc,  pour  prouver  la  convergence 


de  la  série  2T,  il  suffit  d'établir  celle  de  la  série  plus  simple 
2  -     ou     2  cos  pz  j      f  (z)  cos  pzdz 


que  nous  désignerons  par  2Y. 
i 1 .  La  formule 


m     ,      B„ 
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donne 

n%z         zB„  •     niez     .    zB„ 

COS  PZ  =   COS  -=-  COS —  Sin  -Tzr-  sin  — . 

'  Z  n  \L  n 

On  a  sin  — "    =   o    aux  quantités  près    de   la    forme    -    ou    -    et 

cos  — -  =  i  aux  quantités  près  de  la  forme  — .  Il  est  donc  permis  de 
poser 

niez      .      *' 

cos  fz  =  cos  -^ — h  — 
et  l'on  pourrait  écrire  aussi 

nmz           jB.                    ,     •*•" 
cos  cz  =  cos  -s-  —   —  sin  pz  -i -. 

On  a  donc  d'abord 

Y  s=  (cos  -v~  +  — )  /      *"  (z)  cos pzdz  , 
valeur  qu'il  est  aisé  de  réduire  à  la  forme 

Y  =  cos^  I      f(z)  cospzdz  H , 

en  se  rappelant  que  l'intégrale   /      f  (z)  cos  pzdz    est  de  la  forme  -. 

En  remplaçant  cos  fz  par  cos  -^ sinpz  -+-  — ,    et    observant 

que  l'intégrale  (     zî{z)  sin  pzdz  est  aussi  de  la  forme  -,  on  a  ensuite 

v  icnz  C'L  ,.  niez  j       ,     *" 

Y  =  cos  -j-  I      f(z)  cos  -j-  dz  H -. 


Or  la  série  2  —  est  convergente ,  et  il  en  est  de  même  de  la  série 
périodique 

_.  T)*Z    /^ 


2  cos  -j-  I      f  (z)  cos  -rr-  dz 


55.. 
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dont  les  géomètres  se  sont  beaucoup  occupés  (*).  Donc  la  conver- 
gence de  la  série  2Y(  et  par  conséquent  de  la  série  2T)  est  incontes- 
table. 

VI. 

ii.  Nous  avons  dit  que  nous  regardions  en  général  la  fonction 
f{x)  comme  assujétie  à  prendre  un  accroissement  infiniment  petit 
lorsque  x  croît  infiniment  peu  :  cependant  la  démonstration  précé- 
dente de  la  convergence  de  la  série  2T  est  indépendante  de  cette 
restriction  :  elle  ne  cesserait  pas  d'être  exacte  si ,  pour  une  ou 
plusieurs  valeurs  de  x ,  la  fonction  f(x)  (qui  ne  devient  jamais 
infinie)  passait  lout-à-coup  d'une  valeur  A  à  une  autre  valeur  très 
différente  B.  Mais  pour  prouver  que  la  somme  F(x)  de  la  série  (4) 
est  égale  à  f(x)  depuis  x  =  x  jusqu'à  ,r==X,  il  faut  exclure  le  cas 
où  les  valeurs  de  f(x)  peuvent  varier  brusquement,  ou  du  moins,  si 
ce  casa  lieu,  il  ne  faut  pas  étendre  l'équation  F{x)  =  f{x)  aux  abs- 
cisses x  pour  lesquelles  l'ordonnée  de  la  courbe  représentée  par  l'é- 
quation yz=.  f  [x)  devient  ainsi  discontinue.  Bornons-nous  donc  aux 
fonctions  f(x)  jouissant  des  propriétés  indiquées  n°  i.  Alors,  comme 
nous  l'avons  déjà  dit,  l'équation  ¥{x)=  f{x)  se  démontrera  par  la 
méthode  indiquée  dans  mon  premier  Mémoire  et  subsistera  même  aux 
limites  ;r  =  x,  x=\.  Toutefois  cela  suppose  que  des  deux  nombres 
h,  H,  aucun  ne  soit  infini.  Si  l'on  a  par  exemple  A= oo  l'équation  (2) 
deviendra 

V  =  o     pour     œ  =  x  : 

on  aura  donc  aussi  dans  ce  cas 

V(x)  =   o     pour     x  =  x  ; 

et  l'équation  F(x)  =J'(x)  ne  pourra  subsister  à  la  limite  x=x  que  si 
la  fonctionna:)  vérifie  la  condition  y(x)=  o.  De  même  si  H  =  oo, 
l'équation  F(x)  =  f(x)  ne  pourra  subsister  à  la  limite  a*=X  que  si 


(*)  Pour  tout  ce  qui  regarde  la  convergence  des  se'ries  périodiques ,  voyez 
les  ouvrages  de  M.  Cauchy  et  surtout  l'excellent  Mémoire  de  M.  Lejcunc  Diricblet 
[Journal  de  M.  Crelle ,  tome  IV,  2'  cahier). 
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l'on  ay\X)  =  o.  Au  reste  ces  cas  d'exception  sont  indiqués  par  notre 
démonstration  même.  En  effet  pour  que  l'intégrale 


/ 


Xg[F(x)  -/(*)] V„'*)<ir, 


dont  on  fait  usage  à  la  page  2Ô5  de  tome  Ier  de  ce  journal,  soit  égale 
à  zéro  quel  que  soit  l'indice  m,  il  est  nécessaire  que  l'on  ait  en  général 
F(x)  =  f{x)  ;  mais  cette  nécessité  disparait  pour  les  valeurs  de  x  qui 
donnent  Vro(jc)  =  o  quel  que  soit  m,  puisque,  pour  ces  valeurs,  l'élé- 
ment g[F(x) — f(xy\  Vm(x)dx  est  nul  de  lui-même  indépendam- 
ment du  facteur  F(x)  —  f(x)- 

VIL 

i2.  En  terminant  ce  tioisième  Mémoire,  je  ne  puis  m'empècher  dé- 
faire observer  combien  est  directe  et  générale  la  méthode  dont  je  me 
suis  servi  pour  sommer  la  série  (4)-  Cette  méthode  s'applique  non- 
seulement  aux  fonctions  \  définies  par  une  équation  différentielle  du 
second  ordre ,  mais  encore  à  une  foule  de  fonctions  données  par  des 
équations  différentielles  d'ordre  supérieur.  C'est  ce  que  l'on  peut 
voir  par  l'exemple  simple  que  j'ai  développé  dans  mon  mémoire  sur 

l'intégration  de  l'équation   —  =  -y—i  (*). 

Au  reste,'  voici  quelques  théorèmes  que  je  me  contenterai  d'é- 
noncer et  dont  le  lecteur  trouvera  aisément  la  démonstration.  Ils  ser- 
viront à  bien  montrer  la  généralité  de  mes  principes  quoi  qu'ils  soient 
fort  loin  d'embrasser  tous  les  cas  où  ces  principes  sont  applicables.  Dans 
tout  ce  qui  va  suivre ,  x  désignera  une  variable  réelle  comprise 
entrexetX  :  /(*),  <p(x),  Q>(x),V,,Y2.  .  .,  V.. .  .,  U,,  U..  .  .,  U„. .  .  , 
seront  des  fonctions  de  x.  Pour  éviter  tout  embarras,  je  supposerai 
que  ces  fonctions  ont,  pour  chaque  valeur  de  x,  une  valeur  réelle 
unique  et  déterminée ,  et  qu'elles  croissent  infiniment  peu  lorsque  x 
éprouve  un  accroissement  infiniment  petit  :  toutefois  cette  condition 
de  continuité  ne  sera  pas  toujours  indispensable.  Cela  posé , 

(*)  Voyez  le  dernier  cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique. 
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i».  Si  les  fonctions  V, ,  V„. . .,  U, .   U„ . .  .  sont  telles  que ,  pour 
deux  indices  metn  différents,  ou  ait  toujours 


J 

et  si  la  série 


fx   YJJndx  =  O 
(      V.^X  U„/(.r)  dx 


fx  unv„ 


dx 


est  convergente,  la  somme  F(x)  de  cette  série  devra  satisfaire  à  la 
condition 


f*\Jn[F(x)-f(x)}dx  =  o, 


l'indice  n  étant  quelconque. 

2*.  Si  donc  on  désigne  par  A, ,  A,, .  . .  des  quantités  choisies  arbi- 
trairement ,  mais  indépendantes  de  x,  et  si  l'on  pose 

P  =  A,U,  +  A,Ua  +  etc. 
on  aura  aussi 


f*V[F(x)  -f(x)}dx  =  o. 


3°.  Si  par  une  détermination  convenable  des  quantités  A,,  A, , . . . , 
on  peut  faire  en  sorte  que  P  change  de  signe  pour  des  valeurs  quel- 
conques de  x ,  données  d'avance  et  ne  change  de  signe  que  pour  celles- 
là,  on  aura  f(x)  =  f{x). 

4°.  Toutefois  si  les  fonctions  U„  Ua,  etc.,  s'évanouissent  toutes  pour 
une  même  valeur  de  x  telle  que  x~a,  il  pourra  arriver  que  l'é- 
quation T{x)  =f(x)  cesse  d'avoir  lieu  pour  x=a.  Dans  le  cas  où 
l'équation  F(a)=/(<x)  sera  ainsi  inexacte,  la  dérivée  F'(a)  sera  né- 
cessairement infinie. 

5°.  Si  la  fonction  P  jouit  de  la  propriété  énoncée  (5'.)  et  si  l'équation 

f     <p(x)  Vndx  =  o 
a  lieu  quel  que  soit  l'indice  n,  on  aura  nécessairement  <p(x)z=zo. 
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6°.  La  propriété  énoncée  (3°.)  appartient  à  la  fonction  P  quaud  la 
fonction  U„  est  constamment  égale  à  un  polynôme  entier  de  degré 
(n-i). 

7°.  Elle  a  lieu  encore  dans  une  foule  d'antres  cas,  et  spécialement 
quand  l'équation 

A,U,  +  A,U.  +  ....+  A„U„  =  o 

a  tout  au  plus  (m —  i)  racines  tant  égales  qu'inégales,  quel  que  soit 
l'indice  n  et  quels  que  soient  les  coefficients  A, ,  A, , . . . .  ,  A„. 
8°.  Si  la  condition  précédente  est  remplie  et  si  l'équation 

f     <p(x)\Jndx  =  o 

s  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  n  comprises  dans  la  série  i,  a. .  .  .,  m, 
la  fonction  <p(x)  changera  de  signe  au  moins  m  fois  entre  les  limites 
x  =  x,     x  =  X. 

9°.  Soit  <sr(r)  =o  une  équation  transcendante,  et  r,  ,  r„,  r3, .  .  .  . 
des  racines  de  cette  équation.  Admettons  que  la  fonction  Q>(x,  r)  ne 
devienne  identiquement  nulle  pour  aucune  des  racines  r  de  <sr  (/-)  =  o, 
lant  que  x  reste  indéterminée.  Si  l'équation 


ï. 


x 

O  (x ,  v)  Undx 


dans  laquelle  l'indice  n  est  quelconque  ,  a  lieu  pour  la  fonction  par- 
ticulière <S>  toutes  les  fois  que  la  racine  r  est  différente  de  r, ,  i\,  etc. , 
et  si  de  plus  la  fonction  P  jouit  de  la  propriété  énoncée  (5°.),  je  dis 
que  la  racine  réelle  ou  imaginaire  dont  il  s'agit  n'existera  pas ,  c'est-à- 
dire  que  l'équation  <sr  (r)  =  o  ne  pourra  avoir  aucune  racine  ,  réelle 
ou  imaginaire,  différente  de  i\,  r, ,  etc. 

)3.  Userait  aisé  ,  je  le  répète,  de  généraliser  encore  beaucoup  ces 
théorèmes.  Mais  nos  énoncés  deviendraient  alors  trop  vagues.  C'est 
dans  les  considérations  exposées  ci-dessus  que  rentrent  les  résultats 
obtenus  dans  les  deux  notes  imprimées  page  ï  et  page  107  de  ce  vo- 
lume. Dans  la  première  de  ces  notes,  on  se  propose  de  prouver  que 
l'équation 

x"<p{x)  dx  z=  o 
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quand  elle  a  lieu  toutes  les  fois  que  n  est  zéro  ou  un  nombre  entier 
positif,  entraîne  la  suivante  <p(.r)=o.  Le  moyen  que  j'ai  employé 
pour  atteindre  ce  but  est,  à  mon  sens,  le  plus  élégant  dont  on 
puisse  faire  usage.  Ici  l'on  a  U,=J:"-,  :  la  fonction  P  est  égale  à 
A,  -f-  A»,r  +  As-r"  +  etc.  et  jouit  évidemment  de  la  propriété  énon- 
cée (3°.).  On  peut  donc  appliquer  le  théorème  indiqué  (5°) ,  et  c'est 
ce  que  j'ai  fait.  Mais  il  est  bon  d'observer  que  si  l'on  prenait  A,=  i , 

A.=  -,    A3  =  — ,  etc.,  on  aurait 


yx         j^x 


P  =   i   +  J—  +  •<-=-  +. . .  =  0* 


1  .2 


l'équation 


/, 


¥<p(x)dx  =  o, 


donnerait  donc 


/      é*x(p(x)dx  =  o, 


et,  à  cause  de  l'indéterminée  y ,  on  en  tirerait  <p(x)  =  o,  ce  qu'il 
fallait  démontrer.  Ici  se  révèle  un  nouvel  artifice  qui  consiste  à  intro- 
duire dans  A,,  Aa,  etc.  une  indéterminée  y.  On  peut  rattacher  à  cet 
artifice  la  méthode  dont  nous  avons  fait  usage,  M.  Sturm  et  moi, 
dans  un  mémoire  encore  inédit  dont  l'extrait  se  trouve  à  la  page  220 
de  ce  volume. 
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NOTE 

Sur  une  propriété  des  sections  coniques; 
Par  M.  E.   PAGES. 


Si,  par  un  point  quelconque  d'une  section  conique,  on  mène  les 
deux  rayons  vecteurs  et  une  normale  terminée  à  l'axe  des  foyers,  la 
projection  de  cette  normale  sur  l'un  quelconque  des  deux  rayons  vec- 
teurs sera  égale  au  paramètre.  Considérons  d'abord  une  ellipse  :  soient 
z  et  z'  les  deux  rayons  vecteurs,  n  la  normale,  p  sa  projection  sur  cha- 
cun des  deux  rayons  vecteurs,  h  et  k  les  distances  du  pied  de  cette 
normale  aux  deux  foyers  :  soient  de  plus  ia  le  grand  axe,  ib  le  petit 
axe  et  ic  la  distance  des  foyers,  de  telle  manière  que  z-f- z' '  =  2<7 , 
h-\-k  =  ic ,  a1 — c*  =  b*.  On  aura,  d'après  les  propriétés  des  triangles 
obliquangles , 

h%  =  z1  -f-  n*  —  2D3 , 
k*  =  &  +  n'  —  ?Fz'  ; 

retranchant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  il  vieut 

(A +*)(/*-  A)    =    (;_;')  (-+s'_2/)), 
ou ,  ce  qui  est  la  même  chose, 

c(h  —  A)  =  (z  —  z)  (a  — p). 
De  cette  équation  on  déduit 

c  :  a  —  p  ::  z  —  z'  :  h  —  k.  (1) 

La  propriété  qu'a  la  normale  de  partager  l'angle  des  rayons  vecteuis 

Tome  U. —  NovESiDUE  1837.  56 
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en  deux  parties  égales,  donne  la  proportion 

z  :  z'  :;  h  :  k, 

on  en  déduit 

*+V:Â  +  i   ::   ;  —  s'  :  /<  —  X-, 

ou 

a  :  c  ::  s  —  z'  :  h  —  k. 

Cette  proportion  combinée  avec  la  proportion  (i)  donne 
c   '.   a  —  p    :  :    a   '.   c , 


d'où 


a  —  c-  b- 

p  = =    —  =  paramètre. 

1  ti  a  * 


Le  même  mode  de  démonstration  s'applique  à  l'hyperbole. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  l'un  des  foyers  se  transportant  à  1  infini  - 
le  rayon  vecteur  correspondant  devient  parallèle  à  l'axe,  et  la  projec- 
tion sur  ce  rayon  est  égale  à  la  projection  sur  l'axe;  ce  qui  explique 
pourquoi  dans  cette  courbe  la  sous-normale  est  constaute. 

En  rapprochant  le  théorème  que  nous  avons  démontré  de  la  pro- 
priété qu'a  le  rayon  de  courbure  dètie  proportionnel  au  cube  de  la 
normale,  on  trouve  que  le  produit 

rcos'i  =  paramètre, 

r  et  i  désignant  le  rayon  de  courbure  et  l'angle  qui!  fait  avec  le 
rayon  vecteur.  De  cette  formule  ,  on  déduit  une  construction  géomé- 
trique du  rayon  de  courbure  donnée  par  M.  Abel  Transon  dans  le 
tome  premier  de  ce  journal. 
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SOLUTION  NOUVELLE 

D'un     Problème    cl  Analyse ,   relatif  aux  phénomènes 
thermo-mécan  iq  ues  ; 

Par  Joseph  LIOL VILLE. 

(Présentée  à  l'Académie  des  Sciences  le  23  octobre  1837.) 


Ce  problème  qui  consiste  à  intégrer  l'équation 
du         d'u  , .      f 1       du    -, 

-7-  =  3—,  —  o'x      x  -j-  dx, 

dl  dx1  J  o        di  ' 

de  telle  manière  que  l'on  ait 

u  =  o     pour     x  =  o, 

^"     1     1. 

—  -}-  nu  z=  o     pour     x  =   1  , 

«  =  _/(^c)    pour    ^=0,    depuis  x=o   jusqu'à  x  z=  \, 

a  été  traité  déjà  de  deux  manières  différentes  par  M.  Duhamel,  dans 
son  second  mémoire  sur  les  Phénomènes  thermo-mécaniques  (*). 
L'auteur  a  d'abord  fait  usage  d'une  méthode  assez  compliquée,  mais 
très  ingénieuse,  que  M.  Poisson  a  donnée  dans  ses  premières  recher- 
ches sur  la  théorie  de  la  chaleur.  Reprenant  ensuite  la  question  d'une 
autre  manière,  il  a,  dans  une  seconde  solution,  suivi  la  méthode  si 
connue  qui  consiste  à  représenter  la  valeur  complète  de  u  par  la 
somme  d'un  nombre  infini  de  termes  dont  chacun  satisfait  aux  trois 

(*)  Voyez- le  Journal  de  l'École  Polytechnique. 
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premières  équations  et  renferme  implicitement  une  constante  arbi- 
traire, ce  qui  permet  de  satisfaire  aussi  à  la  condition  u=z  f[x) 
pour  t=o.  On  est  ainsi  conduit  à  développer  la  fonction  f(jc)  en  une 
série  de  la  forme 

f[x)  =  HtV,  +  HaVa  +  . . .+  H„Vn  +. . . . 

H, ,  H, ,. .  .H. ,. .  . .  étant  des  constantes ,  et  V, ,  Va , . .  .  V„ , .  .  . .  des 

fonctions  connues  de  x.  On  détermine  H„  en  multipliant  les  deux 
membres  de  l'équation  précédente  par  un  facteur  convenable  et  en  in- 
tégrant ensuite  entre  les  limites  xz=o,  x=^\,  de  manière  à  faire 
disparaître  tous  les  coefficients  H,,  FIa)...  excepté  H„.  M.  Duhamel 
semble  regarder  cette  détermination  de  IL.  comme  offrant  la  difficulté 
principale  qu'il  avait  à  vaincre  pour  résoudre  le  problème  proposé. 
Mais  il  ne  s'est  occupé  ni  de  démontrer  la  convergence  de  la  série  dans 
laquelle  f[x)  se  développe ,  ni  même  d'établir  d'une  manière  incon- 
testable que  cette  série  supposée  convergente  a  pour  somme/(j"),  du 
moins  entre  les  limites  x  =  o,  x—\.  J'ai  donc  cru  pouvoir  re- 
prendre ici  le  problème  en  son  entier,  afin  d'en  donner  une  solution 
tout-à-fait  rigoureuse.  Celte  solution  du  reste  n'est  fondée  que  sur  des 
principes  déjà  développés  dans  d'autres  mémoires  que  j'ai  publiés  seul 
ou  en  commun  avec  M.  Sturm  :  elle  servira,  je  l'espère,  à  faire  re- 
connaître la  supériorité  de  nos  méthodes. 

i.  Soient  b ,  h  deux  constantes,  x  une  variable  indépendante  com- 
prise entre  zéro  et  l'unité,  t  une  autre  variable  comprise  entre  o  et 
oo  ,  et  f{pc)  une  fonction  de  x  qui  ne  devienne  jamais  infinie  lorsque 
x  croit  depuis  o  jusqu'à  i  :  par  la  nature  physique  du  problème  que 
nous  voulons  résoudre  ,  la  quantité  (h  -f-  i)  est  essentiellement  posi- 
tive. On  propose  de  trouver  une  fonction  u  des  deux  variables  x ,  t , 
qui  satisfasse  à  la  fois  à  l'équation  indéfinie 

,    .  du  d'u  . .     C  ï      du    , 

(i)  -r-  =  ~z—  —  b*x      x  -j-  cl x 

v    '  dl  dx'  J  o       dt 

et  aux  conditions  définies 

(2)  u  =  o     pour     x  =  o, 
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(5)  -r  +  hu  =  o     pour     x  =   1 , 

(4)  u  =  f(x)     pour     t  =  o. 

La  fonction  u  qui  vérifie  les  quatre  équations  précédentes  est  tout-à- 
lait  déterminée,  et  il  s'agit  d'en  trouver  la  valeur. 

2.  D'après  la  méthode  ordinairement  suivie  par  les  géomètres  pour 
l'intégration  des  équations  différentielles  partielles,  nous  chercherons 
d'abord  une  valeur  de  u  qui  satisfasse  aux  équations  (1),  (2),  (5), 
niais  non  pas  à  l'équation  (4)-  A  cet  effet  nous  poserons 

u  =  Ye~", 

/étant  un  paramètre  inconnu,  et  V  une  fonction  de  x  que  l'on  ob- 
tiendra en  intégrant  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

(5)  g  (V  -f-  b'xf^xYJx)  ==  o, 
de  manière  à  satisfaire  aux  conditions  particulières 


(6)  V  =  o     pour     x  =  o, 

dV 
dx 


(7)  -r-  +  k\  =  o     pour     x 


L'intégrale  /     xSdx  étant  une  constante  que  l'on  peut  représen- 
ter parC,  l'équation  (5)  s'écrira  ainsi 

^-f-'(V  +  *'0)  =  o, 
et  son  intégrale  complète  sera 

V  =  ks\n(x\/r)  ■+■  B  cos(.r  y>)  —  b'Cx , 

A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

La  constante  B  est  nulle  en  vertu  de  l'équation  (6).  De  plus  ou  doit 
avoir 


f*  xVdx=C 
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or  si  l'on  développe  cette  condition  et  si  l'on  fait 

3b'         sin(\/r)—  y/rcos(y/r) 


~~  b'  +  3  ' 
on  trouve 

C  =  A 


h- 


Quant  à  la  constante  A  qui  reste  arbitraire,  nous  la* prendrons  e'giijâ 
à  —r-.  Avant  donc 

B  =  o,      A  =  -^- ,     C  =  -^—.  , 

y  r  b*  y  r 

nous  en  conclurons 

sin  (x      r)  —  ax 


(8)  V  = 


i  . 


11  importe  d'observer  que  cette  valeur  de  V  ne  devient  identiquement 
nulle  pour  aucune  valeur  déterminée  de  r,  tant  que  x  reste  indéter- 
minée. En  effet  si  le  paramètre  r  est  différent  de  zéro,  il  est  impos- 
sible que  la  fonction  transcendante  sin  (x  \/'r)  soit  égale  à  la  fonction 
algébrique  «r,  et  si  ce  paramètre  est  nul  sm\x   Jj  se    re'duit  a  x, 

Jl_  se  réduit  à  (>  j  ,  et  l'on  a  V  =  ^rjz~3  <luant'té  qui  n'est  pas 
identiquement  nulle. 

5.  En  différentiant  la  valeur  de  V  il  vient 

dV  .- 

~dx  =  cos  (j:\/i-)   —  yr, 

de  sorte  que,  pour  x=.  i ,  on  obtient 


V  = 


sin  Wr)  — 


dY  .    . -. 

-r-  =  cos  (\/r) -. 

dx  v v     '  y  r 
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En  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (7),  on  aura  l'équation  à  la- 
quelle le  paramètre  /•  doit  satisfaire.   Cette  équation  sera 


(v>)-^  + 


h. 


sin  (  y  r) 


ou 

/\  f  ,  /~\      ,     fcsinfl/r)  «('1+1) 

(9)  cos  {  Vr)  + — * ^—  =  o. 

\/r  y  r 

Noos  représenterons  toujours  par  <ar  /•)  on  premier  membre,  en  sorte 
que  l'on  aura 

<ar  (/■)  =   —  -f-  hY     pour     x  =   1 . 

L'équation  (g)  possède  une  infinité  de  racines ,  toutes  réelles,  posi- 
tives et  inégales  entre  elles.  Soieut  /■,  ,  i\, .../'.,..  .  ces  racines  ran- 
gées par  ordre  de  grandeur,  r\  étant  la  plus  petite  :  en  faisant  dans  la 
fonction  V  successivement  r  =  r, ,  /■=  /•„, ...  r  =  /•„,... .  on  aura 
une  suite  de  fonctions  V,  ,  ^  a, .  .  .V„, . .  .  doul  chacune  fournira  une 
intégrale  particulière  de  l'équation  (1).  Avant  de  montrer  comment, 
en  réunissant  ces  intégrales  particulières,  on  forme  la  valeur  complète 
de  u,  nous  allons  démontrer  les  propriétés  des  racines  de  l'équation 
(9)  dont  nous  venons  de  faire  mention. 

4.  Je  vais  prouver  d'abord  que  les  racines  réelles  de  l'équation  (q) 
ne  peuvent  jamais  être  négatives.  A  cet  effet  je  développe  ^r{j')  en  série 
convergente.  On  a  par  les  formules  connues 

cosfv/'O  =   '   — (-  — 5-/  —  etc., 

VT    '  2         2.0.4 

sin(  Vr)  =  V/''(i   ^4f   ïïji  "~  ttC')' 
et   par  suite 

cosCv^  +  ^^C^^-.O+^+^  +  Sj-etc. 

*&M  -  3±^±l_Yl  _  l  JL  4.  !    _T etc  ï 

y/~r      ~      ^+3     V3         5  "2.3  ~  7  "  2.3.4.5        LlL,J' 
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Cela  étant,  il  vient 

•  (r)  =  (i   +h)  -  j£j    +  l)  +    ^>    +  p  -... 

_  3&'(/»+Q  /I  _  I     JL  I  r'        _        *\ 

62+3     U         5'2. 3-1"    7*2. 3. 4. 5        '  "  "/' 

Si  donc  il  j  avait  une  racine  réelle  et  négative  —  R  de  l'équation  (9), 
les  deux  séries 

e  +  »)+ÎO  +  D+îxï(-+s)  +  ••••' 

>(,+/0  +  ^(^)+_i^3(i±!')+ 

(dans  lesquelles  on  a  représenté  par  y  ïe  rapport   .,  .  5  qui  est  <  t) 

seraient  égales  entre  elles,  et  cela  ne  se  peut  puisqu'en  les  compa- 
rant terme  à  terme  on  trouve  que  chacun  des  termes  de  la  seconde 
série  est  plus  petit  que  le  terme  correspondant  de  la  première,  du 
moins  quand  le  coefficient  h  est  compris  (comme  on  le  suppose)  entre 
—  1   et  -f-0^  • 

5.  Pour  démontrer  en  second  lieu  que  les  racines  de  l'équation  (g) 
sont  toutes  réelles  et  inégales  ,  il  faut  s'appuyer  sur  une  formule  dont 
nous  aurons  souvent  besoin  dans  la  suite. 

Désignons  par  V  ce  que  devient  la  valeur  (S)  de  V  lorsqu'on  y  rem- 
place r  par  une  indéterminée  r'.  La  fonction  V  satisfera  aux  équa- 
tions (5),   (6),  et  l'on  aura 

V  =  o     pour     x  =  o. 

Mais  l'équation  (r)  ne  sera  satisfaite  par  cette  même  fonction  que  dans 
le  cas  particulier  où  l'on  prendra  r'  sa  une  des  racines  de  l'équa- 
tion (g),  ce  que  l'on  ne  fera  pas  d'abord.  Maintenant  je  multiplie  par 
les  facteurs  respectifs  V,  V  les  deux  équations 
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r  (V  H-  é»*^'  xNdx)  =  —  ^  , 


après  quoi  je  les  retranche  et  j'intègre  entre  les  limites  x  =  o, 
x  =  i  :  en  divisant  par  (r'  —  r)  les  deux  membres  de  l'équation  à  la- 
quelle ce  calcul  conduit ,  et  nommant  Q  la  valeur  de  V '  rjz  —  V  -j^ 
pour   x  =  i ,  j'obtiens 

^  W'dr  +  b'f*xVdxfo'  xY'dx  =  ^-r. 

Mais  r  étant  racine  de  l'e'quation  (9),  on  a,  pour  x=  1 ,  ^.= — ^V: 
on  a  aussi  -j~  +  AV  =  <&  (r')  et  par  conséquent-^-  =  ^{r1) —  h\': 
la  valeur  de  Q  se  réduit  donc  à  — V<sr  (r'),  ce  qui  donne 

-r-= —   = j-* — :     pour      x  =   1. 


Supposons  actuellement  que  r'  soit  racine  de  l'équation  (9) ,  en  sorte 
que  l'on  ait  <&  (r*)  =  o  :  on  trouvera 


si  les  racines  r,  r'  sont  inégales,  et 

Q  =  —  v  ~jf    Pour  x  =  T  » 

si  elles  sont  égales  entre  elles.  Dans  le  premier  cas  il  viendra 

(  x  o)  f1  YV'dx  -f-  *•  C  'xYdxf*  xY'dx  =a  o , 

tandis  que  l'on  aura  dans  le  second 

Tome  11.  —  Novembre  i83j.  $1 


4fO  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 


dr 


V(i)  désignant  la  valeur  de  V  qui  répond  à  .r=  i. 

D'après  un  raisonnement  connu,  la  formule  (10)  prouve  que  l'é- 
quation (g)  n'a  pas  de  racine  de  la  forme  A  +  /*v/ — i  :  en  effet  si 
cette  racine  existait,  la  racine  conjuguée  A  —  f*,\/ — i  existerait 
aussi  :  on  pourrait  donc  prendre  r=A  +  f*\/ — y,  iJ  =  ^ — /*v  — I: 
en  posant  r  =  A-r-jitV/ — i,  V  prendra  la  forme  M  +  N\/ — i>  M 
et  N  désignant  deux  quantités-  réelles  qui  ne  peuvent  être  à  la  fois 
identiquement  nulles  (tant  que  x  reste  indéterminée)  puisque  la 
fonction  V  est  en  général  différente  de  zéro  :  il  est  aisé  de  voir  que 
l'on  aura  de  même  V'  =  M — N  y/ — i  :  par  suite  la  formule  (10) 
nous  donnera  ce  résultat  absurde 

j\W  +  N*)À:  -+-  bJf'xMdxy  +  b*(rixiïdxy  —  o. 

Donc  il  est  impossible  d'admettre  que  l'équation  (g)  ait  une  racine  de 
la  forme  A  +  PS/ — i  • 

Les  racines  réelles  de  cette  équation  sont  d'ailleurs  inégales  en  vertu 

de  la  formule  (i  i) ,  car  si  la  racine  r  était  multiple,  la  dérivée   — -r-- 

s'évanouirait  eu  même  temps  que  <vr(r)  et  le  second  membre  de  1  e- 
(juation  (n)  se  réduirait  à  zéro  tandis  que  le  premier  est  essentielle- 
ment positif. 

6.  Les  racines  de  l'équation  (g)  sont  donc  réelles,  positives  et  iné- 
gales entre  elles.  Pour  se  convaincre  que  le  nombre  de  ces  racines  est 
infini,  il  suffit  de  mettre  l'équation  (g)  sous  la  forme 

cos(  i/r)  =  -  ^^-}  +  ^X-l)- 

puis  de  regarder  /comme  une  abscisse  variable  entre  les  limites  o  ,  co  , 
et  de  construire  les  deux  courbes  ayant  pour  équations  respectives 

t.r\  fcsin(v/r)  «(/»  +  ij. 

r  =  cos(\/r),      j  = -—-f-  —     . 
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ces  deux  courbes  se  coupent  en  uu  nombre  infini  de  points  dont  les 
abscisses  répondent  aux  racines  de  l'équation  (g). 

Pour  démontrer  analytiquement  le  même  théorème  ,  faisons  rs=f*: 
l'équation  proposée  deviendra 

(12)  cosp  +  2  —  ■-—   =  o; 

e  « 

et  il  suffira  de  considérer  Tes  valeurs  positives  de  p.  Maintenant 
soit  1  un  nombre   entier  et  positif  très  grand.  Si,  dans  le  premier 

membre  de  l'équation  (12),   nous  faisons  p  =  (2i-f-  1)^ —  7,  puis 

f  =(21+  1) f-7,  le  terme  cos  p  prendra    successivement   deux 

valeurs  égales  et  de  signes  contraires  dont  le  carré  sera  \  :  les  autres 
termes  seront  très  petits.  Donc  le  premier  membre  de  l'équation  (12) 
changera  de  signe  en  passant  d'une  de  ces  substitutions  à  l'autre,  ce 
qui  exige  que  l'équation  proposée  ait  une  racine  comprise  entre  les 

deux  limites  (ii-\-\\ -.  ,  (2/+  1)  — h  ?■    Cette  racine  est  du 

v       ■     '  2        4  '     y  2    '    4 

reste  unique;  car,  dans  le  cas  contraire,   il  faudrait  que  la  dérivée 

prise  par  rapport  à  p  de  la  fonction 

h  sin  p  a  (h-i-  1) 

COS  P  -4- —  — ' 

?  Ç 

devint   égale   à  zéro  une  ou   plusieurs  fois   lorsque   p   croit   depuis 

(21 -f-  1)  -   —  '-   jusqu'à  (2/+  1)-  +   7  ;  et  cela  ne  se  peut  puis- 

2  4  2  4 

que,  dans  l'intervalle  cité,  tous  les  termes  de  cette  dérivée  sont  très 
petits  à  l'exception  du  premier  —  sin  f  qui  ne  change  pas  de  signe  et 

■  .  •  ...  1/2 

conserve  toujours  une  valeur  numérique  supérieure  a  - — . 

En  augmentant  i  d'une  unité ,  on  verra  qu'une  seconde  racine  est 

comprise  entre  les  limites  (21  -4-  3)  -  —   y  ,     (2/  +  3)  -  +  ^;  une 

troisième  racine  existe  de  même  entre  les  limites  (21  -f-  5)  -  —   j  , 

(2/  +  5)  -  -f-   y  ,  et  ainsi  de  suite.  Mais  il  n'en  existe  aucune  entre 
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(2/_|_  i)^  -h  y  et  (21  +  3)  l  —  |,  entre  (ai  +  3)^  +  |  et... 
f 2j  _i_  5  )  1  —  ~  ,  etc.,  comme  on  peut  s^en  convaincre  en  observant 
que,  dans  chacun  de  ces  intervalles,  le  terme  principal  cosp  du  premier 
membre  de  l'équation  (12)  ne  change  jamais  de  signe  et  a  toujours 

une  valeur  absolue  supe'neure  a  —  • 

7.    La   racine  p   comprise  entre  les  limites   (21+  1)-  —    T'"' 
(2/+  1)  -  +  -  s'obtient  du  reste  sans  difficulté  puisque  si  l'on  pose 

a («4-1)  —  hsinp—  ((p) ,     p  =  (2f  -+-  1  )  |  +  cr 

l'équation  (12),   savoir 

f(ç) 

COS/3  =-iS7, 

devient 

fC(2J  +  o^  +  a 

sin(2«+v_  smff  == j 

(M  +  O5+* 

d'où  l'on  tire  à  très  peu  près 

valeur  d'autant  plus  approchée  que  1  est  plus  grand.  On  pourrait  pous- 
ser plus  loin  l'approximation  ;  mais  nous  nous  contenterons  d'observer 
que,  d'après  nos  calculs,  les  racines  p  très  grandes  sont  de  la  forme 

C"4)  p  =  (2<+  ô=  +  7, 

i  désignant  un  nombre  entier  qui  croît  successivement  d'une  unité , 
et  B,  une  fonction  de  l'indice  i  dont  la  valeur  absolue  ne  dépasse  ja- 
mais un  certain  maximum  que  l'on  assignerait  facilement.  La  partie 
principale  de  ces  racines  croît  proportionnellement  au  nombre  i ,  d'où 
il  est  aisé  de  conclure  que  toutes  les  séries  dont  le  terme  général  est 
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—  our  sont  convergeâtes ,  si  ¥  désigne  une  fonction  de  p  ou  de  i  qui 

ne  surpasse  jamais  un  certain  maximum  absolu  L;  indépendant  de 
l'indice  i. 

8.  Chacune  des  intégrales  particulières 

0 

V,e-"< , .  .  .      V^r-r.',     V.e-r-', .  . . 

dans  lesquelles  Va  désigne  ce  que  devient  V  lorsqu'on  y  pose  /==r., 
satisfait  à  la  fois  aux  équations  (i),  (2),  (3).  Si  donc  on  désigne  par 
H, ,  Ha , .  .  .  H„ . . .  des  constantes  arbitraires  et  si  l'on  fait 

u  =  H.V.e- ■<  +  HaV,e-'.<+. .  .+  H.V.e-'-+.  . ., 

cette  valeur  de  u  vérifiera  aussi  les  équations  (1),  (2) ,  (3).  Mais  pour 
qu'elle  vérifie  la  condition  (4) ,  il  faudra  que  l'on  ait 

f(x)  =  H,V,  +  HaV,  +...+  H.V.+  .... 

Il  s'agit  maintenant  de  savoir  si  (la  fonctiou  f{x)  étant  quelconque) 
on  peut,  par  une  détermination  convenable  des  constantes  H,,  Hâ, . . . 
H„. .  . .  rendre  identique  cette  dernière  équation  ,  du  moins  pour  des 
valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  1 . 

D'abord ,  si  l'on  admet  que  la  fonction  f(x)  puisse  se  développer 
sous  la  forme 

(i5)      f{x)  =  H,V,  +  H.V,  +•  •  •+  H.V,  +...., 

il  sera  facile  de  former  la  valeur  de  H..  On  se  servira  pour  cela  de  la 
formule  (10)  qui  peut  s'écrire  ainsi 

fl  V(V'  +  b'Xfô  xTdx)  dx  =  °- 
On  a 

V  H-  b%xÇx  xS'dx  =s  —  ^-  =   \/?àn(xs/7)  : 
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la  formule  en  question  devient  donc 

Maintenant  multiplions  par  sin  (x  Vru)  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion (i5)  et  intégrons  ensuite  entre  les  limites  x  =  o,  x  —  i  :  il  est 
aisé  de  voir  qu'en  vertu  de  la  formule  (16)  tous  les  coefficients  H, , 
H,,....  disparaîtront  excepté  celui  qui  porte  l'indice  n,  de  sorte 
qu'il  restera  simplement 

fo  f(x)  sin  {xs/7n)dx  =  H./o  V.  sin  (x^7H)dx, 
d'où  l'on  tire 

/    f(x)  sin(x\/7n)dx 
J       V,  iin  [x\/rm)dz 
En  adoptant  cette  valeur  de  H,,  on  aura 

(V.  f  lf(x)  sin (x  \/Tm)dx\ 

(I7)  ffrh=a\  J\J{  ;,    _       [: 

(    J     \„s\n(x\/r„)dx      ) 
et  par    conséquent , 

IV,,  er-< •-'  y  ^  y(^)  sin(x  S/T^dx  J 


u  =  2 


(        J  o  Vn  sin  (x  \Zrn)dx 


La  formule  (18)  renferme  la  solution  complète  du  problème  que 
nous  voulions  résoudre.  Mais  elle  se  déduit  de  la  formule  (17)  dont 
l'exactitude  jusqu'ici  n'est  pas  suffisamment  démontrée.  Nous  allons 
donc  considérer  en  elle-même  la  série  placée  au  second  membre  de  la 
formule  (17).  Nous  représenterons  sa  valeur  par  Y(x)  et  nous  prouve- 
rons 1*.  que  la  série  F(x)  est  convergente,  20.  que  l'on  a  F(x)  =  /(.r) 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  1 . 
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g.  Représentons  par  T  le  terme  général  de   la  série  F(.r).   ou, 
autrement  dit,   posons 

(sin  px  —  ax)(    f(x)  siiî  fxdx 


f    sin  fx(sm  px  —  ax)dx 


f*  étant  une  quelconque  des  racines  de  l'équation  (g),  et  contentons- 
nous  de  considérer  les  valeurs  dep  très  grandes,  les  seules  dont  nous 
ayons  besoin  pour  constater  la  convergence  de  la  série  2T  :  ces  va- 
leurs de  p  sont  de  la  forme 

P  =  (21  -f-  0-  +  7, 

comme  on  l'a  vu  n°  7  :  i  désigne  un  nombre  entier  qui  croît  successive- 
ment d'une  unité  et  B,  une  fonctiou  de  l'indice  i  qui  ne  dépasse  jamais 
11  n  certain  maximum  absolu  indépendant  de  i.  Nous  désignerons  généra- 
lement par  les  lettres  "¥,¥',  <\r'1,....  les  fonctions  quijouissent  comme  Bf 
de  la  propriété  dont  nous  venons  de  parler.  Toute  série  dont  le  terme  ge- 

néral  sera  de  la  forme   —,  q  étant  un  nombre  >>  1 ,  sera  convergente: 

il  en  résulte  qu'on  peut  au  numérateur  de  la  fraction  T  et  à  son  déno- 
minateur (dont  la  valeur  très  approchée  est  ~  )  négliger  les  termes  de 

la  forme  —  ,  car  ces  termes  ne  produisent  dans  la  série  2T  qu'une 

partie  de  la  forme    2  — ,   et  par  conséquent  ne  peuvent  en  aucune 

manière  nuire  à  sa  convergence.  D'après  cela  ,  on  peut  d'abord 
faire  abstraction  des  termes  multipliés  par  a  ,  car  en  rempla- 
çant  \/r  ou  p  par  sa  valeur,  on  trouve  que  a.  est  de  la  forme  — .  De 

plus  l'intégrale  I  sin* pxdx  étant  égale  à  -  —  Sllï  2g  se  réduit  à  - 
quand ,  après  avoir  mis  pour  f  sa  valeur,  on  néglige  les  termes  ré- 
ductibles  à  la  forme  -.  Ainsi  à  ces  termes  près  on  a 

f     sinpx(sinp.r —  <xx)dx  s=  -. 
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La  valeur  simplifiée  de  T  est  donc 

T  =  2siop.r(    f(x)smpxclx. 

On  peut  mêmela  simplifier  encore  en  se  rappelant  que,  par  un  théorème 
dont  j'ai  donné  ailleurs  la  démonstration  (*),  l'intégrale  A   f(x)s'mf>xdx 

est  de  la  forme  —  ou  -r  :  on  peut  donc  négliger  le  produit  de  cette 
intégrale  par  la  partie  du  facteur 

égal  a  sin  i ■ — - —  cos  — ^  -f-  cos — —  - —  sm  -A- 

qui  est  aussi  de  la  forme  — ,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  peut, 

hors  du  signe  f,  réduire  sin  f>x  a  sa  partie  principale  sin £—  : 

de  plus  en  négligeant    sous  le  signe  f  des  termes  divisés  par  i',  on 
a  le  droit  de  remplacer 

.    (11 '+  \)7rx    ,    BiX 
sin  px  par  sin -j r-  cos  px. 

Nous  aurons  ainsi 

„,  .      (2Ï+1) irx  /^   ri     \f  •     (21  4-   \)irx    .    R,r  \    j 

T=2Sin  — — - — /    /(x)fsmv — - (-—   cos,  fxjdx. 

D'après  cette  valeur  de  T ,  la  série  2T  se  décompose  en  deux  autres, 
savoir 

22  sin  Ïi±j2lïj'f(x)  sin  (?L±jl^  dx } 

_.  Bj    .     (2t'-4-  i)5r,r  ri  ri    \  j 

2x2.  —  sin —  /    j(x)  cos  px  ctx. 

La  première  de  ces  deux  séries  est  convergente  ,  comme  les  géomètres 
l'ont  démontré  depuis  long-temps  ,  et  pour  constater  la  convergence  de 

(*)  Voyez  mon  troisième  mémoire  sur  le  développement  des  fonctions  ou  par- 
ties de  fonctions,  etc.,  page  4i8  du  présent  volume. 
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la  seconde  dont  tous  les  termes  sont  déjà  divise's  par  i ,  il  suffit  d'ob- 
server que  l'intégrale  /  f(x)  cos  fxdx  est  de  la  forme  -  ou  —  , 
conformément  à  ce  que  j'ai  fait  voir  dans  le  mémoire  cité  plus  haut. 

10.  Pour  prouver  que  l'on  a  ¥(x)  =  f(x)  entre  les  limites  x  =  o, 
x  =  i ,  reprenons  l'équation 

(       /     \  „  sin  (x  \/rn)dx       \ 

Multiplions  par  si n  (x  \/r„)  dx  les  deux  membres  de  cette  équation, 
et  intégrons  ensuite  entre  les  limites  x  =  o ,  x  =  i .  En  vertu  de  la 
formule  (16)  cette  intégration  fera  disparaître  tous  les  termes  du  se- 
cond membre  à  l'exception  d'un  seul  et  donnera 

/    F(.r)  sin  (x  \^r„)  dx  =J0  f{x)  sin  (x  \/r„)  dx , 
ou  bien 

yo'[F(x)  —  f(x)~\s\n(x\/~r„)dxz=o. 

Mais  si  l'on  désigne  par  z  une  variable  indépendante  et  si  l'on  consi- 
dère la  fraction  s^—i ,  qui  est  fonction   de  z,  on   s'assure   aisé- 

ment  (tant  que  x  reste  comprise  entre  o  et  i)  que  cette  fraction  est 
décomposable  en  une  infinité  de  fractions  simples  :   par  la  théorie 

connue  et  en  représentant  par  ■©■'(/*„)  la' dérivée  '^   "  ,  on  trouve 

■sin(xy/;)   f        sin(jy/r„)    ] 

\/~zw{z)    ""         l(z  —  r")l/^=r'(r„)j' 

Soit  Pi  le  terme  général  de  la  série  placée  au  second  membre  de  l'équa- 
tion que  nous  venons  d'écrire.  Nous  aurons 

_  sin  {x  \/  r) 

ri  = 


(z—r)[/r*r'(r) 
Tome  II.   —  Décembre  1S37.  58 
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/■désignant  une  quelconque  des  racines  de  l'e'quation  (g).  Si  l'on  se 
borne  aux  racines  r  très  grandes ,   on  a ,  par  la  formule  du  n°  7, 

d'où  l'on  conclut  sans  difficulté  que  R  est  de  la  forme  ^   et  que    par 
conséquent  la  série  2R  est  convergente.  Maintenant  il  vient 

sm(^)  =\^«r(z)2  (       *<*£? ]. 

L'intégrale 

est  donc  égale  à 

et  chacun  des  termes  dont  elle  se  compose  est  égal  à  zéro.  Ainsi  l'on 
est  conduit  à  l'équation  générale 

f0  [*"(*)  —  /(■*)]  sin  (x  V*)  dx  =  o  ; 

et,  à  cause  de  l'indéterminée  z,  celle-ci  ne  peut  subsister  qu'autant 
que  l'on  a 

[F (a;) — f  (x)~\  sin (x  \/z)dx=xo  depuis    x  =  o   jusqu'à    xz=  1  , 

ce  qui  donne  généralement 

(20)       F(x)  =  f(x)     depuis     x  =  o     jusqu'à     x=i: 

toutefois  comme  le  facteur  sin  (a?  \/z)  est  nul  pour  x  =  o,  il  pourra 
arriver  que  l'on  n'ait  pas  F(o)  =  f(o)  :  cette  dernière  équation  dont 
le  premier  membre  est  toujours  nul  ne  sera  vérifiée  que  si  la  quantité 
/(o)est  égale  à  zéro  ,  ce  que  nous  admettons  effectivement. 
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1 1 .  Pour  bien  voir  comment  l'équation  (ig)  entraîne  l'équation  (20), 

il  suffit  de  donner  à  \/z  une  valeur  de  la  forme  Z  V — 1>  ce  qui 

transforme  le  sinus  de  x  \/z  en  exponentielles.  On  peut  aussi  rem- 

_         ^1  -  t/  z 

placer  sin (x  \Jz)  par  la  série  x  \/z  —      *"  3"  ~^~ etc* >  e*  en  égalant  à 

zéro  le  coefficient  de  chacune  des  puissances  de  l'indéterminée  s  dans 
l'équation  (19),  on  a  généralement 

(21)  /    x[F(x)  —  f{.x)~\  x^dx  =  o  , 

q  étant  zéro  ou  un  nombre  entier  positif.  Or,  si  la  fonction 
x[¥(x)  —  f{x)~\  n'est  pas  identiquement  nulle  depuis  x  =  o  jusqu'à 
x  =1,  l'équation  (21)  ne  peut  pas  subsister  à  moins  que  cette 
fonction  ne  change  de  signe  un  certain  nombre  m  de  fois  :  sans  cela 
en  effet  les  éléments  de  l'intégrale  placée  au  premier  membre  seraient 
tous  de  même  signe  et  ne  pourraient  avoir  zéro  pour  somme.  Soient 
donc  xt ,  x% , . .  . xm  les  m  valeurs  de  x  pour  lesquelles  F(x)  —  f(x) 
change  de  signe;  et   représentons  par 

A  +  ftx*  +  Cx*  + +  xim 

le  développement  du  produit 

(x*  —  x])  (x%  —  x\). . .  .(x*  —  x*m). 

Si  dans  l'équation  (21)  on  pose  successivement  q  =  o,  q=l, . .  ,q=m, 
et  si  l'on  ajoute  entre  elles  toutes  les  équations  ainsi  obtenues,  après  les 
avoir  multipliées  par  les  facteurs  respectifs  A,  B,  etc.  ,  oh  aura 

f*x[F  (x)  —  f(x)]  (x'  —  xi)  (x  —  xl)...  (x'  —xl)dx  =  o, 

équation  absurde,  puisque  la  quantité  placée  sous  le  /  ne  change 
jamais  de  signe  entre  les  limites  de  l'intégrale.  On  est  donc  obligé  de 
reconnaître  que  l'équation  (21)  donne 

x\Y  (x)  —  f{x)~\  =  o  depuis  x  =  o  jusqu'à  x=  t. 

12.  Il  nous  reste  enfin  à  montrer  que  la  série  placée  au  second 

58.. 
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membre  de  l'équation  (18)  est  convergente  pour  toule  valeur  positive 
de  t.  Adoptons  les  notations  du  n°  9  :  le  terme  généra!  de  la  série  dont 
nous  parlons  sera  Te-f''  :  de  plus  pour  établir  la  convergence  de  la 
série  2Te-p'(,    on]  pourra,  comme  on  l'a  vu  ci-dessus  dans  un  cas 

semblable,  négliger  les  termes  de  la  forme  -%  et  prendre  simplement 


T  =  2  sin  px  I    f(x)  sin  pxdx. 


La  valeur  numérique  de  T  qui  résulte  de  l'équation  que'je  viens  d'é- 
crire est  plus  petite  que  2/, ,  j \  étant  le  maximum  absolu  de  f(x). 
Par  conséquent  celle  de  Te- f'(  est  inférieure  à  2/,e~t't.  Or  la  série 
qui  a  pour  terme  général  2fke^u  est  évidemment  convergente  : 
donc  à  fortiori  la  série  2Te-e''  est  aussi  convergente. 
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NOTE 

Sur  l'intégration  d'un  système  d'équations  différentielles  du 
second  ordre ,  entre  un  nombre  quelconque  de  variables, 
analogues  à  celles  du  mouvement  d'un  point  libre  autour 
d'un  centre  fixe,  sollicité  par  une  force  fonction  de  la 
distance  au  centre  ; 

Par  M.  BEVET, 

Professeur  au  Collège  de  France. 


d'u          dK 

d'v           dK 

d'x           dR 

de    —   du  ' 

dt'           dV' 

dl'             dx 

[1]  Les  équations  dont  on  va  s'occuper  ici  sont  de  la  forme 

etc.  : 

u,  v,  x,. . .  sont  les  variables  principales  à  de'termiuer  en  fonction 

de  t  ;  R  est  une  fonction  de  la  quantité  r=  \/ u'-\-v'-\-x'-li-y'-{-  etc.  , 

dR  dRu       dR  dRv 

en  sorte  que  -j-  =  -= — ,     j~  =  -= — ,  etc. 

1         au  dr  r       dv  dr  r 

Lorsque  leur  nombre  ne  surpasse  pas  trois,  ces  équations  se  rap- 
portent au  mouvement  d'un  point  attiré  vers  un  centre  fixe ,  par  une 

force  dont  l'expression  est  -y- ,  et  l'intégration  présente  peu  de  diffi- 
cultés ,  ainsi  qu'on  peut  le  voir  dans  plusieurs  traités  de  mécanique 
et  dans  un  mémoire  récent  de  M.  Poisson,  pages  53 r  et  532  du  second 
volume  de  ce  recueil.  Je  citerai  encore,  pour  son  élégance,  la  solution 
donnée  par  M.  Gabrio  Piola,  dans  un  mémoire  sur  la  Mécanique  ana- 
lytique couronné  en  1824  par  l'Académie  de  Turin.  Pour  le  cas  de 
trois  variables ,  afin  d'achever  l'intégration,  on  a  recours  ordinaire- 
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meut  à  des  considérations  géométriques.  Je  suis  loin  de  blâmer  l'em- 
ploi de  ces  considérations  dans  des  questions  de  Mécanique,  qui  ne 
sont  en  grande  partie  que  des  problèmes  de  Géométrie  :  les  résultats 
obtenus  y  trouvent  souvent  une  interprétation  naturelle  et  simple, 
et  l'analyse  y  puise,  par  fois,  des  ressources  précieuses.  Mais  dès  que 
le  nombre  des  variables  principales  est  au-dessus  de  trois,  l'analyste 
ne  peut  plus  guère  compter  sur  les  secours  de  la  Géométrie  propre- 
ment dite.  Il  convient  alors  qu'il  se  crée  une  marche  purement  algé- 
brique. Celle  que  nous  allons  suivre  pour  intégrer  les  équations  dont 
il  s'agit  conduit  à  ce  résultat  remarquable  que,  quel  que  soit  le  nombre 
des  variables,  leurs  expressions  ne  dépendent  que  d'une  seule  fonction 
différentielle  de  la  variable  r  à  intégrer,  pour  chaque  forme  assignée 
à  la  fonction  R.  D'autres  voies  peuvent  fournir  le  même  résultat  ; 
mais  elles  m'ont  paru  présenter  une  assez  grande  complication,  lors- 
que le  nombre  des  variables  est  supérieur  à  trois. 

[2].    Considérons   donc  les  n  équations  différentielles   du    second 
ordre  de  la  forme 

d'u   dKu         d_v  dKv 

(0  ~I?    —    drr'       dV    ~~    Tri-  ' 

entre  les  n  quantités  u,  v,  x ,  jr,   etc.  et  la  variable  t. 

En   les  combinant  deux  à  deux,  on  formera,  par  l'élimination  de 

—     des  équations  telles  que 

dr 

vd-u  —  ud2v  xd'u  —  ud'x 

-3 =  O,       -r- =  o,   etc. 

de  *  dr  ' 

d'où  l'on  tire  les  intégrales  premières ,  en  nombre  n .  — - —  , 

vu!  —  uv'  =  constante, 

xû  —  ux'  =  const. , 

xv'  —  i>x'  =  const. , 
etc.  : 

selon  la  notation    ordinaire,    nous  avons  désigné,   pour    abréger, 
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dans  ces  formules,   par  u,   v' ,   x' ,  etc.  les  quantités  différentielles 

du      dv 

dt'    II  '    etC' 

La  somme  des  carrés  de  ces  équations  donnera 
(2)      (vu! —  uv'Y  -f-  (xu' — >  ux'Y  4-  etc.  -f-  Çxv' —  vx')'-\-  etc.  =  A% 

A*  représentant  une  constante  positive.  En  vertu  d'un  théorème  d'al- 
gèbre ,  on  sait  que  cette  somme  de  carrés  peut  être  mise  sous  la 
forme 

^1-H'+x*+etc.)(;*'*+</1-f-.r'a-f-etc.)— (uu'-\-w'-+-xx'-i-etc.)t—Al. 

En  multipliant  respectivement  par  du,  dv,   dx...,  les    équations 

proposées  et  les  ajoutant,    le    premier    membre    dud%u+d^'v+^- 

sera  la  différentielle  de  *'  +  ""  +x"+^3  +  etc-     et  le  second  mem- 

2 

bre  sera  aussi  la  différentielle  -j-dr  =  dK;  on  aura  donc  en  inté- 
grant, et  prenant  B  pour  une  constante  arbitraire  , 

u'  ■+■  v'%  -f-  x'1  +  y*  +  etc.  =  2(R  +  B). 

Substituant  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (2),  cette  valeur, 
et  pour  u*  +  v*  -\-  etc.  la  quantité  r*,  on  en  déduira 

1     (uu'  -f-  vv'  -f-  xx'  -f-  etc.)"  =  2f*(R  -f  B)  — Aa; 

/      ,  /      .  /  rdr 

mais  uu    -f-  w    -f-  etc.  =  rr  =   — -  ; 

partant  r—£-  =  ar1  (R  -f-  B)  —  A"  ; 

d'où  l'on  tire 

(5)  dt  =        '  J+ 

De  la   même  équation  l'on   déduit  encore 

—  =  2R  4-  2B  —  -  • 
dt'  2IX   T   2D   —   r,  > 
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étant  différentiée,  et  divisée  par  zdr,  elle  devient 


d*r  _     a?R     ,     A" 
d?    ~~     dr   ■+"     r8- 


On  peut  à  l'aide  de  cette  formule  éliminer  ^  de  la  première  des 
équations  (1)  ;  elle  donnera,  après  avoir  été  multipliée  par  r, 


rd'u  ud7r  A1      "    


mais 


Cette  équation  pourra  donc  être  mise  sous  la  forme 

iKpj  +  .^rf' 

ou    bien,  en   la  multipliant  par  - ;, 


A</tLA<?«WJ  r 

Elle  deviendra  plus  simple  en  y  employant  une  variable  auxiliaire  p, 
telle   que 

,  kdi Atfr  . 

(4)  d<P  =  —  -   JV^R  +  BÎf^Â1  ' 

car  elle  se  change  eu  celle-ci  : 

dJt£H  jl.  t  =  o , 

dq>   dç  r 

dans  laquelle  \  peut  être  considéré  comme  une  variable  principale 
à  détermine,  en  fonction  de  <p.  On  aura  de  la  même  manière 

d'^'.r)  .-  _  rf'frrîQ     ,     *  _  0     etc. 

— ^ï-  ■+•    -  —  o ,  dr      -r   r 
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[3].   Ces  équations  s'intègrent  séparément ,    et   en   désignant    par 
S>  h>g,>  h(>   gn,  hn>...  des  constantes  arbitraires  en  nombre  in, 


on  aura 


!"  7 

-  =  g  cos  <p  4-  h  sin  <p  , 

J,  =  S,  cos  <p  +  h,  sin  <p  , 

~  =  g/,cos<P  +  hnsm<p  , 
etc. 

De  l'équation  (3) ,  on  tire  par  l'intégration 

(6)  t  +  a==f^=^!—^^. 

J     l/ar'  (R  -f  B)  -  A' 


Le  second  membre  étant  une  fonction  de  r,  on  aura  par  cette  équation 
la  valeur  de  r  en  fonction  de  t  +  a.  L'intégration  de  la  formule  (4) 
donnera 


(7)  <p-f-e=/; 


kdr 


l/ar  (R  -+-  B)  —  A' 


au  moyen  de  laquelle  on  obtiendra  <p  en  fonction  de  r,  et  par  suite  en 
fonction  de  t  -J-  a.  Ayant  ainsi  r  et  <p  en  fonctions  de  t  -f-  a ,  les 
équations  (5)  donneront  les  valeurs  des  n  variables  u,  v,  x ,  y,. .  .  . 
en  fonctions  de  t-\-ct,  de  S,  de  A,  B,  et  des  m  constantes, 
%  •■  §1  >  ëa  >  '  •  •  n  >  ^/  »  h  n  •  •  •  •  '  c'est-à-dire  que  dans  ces  expressions 
il  entrera  2/2+4  arbitraires.  On  doit  en  conclure  qu'il  existe  entre 
ces  quantités  plusieurs  relations  ,  car  le  problème  n'admet  que  m  ar- 
bitraires. 

[4].  En  premier  lieu,  on  voit  que  la  constante  £  ne  fera  que  modi- 
fier les  arbitraires  g,  h,  glf  ht,  etc.,  et  que  par  suite  on  peut 
n'y  avoir  aucun  égard  en  la  traitant  comme  déjà  comprise  dans 
ces  arbitraires.  Ainsi  le  nombre  des  constantes  ne  doit  plus  comp- 
ter que  pour  m  -f-  5.  De  l'équation  '•*  =  '/"  +  v*  -f-  x'  -\-y%  -f-  etc.  , 

on  tire  1  =  —  -| — -  -f-  —  -f.  etc.  :  substituant  les  valeurs  du  -. 
-,etc.,donnéespar  les  équations  (5),  et  représentant  g*-f-g'-f-g',-f-etc. 

Tome  11— Décembre  ;S3n.  5- 
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par  2g*,  gh-\-  glhl  ~*~  etC-  »  Par  ^8^  >  etc>  »   on  aura 

i   =  cos'<p  2g*  +  sin*<p2/?*  -(-  2  si n<pcos  <p1gh. 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  pour  toute  valeur  de  <p ,  elle  en- 
traine les  trois  suivantes  : 

(8)  i    =  2g%      i   =  2Â*,     o  =1gh. 

Ces  égalités  limitent  les  2/z  +  3  arbitraires  qui  entrent  dans  les 
expressions  de  «.  c,  x,  j...  en  fonctions  de  la  variable  t,  à  in 
constantes  indépendantes. 

Pour  satisfaire  à  ces  conditions,  on  pourra  donner  aux  arbi- 
traires g,  g/t  gM,  etc.,  h,  ht,  ht  etc.,  une  forme  particulière  que  nous 
allons  indiquer  pour  le  cas  de  quatre  variables  u,  v,  x ,  y  :  cet 
exemple  suffira  pour  faire  comprendre  un  mode  de  composition  qui 
s'étend  à  un  nombre  quelconque  de  quantités  g,  h  ,  etc.  ,  etc. 
Nous  poserons  donc 

g  =  cosy,     gl  =  sin>  cos>/7      gh  =  smy  smy,  cos>„  , 

gni=  sin>sin>/Sin7/(;: 

quels  que  soient  les  angles  y,  yt ,  yn  qui ,  sont  en  nombre  4 —  i  =  3, 
on  a  manifestement 

g*  +  g:  +  g:,  +  gl,  =  i  • 

On  posera  aussi 

h  =  cos»,     ht  =  sin  «cos»,,     hfl  =  sin»  sin»/  cos»,,, 

hul  =  sin  »  sin  »,  sin  »„ , 

et  les  trois  nouvelles  arbitraires  »,  »,,»„  donneront  identiquement 
aussi  2#*  =  i  ;  il  ne  restera  plus  qu'à  satisfaire  à  l'égalité  2gA  =o, 
on  bien  à  l'équation, 

o=cos^  cos  y-f-sin  y  sinvicos^  cos»,+sin^  sin»  sin  ^sin  »,  cos^cos  in 

+sin^sin»  smyt  sin  »y  sin}/,,  sin  v\H, 

laquelle  déterminera  un  des  angles ,  par  exemple  y ,  au  moyen  des 
cinq  autres  y„  yn,   »,»,,  »„. 
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Si  le  nombre  des  constantes  g ,  g/f. . .  eût  été  cinq,  on  les  eût  com- 
posées ainsi  avec  quatre  arbitraires  y,  yt,  yn,  ym  : 

g=cosy,  gl=sinycosyt,gll=smysinylcosyll,glll=siay  sin^sin^cos^, 

g ,  v=siny  siny,  sin>/(sin>„; , 

et  de  même  pour  h,  ht,  etc.  Cette  manière  de  satisfaire  à  une  équa- 
tion de  la  forme  2g*  =  i  a  quelque  analogie  avec  la  formule  que 
M.  Poisson  a  donnée  dans  sa  Théorie  de  la  Chaleur ,  page  38. 
Les  m  quantités  g,  £,,•••  h,  hlf...  seront  donc  exprimées  au 
moyen  de  in —  i  arbitraires,  liées  entre  elles  par  une  équation, 
qui  réduit  le  nombre  des  constantes  indépendantes  à  in  —  3  :  les 
constautes  a ,  A ,  B  complètent  le  nombre  m. 

[5].  Nous  avons  fait  voir  que  l'intégration  des  équations  proposées 
entre  les  variables  u ,  v  ,  x  , .  .  .  dépend  des  deux  intégrales 


(6)  t  +  *  =  f 

(7)  <p  +  e  =  f- 


rdr 


S/ar^R  -+-  Bj  —  A.a 


A.dr 


r\Zw*(R  +  B)  —  A' 

Ces  deux  fonctions,  qui  semblent  indépendantes,  peuvent  néanmoins 
être  ramenées  à  une  origine  commune.  En  effet,  soit  S  une  fonction 
de  r  telle  que 


S=/^V^(R  +  Bj-A% 


il  est  évident  que  l'on  aura  par  des  différentiations  partielles  : 

,   ,  dS  ,     a  dS> 

(9)  <  +  a=5B>        ¥+«  =  -;£• 

[6].  Les  formules  que  nous  venons   d'exposer  montrent  que  les 
variables  u,  v,  x. . .   fournies  par  des  équations  de  la  forme 

d'u dK    u  d*v  df\  v 

IF  —    1?   ~r  '       ~dF    ~~    ~d?'r>      etC-' 

ne  dépendent  que  de  la  détermination  de  ia  seule  intégrale  S,  et  de 

59- 
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ses  deux  différentielles  relatives  à  A  et  à  B.  Ces  différentiations,  le 
plus  communément,  s'effectueront  sans  difficultés  et  sans  introduire 
de  transcendantes  supérieures  à  celles  dont  S  sera  composé  :  nous 
disons  le  plus  communément ,  car  il  y  a  des  cas  où  cet  énoncé  ne  sera 
pas  exact,  et  où  le  calcul  de  la  différentielle  d'une  fonction  introduira 
des  fonctions  d'un  ordre  de  difficulté  ou  de  complication  autre  que 
celui  des  fonctions  différentiées. 

Des  recherches  sur  la  théorie  de  la  variation  des  arbitraires  dans  les 
questions  de  Mécanique ,   appliquées  au  problème  d'un  point  attiré 

vers  un  centre  fixe  par  une  force  ■=- ,  m'avaient  conduit  aux  équa- 
tions (9)  pour  le  cas  de  trois  variables  u  ,  v ,  x  seulement.  Mais  il  me 
fut  facile  d'y  reconnaître  un  corollaire  d'une  proposition  générale 
énoncée  par  M.  Jacobi,  et  relative  à  l'intégration  des  deux  équations 
du  mouvement  d'un  point  qui  doit  demeurer  dans  un  plan.  Ce  résul- 
tat reçoit  ici  une  extension  de  généralité  notable ,  en  ce  qu'il  s'ap- 
plique à  un  nombre  quelconque  d'équations  différentielles  du  second 
ordre  de  la  forme  particulière  dont  nous  nous  occupons. 

[7].   Nous  avons  trouvé  ci-dessus  que  l'équation    j-j-  =  —  .  -  se 
transforme  en  r—  j\         "        |  -f-  -  =  o,  par  cela  seul    qu'il  existe 

entre  r  et  t  la  relation     t  ~\- a  z=.  / —  —  -  ,      c'est-à-dire 

J  l/ar1  (R  -f-  B)  —  A~ 

que  r  est  une  fonction  de  t  -f-  a  déterminée  par  cette  équation  (6)  ; 
et  qu'en  employant  la  variable  auxiliaire  <p  de  la  formule  (7),  la  même 
équatio7i  devient 

<i2  (u'.r) 


dont  l'intégrale  est 


4-  -  =  o 


u  =  r[gcos<p  -f-  Asin<p]. 


Il  en  résulte  que  cette  dernière  équation  doit  être  considérée  comme 
l'intégrale  générale  de  l'équation   -£  =  -^  -  dans  laquelle  la  quantité 

d~  sera  une  fonction  donnée  de  t+a,  A  et  B.  Alors  g  et  h  seront 

rdr 
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les   deux    constantes    arbitraires  exigées  par  l'ordre  de    1  équation. 
Afin  de  donner  un  exemple , nous  supposerons   R  =  —  et  1  équation 

à  intégrer  sera  -j-  -f-  —^--=.0 ,  /'  étant  donnée  en  fonction  de  t  par  l'é- 
quation £-f-a  =  I  —  ' "'  _ .    Pour   rentrer  dans    des   foi 


.   .  H  rdr 

tion  t-{-ci=  I  —  ■ 


mules  usuelles,  nous  écrirons  B  = ,     et    Aa  =  ma(i  —  e*)  : 

l'équation  d'où  dépend  r  sera  alors  t-\-  0.—  /  —  ■■ .    On 

posera  ici ,  à  l'ordinaire , 

a  —  /'  :=  ea  cos  4,      ou      r  =  rt(i  — ecos-vj,), 

■vj,  étant  une  nouvelle  quantité  auxiliaire,  connue  des  géomètres  sous 
le  nom  d'anomalie  excentrique  ,  dans  la  théorie  du  mouvement  el- 
liptique; de   là    il   suit  que 

t-\-  a.z=j    -^=  d-\,{i—  ecosv},),  ou  4 — e  sm  4=(H-a)  t/ -  ; 

équatiou  dont  on  devra  tirer  la  valeur  de  -\>  pour  la  substituer  dans 
celles  de  /•,  et  de  <p  exprimée  en  r.  Mais 

1    A     ,   \/ ma{\  —  e')a^4(i — e  cos  4)  V  « — e'.d^  _ 

**'  Vm.a1  (i—e  cos  4)*  i— ecos4' 

il  s'ensuit  que  tang?  =  ^/L±-f.tang  ? ,  en  négligeant  la  cons- 
tante que  l'intégration  aurait  pu  introduire.  D'après  cette  formule, 
on  aura 

cos<p  =    cos^-e    —   "(co^-ij) 
i  —  ecos4  r 

sin  (»   =  S'n^V^1  —  é' asin-lt/i  —  e' 

i  —  e  cos  4"    """"  r 
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L'intégrale  de  l'équation  proposée  étant 

u  =  r(g  cos  <p  -\-  h  sin  <p)  , 
pourra  encore  être  écrite  ainsi  : 

u  =  ag  (cos  4  —  e)  +  ah  sin  -^\/j  —  e1  ; 

où  l'on  n'a  plus  qu'à  remplacer  4  par  sa  valeur  en  t.  Cette  substitu- 
tion exigerait  la  résolution  de  l'équation 


4  —  esin4  =  ('  +  «)  \/-% 


que  l'on  ne  peut  obtenir  que  par  la  voie  des  séries  et  sous  de  cer- 
taines conditions  limitatives  de  la  grandeur  de  e.  Néanmoins  on  ob- 
tiendra l'intégrale  ou  la  relation  cherchée  entre  t  et  la  fonction  u, 
de  la  manière  suivante.  Remplaçons  d'abord  les  constantes  g  et  h 
par  deux  nouvelles  arbitraires  y  ,  «  telles  que  ag  =  y  cos  « , 
dfi  \J\  —  e*  =  y  sin  »  ;  et  par  suite  ,  nous  pourrons  écrire  ainsi 
l'équation  entre   4  et  u  , 

cos  (4  —  n)  =  ecos»  -j — . 

De  celle-ci  on  tire 

4  =  »    -f-  arc  (cos   =  -  -f-  ecos*). 

Cette  valeur  de  4  mise  dans  l'équation  en  4  et  t  lui  donne  cette 
autre  forme 

(7  4_  a)  \f™  =  »  4-  arc  (cos  =  -  -f-  ecos») —  e  sin  «  (-  H-  e  cos»  j 

—  ecos  »  i/ 1  —  f-  -f-  e  cos  M  J  • 

De  cette  égalité  il  sera  facile  de  faire  disparaître  la  fonction ..... 
arc  (cos  =  -  +  e  cos  »  J  en  l'isolant  dans  un  seul  membre ,  puis  en 
prenant  les  cosinus  des  deux  membres:  ce  résultat  sera  l'intégrale  gé- 
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du 


nérale  de  l'équation  différentielle   du  second  ordre   — -  -4-  —  ==  o  . 

dO  r 

r  étant  une  fonction  de  t  donnée  par  les  formules 

r=a(i — ecos4)>     -\>  —  e  sin  4  =  (t  +  a)y—  > 

dont  on  doit  éliminer  la  quantité  auxiliaire  -\|,  :  les  constantes  y  et  v 
seront  les  deux   arbitraires  de  l'intégration. 

[8].  INous  venons  de  trouver  l'intégrale  de  l'équation  linéaire  du 
second  ordre  ^  =  ^  .  -,  où  /représente  une  fonction  de  t  dépen- 
dante de  la  résolution  de  l'équation 

(6)  t  +  a  =/ 


lAr'CR-f-B)—  X~  ' 


dans  cette  dernière  formule  la  quantité  A?  semble  devoir  être  essen- 
tiellement positive  pour  que  <p  ne  soit  pas  imaginaire.  L'équation  dif- 
férentielle s'intègre  néanmoins,  mais  avec  quelques  modifications 
dans  la  forme  des  résultats,  lorsque  la  formule  (6)  est  remplacée 
par  la  suivante  où  l'on  supprime  B  qui  peut  être  compris   dans  R. 


(6')  t  +  *  =f- 


rdr 


V/ar'  R  +  A* 
En  effet,  de  celle-ci,  on  tire 

£  =  -R  +  %  ■> 

de  '       r'  ' 

par  la  différentiation ,  et  après  avoir  divisé  par  idr ,  on  aura 

rfv  dR  Aj 

de    ~~    dr  r'  ' 

En  éliminant  -j    de  l'équation  proposée,  à  l'aide  de  la  précédente  - 

elle  deviendra 

d?u  cpr  A'      u  

df  dC  r*   '  r   ~~~       ' 
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à  laquelle  on  donnera,  comme  ci-dessus  (..),  la  forme 


r-      d  r~r1d/u\~~l  u  

F  *  di  Lli\?)j  "     F  ~  °  ' 


ou  bien,  en  posant  encore     <7<p,  =  —  =  — 


r\/ir*  R-f-  A2' 


,,  ,  .  ,  dd{u'.r)  u 

1  équation    se  change   en    -^- -  =  o  ; 

alors   elle   a  pour  intégrale 

~  =  ge'    +  hè?', 

g  et  h  étant  deux  arbitraires,  e  la  base  hyperbolique;  et  la  quantité 
auxiliaire  <p,  étant  donnée    par  l'égalité 

K  =  r    Arfr 

^  r  V/  2r2  R  -f  A2 

On  serait  arrivé  au  même  résultat  en  passant  du  réel  à  l'imaginaire 
dans  les  formules  du  cas  que  nous  avons  traité  en  premier  lieu ,  et  où 
A*  avait  le  signe —  sous  le  radical:  il  aurait  fallu  pour  cela  remplacer, 

dans  les  formules  ,  /'  par  /V — 1  ,  R  par  R  V* — i  ,  <P  par  <p\/ —  i , 
et  enfin  changer  sin  (<p  \/ — i)  et  cos  {<p\/ — i)  en  exponentielles 
réelles. 

On  ne  connaît  qu'un  petit  nombre  d'équations  différentielles  du 
second  ordre  intégrables.  J'ai  cru  devoir  appeler  l'attention  des  géo- 
mètres sur  l'équation  linéaire  -3—  =  -^-  u,  où  r  dépend  de  t  selon  la 

formule  t  =  f — =LJ= ,  parce  que  cette  classe  est  fort  étendue ,  R 
J  l/ar-R-f-A2 

étant  une  fonction  indéterminée  de  r  :  elle  comprend  l'équation  li- 
néaire à  coefficient  constant. 
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SOLUTION 

D'un  Problème  de  Probabilité,  relatif  au  Jeu  de  rencontre; 

Par  E.  CATALAN , 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


i .  Une  urne  contient  m  boules  marquées  a  ,  b,  c  ,d ,.  . . ,  que  l'on 
tire  toutes  successivement ,  pour  les  remettre  ensuite.  Quelle  est  la 
probabilité  que ,  dans  deux  tirages  consécutifs  ,  n  boules  sortiront 
dans  le  même  ordre  ? 

Supposons  que  l'on  fasse  le  premier  tirage,  et  qu'à  mesure  que  les 
boules  sortent  de  l'urne,  on  écrive  leurs  noms  sur  une  même  ligne; 
supposons  aussi  que  la  même  chose  ait  lieu  pour  le  second  tirage, 
et  que  la  seconde  ligue  soit  écrite  au-dessous  de  la  première.  On  ob- 
tiendra de  la  sorte,  deux  suites  composées  chacune  de  m  lettres,  et 
qui  seront  par  exemple  : 

1"  "rage g,  a,  h,  l,  i,  c,  e,  d, (1) 

2e    tirage i,    l,   h,  g,  b,  d,   e,f, (2) 

J'appellerai  correspondance  la  rencontre,  au  même  rang,  de  deux 
lettres  semblables:  ainsi,  les  lettres  h,  e  forment  deux  correspon- 
dances. 

La  question  revient  alors  à  celle-ci  : 

Quelle  est  la  probabilité  qu'en  écrivant  au  hasard  les  suites  (1)  et 
(2) ,  composées  des  mêmes  lettres ,  on  obtiendra  n  correspondances  ? 

Écrivons  arbitrairement  la  première  ligne  ;  puis,  pour  former  la 
seconde,  commençons  par  faire  correspondre  n  lettres;  nous  devrons 
ensuite  écrire  les  autres  m — n  lettres,  de  manière  qu'elles  ne  présentent 

Tome  II.  —   DtcEMDfiE  1837.  60 
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aucune  correspondance  :  je  désigne  pour  un  instant  par  Xm_„  le  nombre 
de  solutions  dont  celte  question  est  susceptible. 

Nous  aurons  alors ,  pour  n  correspondances  désignées  ,  Xm_„  sys- 
tèmes. Et  comme  les  n  lettres,  au  lieu  detres  désigne'es ,  sont  quel- 
conques, le  nombre  Xm_„  doit  être  multiplie  par  le  nombre  des  com- 
binaisons de  m  lettres,  prises  n  an;  quantité  que  je  désignerai  par 
Cm,„. 

Ainsi ,  pour  un  arrangement  quelconque  des  lettres  de  la  première 
ligne,  il  y  en  a  Cm  „  X  Xr,_„  des  lettres  de  la  seconde,  pour  les- 
quels n  lettres  correspondent.  De  plus,  les  lettres  de  la  première  ligne 
pouvant  être  disposées  d'autant  de  mauières  que  l'indique  le  nombre 
des  permutations  de  m  lettres,  prises  toutes  ensemble,  il  s'ensuit  que 
le  nombre  des  chances  favorables  à  l'événement  demandé,  est 

P«.Cmi„.Xm_„.  (3) 

Le  nombre  total  des  chances  est  évidemment  (PmY  :  donc  la  probabi- 
lité cherchée  a  pour  expression 

Cm,„.Xm_„  ' 


ou  bien,  en  mettant  pour  Cm  „  et  P„,  leurs  valeurs  connues, 

Xm.„ 

.  i .  3  .  .  .  n .  î  .  2  . 3 .  .  .  (m  —  n) 


P  = < ^=s — ; ;•  (5) 

r  i.2. 3.. .n. 1.2. 3. ..(m — n)  *>   ' 


2.  Déterminons  Xm_„. 

En  remplaçant  m —  n  par  ,w,  la  question  peut  être  posée  de  cette 
manière  : 

Les  fjt,  lettres  a ,  b _,  c ,  d ,. .  .h  ,  i  étant  écrites  sur  une  même  ligne, 
trouver  de  combien  de  manières  l'on  peut  former  une  seconde  ligne  de 
ces  mêmes  lettres ,  avec  la  condition  qu'aucune  d'elles  n'occupe  le 
même  rang  dans  ces  deux  lignes. 

Cette  quantité  sera  désignée  par  X/«. 

Supposons  cette  opération  déjà  effectuée  pour  les  p.  —  i  lettres 
a,  b,  c, . .  Ji;  et  considérons  l'uu  quelconque  de  ces  systèmes  : 

ire  ligne a,  b,  c,...h,      j 

2r  ligne g,  d,  a,...c.        ] 
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Apportons  la  fjJ  lettre  i  à  la  fin  de  chaque  ligne;  puis,  dans  la  se- 
conde, changeons  successivement  chacune  des  jx — i  lettres  qui  y 
entrent,  en  i,  et  réciproquement. 

Il  est  visible  que  nous  obtiendrons  delà  sorte,  fi. —  i  systèmes, 
qui  feront  partie  des  X^,  systèmes  demandés. 

Considérons  encore  deux  lignes  de/* —  i  lettres,  parmi  lesquelles  il 
y  ait  i  correspondance  ;  par  exemple  : 

irc   »"gne a,  b,  c,  d,...h,\  ,  . 

2e    ligne a,  f,  d,  b  ,. .  .c.  f 

Écrivons  la  fi'  lettre  i  à  la  fin  de  chaque  ligne;  puis,  dans  la  se- 
conde, changeons  i  en  à;  nous  aurons  encore  un  des  arrangements 
cherchés.  Nous  pourrons  faire  la  même  chose  pour  chacune  des  /j.  —  i 
lettres  a,  b,  c,.  .  .h;  et  comme ,  pour  une  lettre  qui  correspond,  il 
en  reste  fjt,  —  2,  que  l'on  peut  intervertir  d'autant  de  manières  que 
l'indique  X^—,  ,   il  s'ensuit  que 

X/l  =  (^-i)(X^  +  X^).  (8; 

est  évident  que  X,  =  o ,  et  Xj,  =  1 .  On  a  ensuite  X3  =  2  . 1  =  2  , 
X4  =  3(2H-i)  =  9,  X5  =  4(9+2)  =  44,etc. 

Ou  voit  donc  que  la  suite  des  termes  X,,  Xa,  X3, . .  .  X^—2,  X^—i , 

Xp, forme  une  série  dans  laquelle  un  terme  quelconque  est  égal  à 

la  somme  des  deux  précédents ,  multipliée  par  le  rang  du  terme  qui 
précède  celui  que  l'on  cherche. 

3.  On  peut  transformer  la  formule  (8)  en  une  autre  plus  simple  : 
D'abord,  pour  la  symétrie  du  calcul,  posons  X„  =  1  :  cette  valeur 

satisfait  à  la  loi  générale ,  car  alors  X,  =  1  (X,  -+-  X0). 

Ensuite,   en  changeant  dans    la  formule   ci-dessus,  ft  en   /a — 2, 

ft. — 4>-  •  •  et  supposant  ix,  pair ,  nous  aurons 


x^  =  (jk  —  OC^-p-1  +  x^-o), 

X^_2  =    (/A  3)(Xf,_3  "+"  XA— 4)  > 

X,  =  3(X3-f-  X.), 
X.  =  i(X,+  1). 


(9) 


60. 
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La  somme  de  toutes  ces  équations  est 

X^=(^-i)X^_,+(At—  2)X,,_a+...+  3XH-2X.-HXl+i.  (.o) 
Changeant  \x  en  (/x  —  i),  nous  aurons,  (fx —  i)  étant  impair, 

X^_,  =  (/a-3)XM_,+....+  3X3  +  2Xa-f-  iX,;       (il) 
d'où 

X^    =    fxX^,     +     i. 

fj.  étant  impair,  nous  obtiendrions  de  même 
X^  =  /xK.ft-l  —   i. 
La  formule  générale  est  donc 

Xp    =   //-X^-r    dz     I  ,  (12) 

en  prenant  le  signe  supérieur  si  jx  est  pair. 

On  voit  donc,  que,  pour  obtenir  un  terme  quelconque,  il  suffit  de 
multiplier  son  rang  par  le  terme  précédent ,  et  d'ajouter  ou  de  retran- 
cher l'unité. 

La  valeur  de  X,„  croit  très  rapidement  avec  fx.  :  on  a  X,  =  o, 
X,=  i,  X3=2,  X4=9,  X5=4/,,  X6=265,  X7=i854,  Xs=i/f835, 
X  =i53  4g6,  XIO=i  354961 ,  X„=i46S4570,  X11=1762i4S4i, 
X, 3=2 290  792  952,  X,4=32  071  101  049,  X,5=4Si  o665i5  754,  etc. 

4-  Déterminons  le  terme  général  X^  seulement  en  fonction  de  a. 
En  changeant  dans  l'équation  (12),  fx  en  fx  —  1  ,  (x  —  2 , .  .  .    nous 
ohtiendrons  les  /x  -f-  1  équations, 

Xp     =55  txHp-i  d=  1, 
X^_,=  (fx —  1)  X^.a  =p  1  , 
X/U_2=  (/x  —  2)Xn-i  d=   1, 

Xs  =  3Xa  —  1  , 
X^sX.  +  i, 
X,  =  1  X0  —  1 , 
X0  =  1. 


(i3) 
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Multipliant  alors  la  2'  équation  par  p.,  la  5'  par  ia((jl — 1),  etc.  ; 
il  vient ,  en  ajoutant  les  produits  : 

— /*.(/*—  i)...3.a+|u(At—  1).. .3.2.1.    J     V4 

Donc  X,,  <?.$■£  egaZ  À  la  différence  entre  le  nombre  des  permutations  de 
u  lettres  prises  en  nombre  pair,  et  celui  des  permutations  de  ces 
mêmes  lettres  prises  en  nombre  impair. 

5.   La  valeur  de  X^  peut  se  mettre  sous  la  forme 


X„  = 


...(fx—x)u[i—-+- —.+. .  .± — ^ — r~](i5). 

s/^      '   L        1      1.2      1.2.3  i.2.3...g«-0i«_|v     ' 

La  série  entre  parenthèses  a  une  analogie  remarquable  avec  le  dé- 
veloppement de  la  base  des  logarithmes  népériens  :  on  sait  que  ce  dé- 
veloppement a  pour  valeur  la  limite  de  f  i  -j — J  .  De  même,  la  série 
ci-dessus  a  pour  valeur  la  somme  des  w-f-  1  premiers  termes  du  dé- 
veloppement  de  f  1 J  ,  après  qu'on  y  a  fait  ;/  infini. 

En  négligeant  les  puissances  supérieures  à  la  première,  on  a 
=  1 :  il  s'ensuit  qu'en  désignant  à  l'ordinaire  par  e  la  base 

des  logarithmes  népériens,  la  série  ci-dessus  est  le  développement  de 
-  ,  limité  aux  ju  +  I  premiers  termes.  C'est  ce  qui  devient  évident  si 
l'on  prend  la  relation 

e1  =  1  +-  +  —  +    -ïL  + (.6) 

I  1.2  1.2.3  ^        ' 

et  si  l'on  y  pose    x  =  —  1 . 

Il  s'ensuit  aussi  que  la  valeur  limite  de  X^,  est 

i,a.34...Q«— i)fi 

; •  l'7; 

Comme  la  série  (i5)  est  très  convergente,  la  valeur  (17)  est  très  ap- 
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prochée,  dès  que  m  dépasse  une  certaine  limite,  qui  n'est  pas  élevée. 
En  faisant  le  calcul,  on  trouve  que,  pour  «>  i5, 

~e   =  o;367  879  441    19....  (18) 

Donc  aussi ,   pour   u  >■  j  3  , 

X,,  =  0,367  879  44 l    19  X  1 .2.3. . .(« — i)m.         (ig) 

Enfin ,  si  l'on  met  pour  le  produit  des  u  premiers  nombres  uaturels , 
sa  valeur  approchée,  on  aura,  à  fort  peu  près, 

5.  Reveuant  au  problème  qui  fait  l'objet  de  cette  note  ,  nous  aurous, 
en  remplaçant  X„,_„  par  sa  valeur,  dans  la  formule  (5)  : 

P  =  i.2.3...(n—  ipL1  7"*~T72  1.2. 3. ..(m—  n—  i)(m— n)J  '     '*'' 

pour  l'expression  exacte  de  la  probabilité.  Lorsque  m  —  n  dépasse  i5, 
la  valeur  très  approchée  est 

_  0,367  879  44,  19 
^  —     i.a.3...(n—  i)re  *  l      > 

Prenons   pour   exemple    771  =  20,    n  =  5,    m  —  n=i5;    les    for- 
mules (21)  ou  (22)  donnent  également 

p  =  o,  oo3  o65  662. 

6.  Cherchons  la  probabilité  que,  dans  les  deux  tirages,  aucune 
lettre  ne  sortira  au  même  rang.  Posant  n  =  o  dans  la  formule (2 1),  il 
vient  pour  la  probabilité  demandée  , 

P'=    '    -    î  +  ri—  •••±,.».3...(m-)m-  i2V 

Et  si  m  est  infini , 

P'  =  ;  (24) 
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Telle  est  la  probabilité  que ,  dans  deux  séries  des  mêmes  événements 
indépendants  les  uns  des  autres,  et  en  nombre  infini,  aucun  événe- 
ment n'arrivera  dans  le  même  ordre. 

Si  de  l'unité  nous  retranchons  p,  nous  obtiendrons ,  pour  la  pro- 
babilité d'au  moins  une  correspondance  dans  les  deux  tirages  successifs, 

P"   =  ~-  (») 

Cette  probabilité  est  celle  du  jeu  de  rencontre ,  qui  consiste  en 
ceci  : 

Deux  joueurs  ont  chacun  un  jeu  de  cartes,  complet;  chacun  d'eux 
tire  successivement  une  carte  de  son  jeu,  jusqu'à  ce  que  la  même  carte 
sorte  en  même  temps,  des  deux  côtés.  L'un  des  joueurs  parie  qu'il  y 
aura  'rencontre;  l'autre  parie  le  contraire.  En  supposant  le  nombre 
des  cartes  infini,  il  est  clair  que  la  probabilité  du  premier  est  p",  et 
celle  du  second  ,  p'. 

On  a 

p"  =  o,652. ...     p1  =  o,568. . .  ; 

et  comme  ces  valeurs  sont  fort  approchées  lorsque  m  est  plus  grand 
que  1 3,  il  s'ensuit  qu'on  peut  les  regarder  comme  exactes ,  même  pour 
un  jeu  de  5  2  cartes  (*). 

7.  Le  problème  (1)  présente  une  circonstance  assez  remarquable: 
la  valeur  (22)  ne  contient  en  dénominateur  que  la  variable  n.  Quant 
au  numérateur,  on  vient  de  voir  qu'aussitôt  que  m  —  «dépasse  i5, 
il  reste,  à  fort  peu  près,  constant.  Donc  aussi,  la  probabilité  demandée 
est,  presque  rigoureusement,  indépendante  du  nombre  de  boules  que 


(*)  Le  problème  dont  je  m'occupe  ici,  m'avait  e'te'  propose',  il  y  a  plus  de  deux 
ans,  à  l'École  Polytechnique.  Ce  n'est  qu'après  en  avoir  envoyé'  la  solution  à 
M.  Liouville ,  que  j'ai  appris  qu'Euler  s'était  occupe'  du  problème  des  rencontres, 
qui  est ,  comme  on  le  voit,  un  cas  très  particulier  du  mien. 

On  trouvera  la  solution  d'Euler  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  . 
anne'e  1751.  On  pourra  consulter  aussi  le  Calcul  des  Probabilités  de  Laplace, 
p.  217  ,  et  le  tome  XII  des  Annales  de  Mathématiques.  Je  n'ai  eu  connaissance 
de  tout  cela  que  depuis  peu  de  temps. 
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contient  l'urne:  elle  dépend  seulement  de  la  quantité  de  houles  qui 
doivent  sortir  aux  mêmes  rangs ,  dans  les  deux  tirages. 

8.  Dans  la  formule  (22),  faisons  varier  n  de  o  à  m,  et  ajoutons 
tous  les  résultats  :  la  somme  est  évidemment  l'unité,  qui  est  le  sym- 
bole de  la  certitude.  Donc 


(26) 


_.„,  i  1.2  1  .2.3.  .  .  (m  —  n)' 

1    =  20  


1 . 2 . 3 . . .  n 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

I==1('+l+ri+--  '  ..  J...  J-K'+T+TV^-'+r^-^ô) 

^  1.2.3.4.  ..  (w  — 1)  V   ~T~~i)  —  ,.2.3  ...  (m  —  1)  m' 
Multipliant  les  deux  membres  par   1  .2.5.  .  .{in —  i)>n,  elle  devient 
1 .2.3..  (m — i)m=[i+m-}-7?i(m — 1)+. .  .+/«(/« — i)(m— a)...3.a.i] 
—  -  [  i-f-(m- 1  )-{-('""-  '  )('"-2)+-  •  •+('*" —  »  )  (m — 2)-  •  •  5 . 2 . 1  ] 

_j_™  ^ZL'[I-|-(Hi_2)_|-^7i_2)(m-5,)-r-...-f-(7?Z-2)(m-5)..  3.2. 1] 


mm  —  1 


Si  l'on  représente  par  S„  la  somme  des  nombres  de  permutations  de 
n  lettres,  prises  o  a  o,  1  à  1  ,  2  à  2, .  .  .  n  à  n,  cette  équation  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

1 . 2 . 5 . . .  {m- 1  >H=Sm— C, , .  Sm_,+Cm,a .  Sra_,— .  • .  zpCm, .  •  S,=fc  1 .  (28) 

L'équation  (27)  exprime  un  théorème  sur  les  nombres,  l'équation  (28) 
un  théorème  sur  les  combinaisons. 

9.  Je  supposerai  maintenant  qu'au  lieu  d'extraire  toutes  les  boules 
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de  l'urne,  on  n'en  tire  qu'un  nombre  t.  Le  problème  i  se  change  en 
cet  autre ,  plus  général  : 

Quelle  est  la  probabilité  que _,  dans  deux  tirages  consécutifs  d'une 
urne  contenant  m  boules  marquées  a ,  b,  c , .  .  .  h  ,i ,  dont  il  en  sort 
t  à  chaque  tirage,  n  lettres  sortiront  dans  le  même  ordre? 

En  suivant  la  même  marche  que  précédemment,  l'on  voit  que, 
après  avoir  fait  correspondre  «lettres  dans  un  système  de  deux  lignes, 
il  reste  à  placer  dans  chacune  d'elles,  t  —  n  autres  lettres,  prises 
parmi  les  m — n  restantes;  et  cela  ,  avec  la  condition  qu'il  ne  se  pré- 
sente plus  aucune  correspondance.  Supposons  pour  un  instant  que 
cette  opération  a  été  effectuée  de  toutes  les  manières  possibles,  et 
désignons  par  Ym_„   ,_„  le  nombre  des  systèmes  ainsi  obtenus. 

Actuellement,  les  n  lettres  correspondantes  pouvant  être  quelcon- 
ques, et  pouvant  occuper  t  places,  il  s'ensuit  que  le  nombre  ci-dessus 
doit  être  multiplié  par  CmB.P,,.  Les  chances  favorablesà  l'événement 
demandé  sont  donc  en  nombre  Cm  „.P,  „.  Y„_„  ,_„.  Le  nombre  des 
chances  possibles  est  (Pm  ,)2.  La  probabilité  cherchée  a  donc  pour 
expression 

P  =  (P^F (29) 

10.  Déterminons  Ym_„  ,_„. 

En  remplaçant  m  —  n  par  //,  et  t — n  par  a,  la  question  revient  à 
ceci  : 

De  combien  de  manières  peut-on  former  deux  lignes  composées  de 
a,  lettres  ,  prises  parmi  [A  lettres  données ,  avec  la  condition  qu'aucune 
lettre  n'occupe  le  même  rang  dans  les  deux  lignes?  Ce  nombre  sera 
représenté  par  Y^,,. 

Soient  les  /v.  lettres  a,  b ,  c ,  d.  ,  .g ,  h.  Considérons  l'un  quelcon- 
que des  systèmes  de  deux  lignes  formées  seulement  de  a —  i  lettres, 
système  qui  n'a  aucune  correspondance,  et  qui  sera,  pour  fixer  les 
idées  : 

a  ,  f,  i,  b   e, 

g  y  i ,  a  ,  h   ....   d.  (5o) 

A  la  fin  de  chacune  de  ces  deux  lignes,  apportons  l'une  quelconque 
des/t  —  (a —  i)  lettres  qui  n'y  entrent  pas:  par  exemple,  g  pour  la 

Tome  II.  —  Decemjre  1837.  6l 
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première,  et  c  pour  la  seconde.  Nous  aurons  alors  deux  lignes  de  a 

lettres;  savoir 

a,  f,  i,  b   .....  e,  g, 

g,  i,  a,  h d,  c.  (5i) 

Il  est  visible  que  ce  système  sera  l'un  de  ceux  demandés ,  sauf  le  cas 
où  les  deux  lettres  introduites  seraient  semblables  :  nous  reviendrons 
sur  celte  circonstance. 

En  n'en  tenant  pas  compte,  nous  voyons  que,  pour  un  système  de 
(a. —  i)  lettres,  nous  en  obtenons  (fx.  —  a  +  i)a  de  a  lettres.  Et 
comme  le  nombre  des  systèmes  de  a  —  i  lettres  est  représenté  par 
YUj  *_, ,  celui  des  systèmes  de  a  lettres  le  sera  par  (/jl — a-|~i)".\ 'J.x— ,, 
dont  il  faut  actuellement  retrancher  le  nombre  des  systèmes  composés 
de  lignes  terminées  par  une  même  lettre. 

Or,  si  nous  avons  placé  une  même  lettre  a  à  la  fin  de  deux  lignes 
de  a. —  i  lettres,  c'est  parce  qu'elle  n'y  entrait  pas  encore  :  ces  deux 
lignes  peuvent  donc  être  considérées  comme  composant  l'un  des 
systèmes  de  et  —  i  lettres ,  prises  seulement  parmi  les  i*.  —  i  autres 
lettres  b ,  c,  d ,  . .  .h.  Donc,  parmi  les  systèmes  obtenus  tout-à-1'heure, 
il  y  en  a  Yy  _  , ,  * _ i  terminés  par  a,  a,  autant  par  b,  b,  etc. ;  en  tout, 
li.Y  tt_  i,a_  i  systèmes  à  rejeter.   JNous  avons  donc 

Yu,a=  (fi  —  a+  i)»  Y,,.-,-  f*.  Yu_r,tt_,.         (3a) 

1 1.  Avant  d'aller  plus  loin  ,  remarquons  que,  pour  la  symétrie  des 
calculs,  on  peut  supposer  Y^^Y,-,,  0  =  t  :  car  alors,  en  faisant 
oc  =  i  clans  la  formule,  il  vient 

Y^,  ,  =Le  —  fj.  =  ix{fx,—  i). 

Il  est  évident  eu  effet  que,  si  chaque  ligne  ne  contient  qu'une  lettre, 
le  nombre  des  systèmes  est  égal  au  nombre  des  permutations  de  u 
lettres,  prises  2  à  2. 

Maintenant,  changeons  a  en  a —  1,  a.  —  2,  ....  3,  2,  1,  nous 
obtiendrons  les  a  équations 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  479 

Y„,  f==  O  —a  +  i)«  .  Y„, a_,  —  fA. .  Y„_,,  «_, , 
Y^  ;  «_,  =  (/*  — a  +  2)* .  Y^  f  a_2  —  ai  .  Y,,-,,  a_2, 
Y^a-2  =  (a—  a  -f  3)° .  Y^  tt-3  —  &  .  Y,,-  ,,  a_3,   , 

Y^a=  (^-i)'.Y,;a  — w.Yy_I)r, 
Y^j,  =  w*.  1   —  /«  .  1  • 

Multiplions  la  seconde  équation  par  (/u, —  ct+  i)a,  la  troisième  pai 
(f*  —  a  -f-  iy.(/u — a  +  2)%  etc.,    puis  ajoutons.  Il  vient 

Yf/>x  =  (/u./u —  i.fji —  s.  .  .ju—a-jr  i)5  —  /a.  [Y/,-,,,-,    ) 
+(/M-a+i)%_I;tt_2+(At— a+i)»(w_  a  +  2)^^, ,  a_3  S    (54) 
4-  ..  .-f-  (yw. —  a+i)*.^  —  «+  2)» (!*— 1/]  J 

Cette  équation  aux  différences  finies,  est  plus  compliquée  que  l'équa- 
tion (52);  mais  elle  va  nous  conduire  facilement  à  l'expression  géné- 
rale de  Y/,,*. 

Pour  cela,  posons  successivement  a=  1 ,  2,  5,  ..  dans  cette- 
équation,  et  dans  celle  que  l'on  en  déduit  en  changeant  u  en  u — 1  : 
nous  obtiendrons  : 

pour  a  =  1 ,    Y^,  =/u'  — /u,  Y,,,,  =  /u(/u  —  1) 

et     \H._ulz={fj. —  !)[^x~-  i)—i], 

a=  2,  Y^  =^'(/w— 1)»— ^[(ac—  i)*— (/«— i)  +  (m~i)''1 
=  /^C«—  0'  —  yw[2(Ai—  i)*  —  O—  0] 

ou     Y^a  =/-i(y« —  0  [/"(/" —  O-  2(^—  0+  >  ]» 

Y^b— i,a    =  (At l)(A« 2)[(aC— l)(At— 2)— 2(«— 2)-f-lJ, 

a  =  3,  Y/,,3  =  Ata(« —  O'C/14 —  2)"  —  /"[(.** —  O'C"  —  2)a 

—  2( /y. —  1  )'(/* — a)*+(  At —  1  )  f  A* — a)+(  A£- 1  )'(  f*-i) 

—  (/*—  i)(A---2)a+(Ai-2)'(«-i)'] 

=  iu'(/u—  i)'(aî  —  2)* —  A4  [3  (  «  —  0*  (M  —  2/ 
—  3(yw— i)(w  — 2)a  +  (At— OC'-*- 2) 

61.. 
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Y  =«(«—  i  )(« — 2.)[f4jA—  OC"— 2) — 3C«—  »  )(/"—  2) 

+  3(,w— 2)— i], 

a  =  4,  ¥^4  =/w(^/.—  i)(m— 2)C,m— 3)[>(>—  0(/"— 2X«— 3) 
—  4(|«—  i)(,u—  2)(/u—  5)+6(>—  2)(«—  5)— 4(>— 3)+i]. 
etc. 

La  loi  est  actuellement  évidente,  et  nous  sommes  en  droit  de  poser. 
sauf  vérification 

Y,)St=M.(«  —  1).  .  .(/*—  <H-i)Qt.O—  r). .  .(«  —  a+i) 
-  ^(/u-i)(w_2)...(,u_a+i)+?.^.(/u-2)...(w-a+.)  j> 
—  ...  =fc  *  O—  a  +  i)=p  ij. 

En  employant  les  mêmes  relations  que  ci-dessus,  cette  formule  peut 
se  mettre  sous  la  forme  plus  simple 

-...±C.;I.P,_a+I;I    =,=  !].  J      (36) 

L'intégrale  de  l'équation  (5a)  ayant  été  obtenue  par  voie  d'induc- 
tion,  il  est  essentiel  de  la  vérifier.  Pour  cela,  changeons  d'abord  c'- 
en a  —  1  dans  (56) ,  puis  u  en  \x  —  1  et  a.  en  a  —  1  ;  nous  aurons 

*u,a— 1  =  rU)ï_[  [P„,i_,  La_,;,  .  P/11_I)-,_a+  C*_  i,a  •  P/U_2)a_3 

...  Zjp  La—j,  1  .  P^—a.j-2,  1  —  I J  , 

*,u — i,x— 1=1  ^,_i;a_i  [rM_I)a_,  —  La_i)t  .  r^ — a,«— 2  ~t~  w—  1,2  •  " ^—s^—s 

—  . , .  =b  C.-,,,  .  P_+I;I  =f  1]. 

Multiplions  la  première  de  ces  deux  équations  par  (/u —  a-f-  i)1 , 
puis  relranchous-en  la  seconde  multipliée  paru.  En  remarquant  que 
l'on  a  en  général  ,  PP.„=(m—  n-\-  1)  .  P„,^_,  et  Pm  „=:?«.  ?«_,,»_,, 
nous  obtiendrons  d'abord 

(  ^-a+O'.Y^.-w.y,,.,,,.^^,,  -  (CU-v-hOP,.-!,,-. 
+  (Ca_,,2  +  CI_I),).P/,-2,a-2— .  ..=t(i  +Ca_,,,)P^+.).=Fi]' 
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Mais  l'on  sait   aussi    que   Cm))  +  CIt,iP_1=  Cm+li,  :    donc    le    second 
membre  devient 

=P^.[P„>.— Ca,,.P/i_I),_1+C=(,î.P.„_2)!t_2~. .  .iC^.P,-^,,^'  ! : 

expression  identique  avec  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  Y«)!t. 

12.  Si  dans  la  formule  (35),  nous  posons  ^— *=  «P,  le  dévelop- 
pement deviendra 


Comparant  cette  expression  avec  la  formule  (i5),  ou  voit  que  si  cu=yu, 

Y^  =  1.2.3. ..(«— 1)  .«.XM  ,  (38) 

ce  qui  est  d'ailleurs  évident. 

La  série  entre  parenthèse  est  très  convergente  :  car  ses  termes  dé- 
croissent plus  rapidement  que  ceux  du  développement  de  e~ *.  Si  a, 
u  et  J  sont  de  grands  nombres,  on  pourra  remplacer  ce  développe- 
ment par  celui-ci  : 

■-K-â+rîO-D'-nbO-D'H-...  w> 

,    -0-0    ■ 

qui  a  pour  valeur  e    *      ■  '  =  — . 


Il  serait  peut-être  assez  difficile  de  déterminer  à  priori  le  degré  d'ap- 
proximation que  l'on  pourra  obtenir,  attendu  que  plus  on  avance 
dans  les  séries  (57)  et  (58)  ,  et  plus  les  termes  du  même  ordre  diffè- 
rent. Dans  les  cas  où  la  série  (38)  pourra  être  employée  avec  avan- 
tage, on  aura  donc  pour  valeur  approchée  de  Y^  a, 

1  •">* 1 ■  (3g) 
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i3.  En  mettant  dans  la  formule  (29),  les  valeurs  des  lettres  qui  y 
entrent,  il  vient 

_        /(_*_— i)(i  — 2)  ...  (*—n-f  1)  f~_         \f  ï- 


Ç.ilîr?u 


1.2.3...  «  X  r»(m  —  i)  .  . .  (m  —  n-f-  i)  i__ 

+m-o(-^)-...]-     r4o) 

ou  bien 


t{l  —  2)(l  —  2)...(t  —  n-l-i)  /     1     i—n  -, 

1  .1.3.  .  .nXm(m —  \)  . . .  (m  —  n-f-i)\  1   m — n        I 

I  /  r?  / n  t  \       l        V^ 


1.2      m  —  n     m  —  n  —  1 


La  série  entre  parenthèses  a  a  +  1  =  £  —  «  -f-  1  termes  :  le  dernier  a 
pour  expression 


t —  n     t —  n —  1 


i.2.3...'f — n)  '  m  —  n'm — n — i  '"m— f-f-i        {m—n){m-n-\)...{rn-l-\-\)' 
14.  Si  l'on  suppose  t  =  n,  la  probabilité  devient 

p'  = .  (42) 

r  m  {m —  i)....(m  —  n  -+-  1) 

Il  est  évident  en  effet,  que  si  toutes  les  lettres  que  l'on  tire  de  l'urne 
doivent  sortir  dans  le  même  ordre  aux  deux  tirages,  la  probabilité  a 

P„n 
pour  expression  ■  p  '  .a. 

Enfin,  si  nous  supposons   ?i=o,  la  valeur  de  p  devient 

1  r~        1  t       1    t   t — 1  ,  1        1      t—i 

m{m — i)...(*+i)  L  ira      i.2m'm-i        """        i  .2.3.  .t  m  '  m-i 

...      2      .  _J T 

m — i-J-  2      tw — f  — J-  i I 

C'est  la  probabilité  du  jeu  de  rencontre ,   en  supposant  que  l'on 
arrête  ce  jeu  au  t1""'  coup. 
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Sur  la  Formule  de  Taylor; 
Par  J   LIOUVILLE. 


Soit  f{x)  une  fonction  réelle  de  x,  dont  nous  représenterons  par 
f'(x)i  f"ix)>  e*c*  'es  dérivées  successives.  La  formule  de  Taylor 
consiste,  comme  on  sait,  dans  l'équation 

f(x  +j)  =  f(x)  +  f/'(*)  +  . .  •+  rf—  flx)  4-  R  , 

dans  laquelle  R  désigne  le  reste  de  la  série.  Lagrange  a  trouvé  pour  ce 
reste  l'expression  suivante  : 

r_  — y*'      y.+.  (X  +  ^ 

i.2....(n-f-i)-/  N  J  ' 

où  ô  est  un  certain  nombre  positif,  plus  petit  que  l'unité.  Et  il  s'en 
est  servi  pour  démontrer  (en  excluant  le  cas  particulier  où  f\x)=o), 
que,  pour  des  valeurs  de  y  suffisamment  petites,  la  valeur  numérique 

de  R  devient  inférieure  à  celle  du  terme f"  (x)  auquel  on 

s'arrête. 

Ce  théorème,  très  utile  dans  le  calcul  différentiel ,  peut  subsister 
encore  lors  même  que  la  dérivée  de  l'ordre  («+  i)  devient  infinie  , 
et  il  y  a,  je  crois,  quelque  inconvénient  à  introduire  cette  dérivée 
dans  les  calculs.  Mais  il  est  aisé  d'en  éviter  l'emploi.  En  effet,  au 
lieu  de 

/(x-hr)  =/(*)  +*  /'(.,)+. . .  +  _  £11_  /■-  (x)  +  -f-r(x+9jh 
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on  peut  évidemment  poser 

/(*  +jr)  =  /(*)  +•?/'(*)  + . . .  -f-  ;  ,S~(n-r/n"  W  +  7XT7Ï /"  W  +  R ' 
pourvu  que  l'on  prenne  cette  fois 

Le  rapport   de    R  à   — ^- —  /'(a:)  se  trouvant  maintenant  égal  à 

/"  (x  +  6jr)  -  /-(g) 
/■  (f) 

on  comprend  sans  peine  dans  quels  cas,  pour  de  très  petites  valeurs 
de  y ,  ce  rapport  demeure  <  i .  Cela  a  lieu  par  exemple  lorsque  la 
fonction  f"(x)  est  continue  pour  la  valeur  actuelle  de  x  ;  et  même 
il  est  visible  qu'alors  on  rendra  le  rapport  dont  nous  parlons  infini- 
ment petit,    en  attribuant   à  y  une  valeur   infiniment  petite. 
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ERRATA. 


Page     16  ,  ligne  12  ,  au  lieu  de  l'équation ,  lisez  à  l'équation 
21  ,  3  ,   au  lieu  de  (x —  x)  ,  lisez  (x — x)'* 

3a  ,  1 1  ,  au  lieu  de    •*}      ,    lisez     ~v 

dx  dx 

65  ,  24  1  au  ?leu  de  J  >  Use*  " 

70 ,  7.1  ,  au  lieu  de  -J~  ,  lisez  dp 

72  ,  5 ,  au  lieu  de  e',  lisez  ex 

79  ,  1 6  ,  au  lieu  de  (u  —  log  x  ,  lisez  (u  —  log  A) 

95,  1 3  et  1 5,  au  lieu  deç(x,b),  en  dénominateur,  lisez  ç{x  ,fi-\-h, 

107,  l5,  au  lieu  de  n'étant  plus  de  degré  (n — 1)  ,  lisez  n'étant  plus 

que  de  degré  (n — 1) 

121  ,  8 ,  au  lieu  de  devra  être   perpendiculaire  à   la,   lisez  devra 

rencontrer  la 

122  ,  27,  après  ce  mol  l'autre  ajoutez  :  la  normale  commune  en  a  aux 

deux  dents  se  confond  aussi  sensiblement,  dans  le  même 

cas,  avec  am  et  Aa 
122,  29,   au  lieu  de  dans  l'hypothèse  que  z,  lisez  dans  l'hypothèse 

que  la  normale  commune 
i32,  5,  au  lieu  de  x, —  n0  ,  lisez  x,  — x0 

X0X3a'.r=o, 


XlX3a^=o,/         X1X3^=o 


i3g,  6,   au  lieu  de  (x* — 1)%  lisez  (x2 — 1)" 

i46,  i4>   au  lieu  de  haberi ,  lisez  habere 

256,  1  en  remont.,  au  lieu  de  a  d  ,en  dénominateur  lisez  a       — 1 

260,  8  au  lieu  de — ■aJx1m_l ,  lisez — a*atm~' 

261 ,  4  en  «"einont.     au  lieu  de  A  f  _,_,==(- i^A,,,  lisez  k%+^{-\)Kkm_ 

262,  5  et  6  en  reinont.  au  lieu  de  A  ,  lisez  A, 

262,  6  en  remont,  au  lieu  3e  jr«(*»-*) ,  lisez j*(»*-») 

265,  i5  après  P-f-Q=n=o    (mod.  p.),    ajoutez    quand 

h  sera  pair 
Tome  11.  —  Décembre  1S37.  62 
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Paye  268, 

ligne    1  en  remont. 

272, 

12 

273, 

1  en  remont. 

273, 

6  en  remont. 

2?4> 

4 

282, 

1 

282, 

7 

283, 

2  et  3  en  rem 

2S5, 

3 

286, 

'9 

291, 

4  en  remont. 

3l7. 

Cette  paf;e  est  la  un 

au  lieu  de  N'4_, ,  lisez  Nk_, 

eu  lieu  de  +B ,  lisez  —  B 

au  lieu  de  iWk,  lisez  2NA 

au  lieu  de  — h,  lisez  -\-h 

au  lieu  de  de  deux ,  lisez  des  deux 

au  lieu  de  A= — 3 — 3Q,  lisez  A= — 3 — Q 

au  lieu  de  D"=i+Q,  lisez  D"si — Q 

au  lieu  de  » ,  lisez  v 

au  lieu  de  D™,  lisez  B'" 

au  lieu  de  io-f-56«-f-64"a,  Uses  6«-f-4"a  (V.  le 
§  suivant) 

au  lieu  de  -f-m_, ,  lisez  •\-jrm_. 
Cette  page  est  la  première  du  cahier  de  septembre.  Les  sept  feuilles 
<[ui  composent  ce  cahier  sont  les  feuilles  4',42> • • -47  et  non  Pas 
42,43, ..  .48  comme  on  l'a  imprime  mal  à  propos  :  de  plus  ,  il  y  a 
un  grand  nombre  de  fautes  dans  la  pagination.  En  indiquant  les 
corrections  relatives  au  Mémoire  de  M.  Poisson,  nous  citerons  tou- 
jours les  n0;  que  les  pages  devraient  porter,  mais  en  ayant  soin 
d'ajouter  entre  parenthèses  ceux  qu'on  leur  a  donnés  par  erreur. 
Pages  323  (33i),  324,  33o  (338)  :  dans  les  équations  (7),  (8),  (9),  (i3) ,  le  signe 

de  l  doit  être  changé. 

33o  (338),  lip.ne  4,  <*"  lieu- de  -=-,   -7-,  lisez   -77-,    -£- 
"     u—  -r  ■  de      de  dh      dh 

■>■>       ,„o,  r  i-        j      d£      dy  dt      dy 

33o   (33o),  5,  au  lieu  de  -=»,  -jy ,  lisez    -r-,   -j- 

'  dh     dh  de     de 


333, 


i4,  au  lieu  de  t—tz= — / ,  lisez 

J  ri/aI!r'-4-2/ir-— e" 


t+t 


=/: 


«Vari^-f-a/ir-—  e2 
rdr 


V/2Rr'-f-2/jrJ — e* 

r^/  2Kr-+2hr-— e* 


f  dr 

333  ,  1  5,  au  lieu  de  v—l=  I ===========  ,  lisez. 

J  r\Z2Kr-+'.  ' 


-'=/; 


edr 


ry'zR.r'+zhr1—  e* 

335 ,  7 ,  au  lieu  de  — {-f-£ ,  lisez  t-\-t 

34G,  17 ,  au  lieu  de  dD ,  lisez  d[n,i] 

348,  5,  en  remont.,  au  lieu  de  A  ,,,  lisez  A,,, 

349,  3,  en  remont.,  au  lieu  de  n,  lisez  u 

35 , ,  5,  au  lieu  de  a(^-ç)  ,  &a  (7^) 

36i  ,  11  ,  au  lieu  de  Aî,3=— A3)a,  lisez  Aa,3=A3,2— — B£ 

36i ,  4>  en  remont.  au  lieu  de  y,  lisez  v 


48? 

Page  362,  lignes    1 ,2,3  en  ïemont. ,  au  lieu  de  y,  lisez  v 

362,  6,  au  coefficient  de  u,  ajoutez  — t!(A.3-f-CJ) 

363,  12,  au  lieu  de  —al},(. . .  .)>  Usez  — «3,3( ) 

363,  2,  en  remont.,  au  lieu  de  :e(L"cos<p .  .  .  .);V,  lisez 

>,(L"cosp. .  .)'.v 

364,  i3,i4,i5,  au  lieu  deEX,EY,EZ,  lisez  E  /*X,e/"y,  t£  Tz 

364,  •  )  en  remont. ,  au  //eu  de  =— ,  /we«  =4- 

364,  2,  en  remont.,  au  lieu  de — sinpcosap,  lisez  —  sin£cos,p 

365,  10,  effacez  - 

P 

365 ,  1  o  et  1 1 ,  au  lieu  de  I  ,  lisez  c'  / 

36t  1 ,  au  lieu  de  an_,  ,  lisez  Am-, 

367 ,  4  j  au  i'eu  de  D„,  lisez  .rn 

368,  23,  au  lieu  de  A'_, ,  lisez  A'„_, 
372  i4>  a"  heu  de  —  lisez  ■+ 
3t2  16 ,  au  //eu  de  am,  lisez  am 
428,  1,4,6,  au  lieu  de  J)m,  lisez  Dm_, 

428,  1,4,6,11,12,  au  lieu  de  Dm+1,  lisezDm 

...  „  .  ,    2/1         .  , 

428,  10,  après  ces  mots  et  a  -^— ,   ajoutez  donc  auparavant  elles 

étaient  <  -^— 
Ç 
435,  7,  au  lieu  de  (in — 1),  lisez  (n — 1) 

437  et  438,  au  lieu  de  paramètre,  lisez  partout  demi-paramètre 

daV  C  1 

44« ,  11,  au  lieu  de  -j—^       (  V+6'.r  /      x\dx),  lisez 

d'Y  /•! 

_  _j_r(V-f6'x  /     xXdx) 

449)  ligne  dernière ,  au  lieu  de  Y'-^-b'xl     xY'dx,  lisez 

r'(V'-i-b'x  C* xW'dx) 

45 1 ,  ligne  1 7,  au  /«eu  de  - ,  lisez  — 
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